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Resumo. O presente estudo teve como objetivo desenvolver um sistema
de simulagdo de sinais ECG baseados no modelo matematico de
McSharry, recorrendo a dois métodos numérico distintos: Euler Ma-
ruyama, na sua formulagdo estocastica, ¢ Runge Kutta, enquanto referén-
cia deterministica. O estudo focou-se em avaliar a capacidade destes mé-
todos para gerar sinais ECG realistas e fisiologicamente plausiveis, tanto
em condi¢des normais como em cenarios patologicos, nomeadamente ta-
quicardia, através da modulagdo apropriada dos parametros intrinsecos
do modelo.

Para analisar a comparagdes entre os métodos foram implementadas mé-
tricas abrangentes no dominio temporal e espectral, incluindo erro qua-
dratico médio, erro absoluto médio, coeficientes de correlagao, analise
de intervalos RR, amplitudes dos picos R. Os resultados demonstraram
que ambos os métodos produzem sinais com morfologia consistente com
registos reais, evidenciando uma reprodugao fidedigna das ondas P, QRS
e T. O método Runge Kutta forneceu uma trajetoria deterministica suave
e estavel, enquanto o método Euler Maruyama introduziu variabilidade
ciclo a ciclo semelhante a observada em sinais biologicos, reforgando a
relevancia da modelagao estocastica para simulagdo de fendmenos cardi-
acos. A analise evidenciou, no entanto, que alguns coeficientes de ampli-
tude associados ao modelo necessitam de refinamento para assegurar
plena coeréncia fisioldgica ao nivel das ondas PQRST. Apesar destas li-
mitagdes, concluiu-se que a modelagdo matematica constitui uma abor-
dagem promissora para a simulagdo de sinais ECG, com potencial para
aplicacdes futuras em diagnostico e monitorizagdo cardiaca, apesar das
limitagdes associadas aos métodos numéricos e ao proprio modelo.

Palavras-chave: Modelo matematico, McSharry, Euler-Maruyama, Runge-
Kutta, Simulagdo de ECG
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1 Introduciao

A modelizagdo de sistemas fisiologicos tem ganho relevancia em contextos clinicos
devido ao seu potencial para apoiar o diagnostico, a monitorizagao e a personalizacio
terapéutica. Um modelo matematico permite representar, de forma aproximada, o com-
portamento de um sistema real, embora sujeito a limitagdes inerentes a aquisi¢ao de
sinais bioldgicos, frequentemente afetados por ruido e variagdes na amplitude [1].

Entre estes sinais, o eletrocardiograma (ECG) assume particular importancia na ava-
liagdo da funcdo cardiaca, sendo o método padrao para detetar anomalias no ritmo e na
condugao elétrica. A analise do complexo PQRST possibilita identificar arritmias e ou-
tras patologias cardiovasculares, responsaveis por aproximadamente 17,9 milhdes de
mortes anuais segundo a Organizagdo Mundial da Saude [2]. As principais componen-
tes do ECG e respetivas caracteristicas fisiologicas encontram se resumidas na Tabela
1.

Tab. 1 - Componentes do complexo PQRST de um individuo saudavel
Componente Descricao fisiologica Amplitude Duracéo

Onda P Despolarizagio auricular 02-03mv  <012s
Condugao entre auriculas e ventriculos,

Intervalo PR incluindo despolarizagdo auricular e - 0,12-0,20s
atraso no no AV

Complexo QRS | Despolarizagio ventricular 0,5-2,0mv 006-0,10s
Periodo isoelétrico apds a despolariza- 0,08-0,12's

to ST . -
Segmento S ¢do ventricular

Onda T Repolarizagio ventricular 0,1-05mv 010-025s

Repolarizagdo tardia das fibras de

< Variavel
Purkinje 0.l mV

Onda U

A atividade cardiaca resulta da despolarizacdo e repolarizagdo das células miocardi-
cas, gerando correntes elétricas que se propagam pelos tecidos e podem ser registadas
a superficie por elétrodos, originando o tracado do ECG (Fig. 1) [1], [3]. Para além do
diagnostico, o ECG permite avaliar a variabilidade da frequéncia cardiaca através da
analise dos intervalos R R, constituindo um importante indicador da modulago auto-
némica do coracdo [4].

O ECG ¢ igualmente essencial na identificagdo de alteragdes como a taquicardia,
caracterizada por frequéncia superior a 100 bpm, frequentemente associada a risco au-
mentado de eventos adversos [5]. Avangos em tecnologias digitais, sistemas IoT e in-
teligéncia artificial t€m ampliado a capacidade de monitorizagdo continua do ECG, per-
mitindo a analise em tempo real de grandes volumes de dados fisiologicos e promo-
vendo detecdo precoce de anomalias [2], [3], [5].

A escolha do modelo de McSharry justifica se pela sua capacidade de representar
simultaneamente a morfologia completa do complexo PQRST e a variabilidade cardi-
aca, oferecendo maior fidelidade fisiologica do que modelos alternativos, como o de
Clifford, que se centram sobretudo nos intervalos R R e em aproximacdes vetoriais do
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dipolo cardiaco [6]. A integracdo numérica do modelo foi realizada pelos métodos
Runge Kutta e Euler Maruyama: o primeiro fornece uma solugao deterministica precisa,
enquanto o segundo introduz variabilidade estocéstica, aproximando o comportamento
irregular dos sinais reais [7].

Atria Ventricles

+2 -
RR interval
Yo Y
R S-T
3*1' segment
S
£ P I
= 04
A Aas
P-R interval Q-T interval
-1 =0.16 sec
0 02 04 06 08 10 12 14 16
Time (sec)

Fig. 1 — Representagao tipica da forma de onda e intervalos de um sinal ECG [3].

O objetivo deste estudo consistiu no desenvolvimento de um sistema de simula¢do
de ECG baseado no modelo de McSharry, recorrendo aos métodos de Euler Maruyama
e Runge Kutta para gerar sinais sintéticos capazes de reproduzir com fidelidade a ativi-
dade elétrica cardiaca em condigdes normais e patologicas.

2 Revisdo Bibliografica

A modelizacdo de sinais fisiologicos, em especifico o0 ECG, tem sido um campo de
vasta investigagdo, procurando a reprodugdo precisa dos processos dinamicos do sis-
tema cardiaco. Nesse sentido, o0 modelo proposto por McSharry et al. representa uma
contribui¢do importante, oferecendo a abordagem dinamica pretendida para a geragdo
de sinais sintéticos que preservam as caracteristicas morfologicas e temporais observa-
das em registos reais de ECG. No entanto, este modelo apresenta algumas limita¢des
que restringem a sua capacidade de manter efeitos a longo prazo e o fine-tune de com-
portamentos dinamicos, o que implica dificuldades na simulagdo de sinais de ECG mais
complexos que possuam ruido e artefactos, onde prevalecem as transi¢des abruptas en-
tre ritmos cardiacos [8]. McSharry et al. verificaram que o modelo apresenta resultados
muito favoraveis para a representagao de casos sem ruido, sendo a utilizagdo de méto-
dos e algoritmos simples suficiente. Por outro lado, para sinais de ECG com mais ruido
e artefactos, concluiram que € necessario o uso de métodos mais complicados, de modo
a representar ¢ simular sinais mais realistas [7]. Ndo obstante, o0 modelo fornece uma
base robusta para a simulac¢ao de sinais fisiologicos, possuindo a capacidade de repro-
duzir padrdes e variabilidades inerentes ao comportamento cardiaco [7].

Na implementagdo do modelo de McSharry, recorreu se ao método de Euler Ma-
ruyama, uma adaptacdo estocastica do esquema de Euler tradicional amplamente utili-
zada na resolugdo de equagdes diferenciais estocasticas. Esta abordagem, conforme dis-
cutido por Ferreira e Lima [9], permite incorporar de forma eficaz a variabilidade e o
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ruido inerentes aos sistemas biologicos, possibilitando a geragdo de sinais cardiacos
que refletem de modo mais realista a natureza dindmica e incerta da atividade elétrica
do coragdo.

Outra abordagem relevante ¢ a utilizagdo do método de Runge-Kutta para a integra-
¢ao numérica do modelo. Este, conforme demonstrado por estudos na area, apresenta
elevada precisdo na resolucdo de equagdes diferenciais ordinarias, capturando com exa-
tidao as rapidas variagdes e as nuances ndo-lineares do sinal de ECG. Para este método,
ja é empregue uma fungdo em MATLAB/Octave com uma variagdo adaptativa baseada
em Runge-Kutta de ordem 4(5), sendo uma solugdo pratica e eficiente para a integragao
numérica do modelo [10], [11], [12].

3 Metodologia

O estudo foi desenvolvido em GNU Octave. Para a simulagio dos sinais fisiologicos,
foi implementado o modelo de McSharry descrito em [7] e revisto por dos Reis et al.
[9]. Para validar a morfologia dos sinais gerados, procedeu se a uma comparagao visual
com registos reais de ECG, obtidos a partir de uma base de dados contendo tragados de
individuos saudaveis e pacientes com altera¢des cardiacas, disponibilizada pelo Ch.
Pervaiz Elahi Institute of Cardiology Multan, Pakistan [13]. A Figura 2 apresenta um
diagrama de blocos que resume o procedimento metodologico seguido.

Euler Maruyama
(modelo estocastico)

Fisiologicos modelo McSharry (z(1)) e comparag@o com
(bpm, resp, fs, ...) (sistema de EDO) Runge-Kutta (ode4) ) finais reais (base de dados{)\

(modelo deterministico)

Defini¢do dos Parémetms%> Implementagéo do ‘ Geragao dos sinais ECG ‘

Fig. 2 - Diagrama de blocos do procedimento realizado.

3.1 Planificacio do Desenvolvimento

A planificag¢do do estudo envolveu a defini¢do das variaveis de entrada e saida, da
metodologia de modelagdo adotada e dos procedimentos de validagdo, assegurando
uma implementagao estruturada e consistente. Entre as variaveis de entrada comuns aos
dois métodos numéricos incluem se a frequéncia cardiaca e respiratoria, a amplitude da
componente respiratoria, os coeficientes de amplitude e largura angular das ondas
PQRST, bem como os angulos que determinam a posi¢do destas no ciclo cardiaco. No
método de Euler Maruyama sao ainda introduzidos parametros adicionais (A1, A2, A3
e B), responsaveis pela incorporagdo de ruido estocastico e variabilidade fisiologica.
Em ambos os métodos, a variavel de saida principal ¢ z(f), correspondente a forma de
onda do ECG.

A morfologia do sinal € obtida através de uma combinagdo de cinco gaussianas cen-
tradas em angulos fixos, associadas as ondas P, Q, R, S e T, cujas amplitudes s@o ajus-
tadas de acordo com a frequéncia cardiaca. Esta estrutura assegura que ambos os mé-
todos gerem sinais compativeis, permitindo uma comparagao direta dos seus resultados.
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3.2  Resolucio numérica

O modelo foi resolvido recorrendo a duas abordagens distintas:

o Euler Maruyama, utilizando um passo temporal fixo (dt) e incluindo ruido
gaussiano para modelar a variabilidade fisiologica. O método requer a de-
fini¢do explicita das condi¢des iniciais das variaveis internas (x, y, z e u) €
a parametrizacdo dos coeficientes estocasticos Al, A2, A3 e do termo de
acoplamento B. Esta abordagem ¢ sensivel a escolha do passo temporal e a
magnitude do ruido, podendo alterar a morfologia do sinal.

e Runge Kutta (ode45), um método deterministico de passos adaptativos, em-
pregado sem termos estocasticos. As tolerancias numéricas (RelTol = 107°
e AbsTol = 107%) garantem a precisdo e, resultando num sinal mais regular
e previsivel, embora sem variabilidade fisiologica.

A Tabela 2 apresenta os pardmetros comuns utilizados nas simulagdes, tanto para
condigdes fisioldgicas como patoldgicas.

Tab. 2 - Parametros comuns utilizados no modelo de geracdo de ECG (saudavel e patologico).

Parametros Valores

Frequéncia Cardiaca (bpm) - Saudével; Patolégico 77; 213

Tempo de Simulag@o (s) 10

Amplitude respiratoria 1,5x10*

Frequéncia Respiratoria (Hz) 0,25

Angulos centrais P, Q, R, S, T (°) [-60,—-15,0,15,90]
Amplitudes base P, Q,R, S, T [24, -100, 750, -150, 15]
Larguras angulares [0,25; 0,105 0,10; 0,10; 0,40]
Condigdes iniciais (1,0, 0)

3.3 Implementa¢io Computacional

A implementagao consistiu na tradu¢do computacional das equagdes diferenciais do
modelo, originando dois scripts distintos correspondentes aos métodos de Euler Ma-
ruyama e Runge Kutta. O excerto de c6digo na Cod. 1, exemplifica a atualizagao itera-
tiva das variaveis no método estocastico, enquanto a Cod. 2 apresenta a integragao do
sistema via ode45.

for i = 2:N

xi = randn; r = sqrt(x(i-1)"2 + y(i-1)"2); gamma = 1 - r;

x (1) = x(i-1) + dt*(gamma*x(i-1) - w*y(i-1) + Al*xi + B*sin(u(i-1)));
y(i) = y(i-1) + dt* (gamma*y(i-1) + w*x(i-1) + A2*xi);

th = atan2(y(i), x(i)); dth = mod(th - theta i, 2*pi) - pi;

sumGauss = sum( a_ i .* dth .* exp( -dth.”2 ./ (2*(b_1i.72)) ) );

z0 A resp * sin(2*pi*fr*t(i));

z(i) = z(i-1) + dt*( z0 - z(i-1) - sumGauss + A3*xi );
u(i) = u(i-1) + dt*w;
end

Cod. 1 — Excerto de cddigo implementado para o método de Euler-Maruyama.



6 C. Hayashida, L. Almeida, S. Nogueira, C.A. Ramos, G. Vilao

Em ambos os casos, o nucleo matematico permanece idéntico: um oscilador em co-
ordenadas polares cuja dindmica angular serve de base para gerar o sinal z(t), repre-
sentando 0 ECG. A base comum dos métodos assegura a produgio de sinais com mor-
fologia coerente, permitindo comparagdo direta.

[tR, YR] = ode45(Q@(t, y) system eq(t, y, A resp, fr, a i, b i, theta i,
f ecg), tspan, y0, opts);

function dy = system eq(t, y, A resp, fr, a i, b i, theta i, f ecq)
x =y(l);yv = y(2);z = y(3);

r2 = x"2 + yv*2; gamma = 1 - sqgrt(r2); theta = atan2(yv, x);

z0 = A resp * sin(2 * pi * fr * t);
sum_term = 0;
for i = 1l:length(a_ i)
delta theta = mod((theta - theta i(i)), 2*pi) - pi;

sum_term = sum term + a i(i) * delta theta * exp(-delta theta”2 /
(2 * b _1(1)"2));

end
dx = gamma * x - 2 * pi * £ ecg * yv;
dyv = gamma * yv + 2 * pi * f ecg * x;
dz = z0 - z - sum_term;
dy = [dx; dyv; dz];

end

Cod. 2 —Implementagdo completa do método de Runge-Kutta de ordem 4(5), utilizando o
solver ode45 para a integragdo numérica do modelo sintético de ECG proposto por McSharry.

4 Resultados e Discussao

Nesta secg@o apresentam se os resultados obtidos na implementa¢do do modelo de
McSharry e a analise comparativa entre os sinais de ECG simulados pelas abordagens
deterministica (Runge Kutta) e estocastica (Euler Maruyama). O modelo foi testado
para diferentes valores de frequéncia cardiaca, abrangendo tanto condicdes fisiologicas
normais (60 a 100 bpm) como um cendrio patologico correspondente a taquicardia si-
nusal (>150 bpm). Em cada simulagdo avaliou-se a morfologia das ondas P, QRS e T,
a regularidade do ritmo e a correspondéncia com tragados reais de ECG.

4.1 Validacao do Modelo

A validagdo consistiu em analisar a capacidade do modelo de McSharry em gerar
sinais fisiologicamente plausiveis e coerentes com as frequéncias cardiacas especifica-
das. Para tal, os métodos de Runge Kutta (ode45) e Euler Maruyama foram aplicados
ao mesmo conjunto de pardmetros, permitindo verificar se diferentes esquemas de in-
tegragdo conduzem a resultados consistentes.

Anilise do ECG Simulado em Individuos Saudaveis

Para 77 bpm, ambos os métodos produziram sinais praticamente sobreponiveis, com
morfologia tipica do ECG normal: onda P de baixa amplitude, complexo QRS estreito
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e onda T bem definida. A sobreposicdo apresentada na Fig. 3 ilustra a equivaléncia
ponto a ponto entre os dois métodos, demonstrando que a inclusdo de ruido no Euler
Maruyama ndo distorce a estrutura do complexo PQRST.

Comparacao dos dois metodos

Runge Kutta (ref)
08 Euler Maruyama | |

06—

ECG [mV]

1 15 2 25 3 35
Tempo [s]

Fig. 3 — Sinal de ECG simulado com comparagdo dos métodos de Euler-Maruyama (—) e
Runge-Kutta (—), sobrepostos na janela 0.5-3.5 s - representagdo de 4 ciclos.

Além da analise visual, realizou se uma comparagdo quantitativa entre os sinais pro-
duzidos pelos dois métodos:
- RMSE global (Erro Quadratico Médio): valores reduzidos, evidenciando erro
ponto a ponto minimo.
- MAE (Erro absoluto médio): igualmente baixo, confirmando proximidade en-
tre as formas de onda.
- Correlagdo: superior a 0.99, indicando elevada semelhan¢a morfoldgica.
- Erro médio e variancia do erro: proximos de zero, revelando auséncia de viés
sistematico.
- SNR (relagdo Sinal-Ruido): elevado, demonstrando que o ruido introduzido ¢
pequeno face ao conteudo fisioldgico.
- Comparagdo RR: intervalos RR médios equivalentes, com ligeiramente maior
variabilidade no método estocastico.
- Amplitude do pico R: valores préoximos entre métodos, com pequenas varia-
¢oes atribuidas ao ruido.
A analise espectral revelou um espectro tipico de sinais ECG reais, sem pico domi-
nante na frequéncia cardiaca, mas com distribui¢@o energética coerente nas bandas fi-
siologicamente relevantes.

Analise do ECG Simulado em Condicio Patologica (Taquicardia)

Para 213 bpm, ambos os métodos mantiveram a consisténcia morfoldgica, reprodu-
zindo a caracteristica redug@o dos intervalos RR e o0 aumento do numero de batimentos
por unidade de tempo. A sobreposi¢ao dos tragados (Fig. 4) confirma que o comporta-
mento dindmico do modelo se mantém estavel mesmo em frequéncias elevadas.
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Os parametros calculados mostraram:
- Redugdo acentuada dos intervalos RR, evidenciando o ritmo taquicardiaco.
- Manutengdo da estrutura PQRST, apesar da maior densidade de ciclos.
- Pequenas diferencas entre métodos, mais visiveis na variabilidade introduzida
pelo Euler Maruyama.

1
I

Comparacao dos dois
T

Runge Kutta (ref)
Euler Maruyama

05— ‘

ECG [mV]

-0.5= L | 1 | |

Tempo [s]

Fig. 4 — Sinal de ECG simulado com comparagdo dos métodos de Euler-Maruyama (—) e
Runge-Kutta (—), sobrepostos na janela 1.5-4 s - representagdo de 9 ciclos.

Comparacio dos Tragados: ECG Real vs ECG Simulado

Para verificar a fidelidade fisiologica das simulagdes, os sinais gerados foram com-
parados com tragados reais provenientes da base de dados [13]. A Tabela 3 apresenta
os parametros morfologicos principais. Os valores simulados mostram correspondéncia
elevada com os dados reais, tanto nos cenarios saudavel como patoldgico.

As diferencas observadas na amplitude das ondas, em particular nas ondas P ¢ QRS,
sdo atribuidas a natureza genérica dos pardmetros do modelo, que ndo ¢ calibrado indi-
vidualmente para cada paciente. Ainda assim, a morfologia P-QRS-T e a regularidade
do ritmo foram reproduzidas com elevada fidelidade.

Tab. 3 - Dados morfolégicos de sinal simulado e real para os casos saudéavel e patoldgico.

ECG simulado  ECGreal [13] ECG simulado ECG real [13]

Caracteristica

Saudavel Taquicardia
Ritmo (RR) ~ 0,80 ~0,72 ~ 0,28 ~0,32
Pico R ~ 1,1 mV ~1,2mV =~ 1,1 mV =~ 0,8 mV
amplitude QRS ~ 1,4 mV ~1,8-1,9mV =~ 1,4 mV ~1,3-1,6 mV
Morfologia Onda P presente; (Onda P pequena; [Onda P pre- Onda P visivel, mas
P-QRS-T QRS estreito; QRS estreito e |sente; pequena;
alto; QRS estreito;  |QRS estreito; morfolo-
morfologia P- |gia P-QRS-T mantida
QRS-T mantida
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Sintese da Comparacio Entre Métodos
Os resultados obtidos permitem sintetizar as diferengas entre os dois métodos numé-
ricos:
Runge Kutta (ode45)
- Produz sinais mais regulares e previsiveis.
- Erro numérico minimo devido ao passo adaptativo.
- Auséncia de ruido implica menor variabilidade fisiologica.
Euler Maruyama
- Introduz variabilidade estocastica semelhante a observada em ECG reais.
- Leve aumento no erro e na variancia dos intervalos RR.
- Mantém elevada fidelidade morfologica apesar da discretizag@o e do ruido.
Em média, o RMSE entre os dois métodos manteve se reduzido, com correlagdo
muito elevada, demonstrando que ambos convergem para solugdes praticamente idén-
ticas do modelo de McSharry. A analise de multiplas realizagdes do método estocéstico
confirmou que a média das trajetorias se aproxima da solugdo deterministica, refor-
¢ando a consisténcia do modelo.

5 Conclusao

O estudo demonstrou que a modelagdo matematica, suportada pelo modelo de
McSharry, constitui uma ferramenta eficaz para a simula¢do de sinais ECG com mor-
fologia fisiologicamente plausivel. A implementagdo dos métodos numéricos de Runge
Kutta e Euler Maruyama permitiu gerar sinais consistentes tanto em condigdes normais
como patologicas, reproduzindo adequadamente as ondas P, QRS e T. A comparagio
quantitativa entre os métodos revelou elevada concordancia, refletida em valores redu-
zidos de RMSE, correlagdo superior a 0.99, erro médio proximo de zero e SNR elevado.
O método de Euler Maruyama introduziu variabilidade estocastica semelhante a obser-
vada em sinais reais, enquanto o método de Runge Kutta produziu sinais mais regulares
e deterministicos.

A validagdo com registos reais evidenciou boa correspondéncia da morfologia e dos
intervalos RR, embora fossem necessarios ajustes nas amplitudes das ondas para ga-
rantir maior coeréncia fisiologica. Persistem limitagdes relacionadas com a generaliza-
¢do do modelo e auséncia de calibrago individual, sugerindo a necessidade de valida-
¢do clinica mais abrangente.

Em resume, o trabalho confirma o potencial da simulagdo matematica de ECG para
apoio ao diagnoéstico, desenvolvimento de sistemas de monitorizagao e teste de algorit-
mos de processamento, constituindo uma base promissora para investigagdes futuras
em otimizagd@o de pardmetros e integragdo de métodos de inteligéncia artificial.
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