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RESUMO

Resumo

Os modelos a ser analisados pelo Método de Elementos Finitos sdo cada vez mais
complexos e, nos tempos que correm, seria impensavel realizar tais analises sem um apoio
computorizado. Existe para esta finalidade uma vasta gama de programas que permitem
realizar tarefas que passam pelo desenho de estruturas, analise estatica de cargas, analise
dindmica e vibragdes, visualizacdo do comportamento fisico (deformacgdes) em tempo real,

que permitem a otimizagéo da estrutura.

Sob o pretexto de permitir a qualquer utilizador uma andlise de estruturas simples com o
Método dos Elementos Finitos, surge esta tese, onde se ira criar de raiz um programa com
interface grafica no ambiente MATLAB® para analise de estruturas simples com dois tipos
de elemento finito, triangular de deformacgédo constante e quadrangular de deformacéo

linear.

O software desenvolvido, verificado por comparacdo com um software comercial dedicado
para o efeito, efetua malhagem com elementos bidimensionais triangulares e quadrilateros
e resolve modelos arbitrados pelo Método de Elementos Finitos, representando estes

resultados visualmente e em formato tabular.

Palavras-Chave

EPT, EPD, estado plano de tenséo, estado plano de deformagdo, método, elementos finitos,
placas finas, MATLAB®, ABAQUS® codigo, interface grafica, comparacao.






ABSTRACT

Abstract

Models analized by the Finite Element Method are increasingly complex and, nowadays, it
would be unthinkable to do such analyses without digital computer support. With this
purpose, a vast array of programs is available that enable conducting tasks including
structural design, static and dynamic loading and vibration analysis, visualization of the

deformed shape in real time,which allows the optimization of the structure.

With the idea of allowing any user to perform a simple structural analysis with the Finite
Element Method in mind, this thesis is proposed to create a graphical interface in the
MATLAB® environment to study such structures with two types of finite element, constant

strain triangle and linear strain quadrilateral.

The developed software, verified by comparison with a dedicated software for this
analysis, meshes the models with bidimensional triangular and quadrilateral elements,

solving them using the Finite Element Method, with a visual and table representation.

Keywords

PS, PE, Plain stress, Plane strain, method, finite elements, thin plates, MATLAB®,

ABAQUS®, code, graphical interface, comparison.
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INTRODUGAO

1 Introducao

1.1 Contextualizacéo

Para o projeto de qualquer estrutura existente (edificios, pontes, veiculos, maquinas, etc.) é
necessario conhecer as condi¢fes de carga, geometria e comportamento de todas as suas
partes, assim como respeitar as normativas em vigor nos paises nos quais a estrutura sera
aplicada. A primeira parte de qualquer projeto nesta area passa pela fase da analise
estrutural, onde sé&o calculadas todas as interagdes e efeitos de cargas sobre as estruturas

fisicas e 0s seus componentes de maneira a verificar a aptiddo da estrutura para o seu uso.

Como com qualquer tipo de projeto, é importante ter a disposicdo ferramentas que
permitam a validacdo e apoio ao calculo. E, com o passar dos anos, nenhuma outra
ferramenta se mostrou téo fiavel e multidisciplinar quanto o Método de Elementos Finitos.
Os modelos a ser analisados pelo Método de Elementos Finitos sdo cada vez mais
complexos e, nos tempos que correm, seria impensavel realizar tais analises sem um apoio
computorizado. Existe para esta finalidade uma vasta gama de programas que permitem
realizar tarefas que passam pelo desenho de estruturas, analise estatica de cargas, andlise
dindmica e vibraces, visualizacdo do comportamento fisico (deformacdes) em tempo real,
que permitem a otimizacdo da estrutura. Porém, estes programas demostram uma certa
complexidade durante a introducdo dos parametros, levando muitas vezes a resultados
errados. Assim sendo, é essencial para o projetista ter uma ferramenta fiavel e simples de
usar que possa ser usada para fins de projeto de estruturas e otimizacao.

1.2 Objetivos

Sob o pretexto de permitir a qualquer utilizador uma analise de estruturas simples com o

Método dos Elementos Finitos, surge esta tese onde se ira criar de raiz um programa com
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interface grafica no ambiente Matlab® para analise de estruturas simples com dois tipos de

elemento finito, triangular de deformacéo constante e quadrangular de deformacéo linear.

O desenvolvimento deste programa tem como objetivo 0s seguintes pontos:

Apresentar deformagdes e tensoes;

Resolucéo de sistemas de geometria arbitraria;

Apresentacdo dos resultados em forma gréfica e tabular;
Insersdo grafica das condicdes fronteira e esforgos aplicados;
Selecédo da aproximacéo bidimensional a efetuar (EPT ou EPD);

Possibilidade de gravacdo do trabalho efetuado.

Como sub-objetivos de desenvolvimento, é requerido para o programa 0s seguintes pontos:

Escolha linguistica do programa;
Exportagéo para Excel;

Célculo do fator de seguraca;
Célculo da tenséo de von Mises;

Validacéo do cddigo por comparacdo com software comercial.

1.3 Organizacao do relatério

A organizagéo desta tese e efetuada da seguinte forma:

Introducéo: Neste capitulo é feita uma abordagem inicial a presente tese, fazendo
uma contextualizacdo ao problema atual com softwares de computacdo. De
seguida, retratam-se o0s objetivos a atingir pela presente tese, assim como a
organizagdo da mesma.

Revisdo Bibliografica: Neste capitulo é feita uma abordagem ao Método de
Elementos finitos, descrevendo a sua origem e principios gerais, assim como
potencialidades e aplicacdes. Sdo também descritos alguns softwares disponiveis
para analise estrutural, assim como softwares de computacao e visualizacao gréfica.
Formulacdo dos elementos finitos: Neste capitulo aborda-se a Teoria béasica da
elasticidade com mais detalhe, iniciando o tema da elasticidade convencional para
casos unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais. Posteriormente

aprofundam-se os conhecimentos sobre os elementos bidimensionais, onde consta o
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elemento triangular de deformagéo constante de trés nos e o elemento quadrangular
de deformagcéo linear de quatro nos.

Desenvolvimento do software: Neste capitulo é descrito o programa desenvolvido e
quais os recursos utilizados para tal, estabelecendo uma estrutura e descrevendo
todas as funcionalidades do programa. Posteriormente apresentam-se 0s resultados
obtidos pelo programa, assim como a validacdo do software desenvolvido para
elementos bidimenisonais triangulares e quadrilateros.

Conclus@es: Neste capitulo sdo apresentadas as conclusdes, assim com indicadas

algumas consideragdes que possam ser tomadas como referéncia futura.
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2 Revisao Bibliografica

Neste capitulo é feita uma abordagem ao Método de Elementos finitos, descrevendo a sua
origem e principios gerais, assim como potencialidades e aplica¢des. Sdo também descritos
alguns softwares disponiveis para andlise estrutural, assim como softwares de computagédo

e visualizacdo gréafica.

2.1 O Método de Elementos Finitos

Em diversas areas de Engenharia utiliza-se uma vasta gama de materiais para inimeras
construcdes e aplicacGes. Destes materias, sejam placas ou ndo, destacam-se inovacdes
tecnoldgicas como estruturas leves de alta resisténcia, proteses humanas ou componentes

de aeronaves.

Para o desenvolvimento destas pecas sdo necessarios uma grande quantidade de testes
preliminares com prototipos, prevendo desgaste e possiveis falhas no fabrico e fadiga do

material. Tais testes exigem um enorme custo financeiro.

Por estes e outros motivos, foi necessario desenvolver um método numérico capaz de
prever o comportamento de estruturas complexas. A partir da compartimentagdo (ou
discretizacdo) de um problema complexo em vérios problemas mais simples, eis que surge
0 Método deElementos Finitos (MEF).Aplicado a mecanica estrutural, este método tem
como finalidade a determinacdo do estado de tensdo e de deformacdo de um elemento ou
estrutura sujeita a acOes exteriores, para se obter uma aproximacdo de um modelo
matematico que representa o problema fisico o melhor possivel. Contudo, 0 MEF ndo

podera fornecer mais informacgdes que as fornecidas pelo modelo matematico [1].

Apos esta utilizacdo inicial em problemas de elasticidade, o0 MEF foi-se rapidamente

estendendo a outros dominios como o da transferéncia de calor e da mecéanica dos fluidos,
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do electromagnetismo, das vibra¢cdes mecanicas e acusticas, da visdo por computador, da
computacdo gréfica, da realidade virtual (nomeadamente em simulagdes cirlrgicas), entre

outros[2].

2.1.1 A evolucdo do Método de Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos tem origem no século XVIII quando Gauss propde 0 uso
de funcbes de aproximacdo para a solucdo de problemas matematicos[3].Estas fungdes
eram baseadas na expectativa do comportamento da funcdo que se deseja determinar de
forma aproximada, enquanto o processo numérico se encarregava de encontrar alguns
parametros que ajustassem a funcdo de aproximacao a solucdo do problema. No entanto,
existia o problema de se definir uma funcéo apropriada, pois para problemas complexos a
escolha desta aproximacdo requeria uma nocdo clara da solucdo do problema.S6 mais

tarde, no século XX se volta a desenvolver o método.
Logan [4]escreve a seguinte cronologia:

O desenvolvimento moderno do MEF comecou nos anos 40 na area de engenharia
estrutural com os trabalhos de Hrennikoff em 1941 e McHenry em 1943, que usaram uma
grelha de elementos lineares (unidimensionais, como barras e vigas) para a solucdo das
tensGes em solidos continuos. Num artigo publicado em 1943 mas ndo reconhecido por
muitos anos, Courant propds establecer a solucdo de tensdes numa forma variavel.
Posteriormente, como método para obter solucBes numeéricas aproximadas, Courant
introduziu funcBes de forma numa subregido triangular do qual é feita a regido total do
sistema. Em 1947, Levy desenvolveu o método das flexibilidades, ou método das forgas, e
em 1953 o seu trabalho sugeria que outro método (da rigidez, ou método dos
deslocamentos) poderia ser uma alternativa prometedora para analizar estruturas
aeronauticas hiperestaticas. No entanto, as equacfes eram laborosas de serem resolvidas a
méo, e consequentemente o método s6 se tornou popular com a chegada dos computadores

digitais.

Em 1954, Argyris e Kelseyu desenvolveram métodos de analise estrutural matricial
utilizando principios energéticos. Este desenvolvimento ilustrou a importancia que

métodos de energia iriam ter no MEF.
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O primeiro tratamento de elementos bidimensionais foi realizado por Turner et al, em
1956. Estes derivaram matrizes de rigidez para elementos de treliga, elementos de viga e
elementos bidimensionais triangulares e retangulares em estado plano de tensdo (EPT) e
esbocaram o procedimento conhecido como o método da matriz de rigidez para obtengédo
da matriz de rigidez estrutural total. Com o desenvolvimento dos computadores digitais no
inicio dos anos 50, o trabalho de Turner et al. incitou posteriores desenvolvimentos de
equacOes expressas matricialmente no MEF. O termo elemento finito foi introduzida por
Clough em 1960 quando ambos elementos triangulares e retangulares foram utilizados para

a analise de problemas emEPT.

Uma matriz de rigidez de um elemento de placa retangular em flex&o foi desenvolvida por
Melosh em 1961. Este foi seguido pelo desenvolvimento de matriz de rigidez para
elementos de casca curva para cascas assimétricas e recepientes de pressdopor Grafton e
Strome em 1963.

A extensdo do MEF para problemas tridimensionais com o desenvolvimento duma matriz
de rigidez tetraedrica foi realizada por Martin em 1961, Gallagher et al. em 1962 e por
Melosh em 1963. Elementos tridimensionais adicionais foram estudados por Argyris em
1964. O caso especial de sélidos axissimétricos foi considerado por Clough, Rashid e
Wilson in 1965.

A maioria do trabalho em elementos finitos até os inicios dos anos 60 lidam com pequenas
deformacdes e deslocamentos,comportamento elastico do material e carregamentos
estaticos. Contudo, a analise térmica e de grandes defle¢des foram consideradas por Turner
et al. em 1960 e a andlise dos materiais ndo-lineares por Gallagher et al. em 1962,
enguanto problemas de encurvadura foram inicialmente abordados por Gallagher e Padlog
em 1963. Zienkiewicz et al. extendeu o método a problemas de visco-elasticidade em
1968.

Em 1965, Archer considerou a analise dinamica no desenvolvimento da matriz consistente
de massa, que é aplicavel a analise de sistemas de distribuicdo de massa, como as barras e

vigas em analise estrutural.

Melosh apercebeu-se, em 1963, que o MEF poderia ser establecido em termos de
formulacdo variacional, ao que comecou a ser utilizado para resolver aplicacbes néo

estruturais. Problemas de campo, como a determinacdo da tor¢do de um veio, fluxo de
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fldido e conducdo térmica foram resolvidos por Zienkiewicz e Cheung em 1965, Martin
em 1968 e Wilson e Nickel em 1966.

Uma posterior extensdo do método foi possibilitado pela adaptacdo de métodos dos
residuos ponderados, primeiro por Szabo e Leeem 1969 para derivar as equacles de
elasticidade previamente conhecidas, utilizadas em andlise estrutural, e mais tarde por
Zienkiewicz e Parekh em 1970 para problemas de campo transiente. Foi entdo reconhecido
que quando as formulages diretas e variacionais sdo dificeis ou impossiveis de utilizar, o
método dos residuos ponderados podera ser apropriado. Por exemplo, em 1977, Lyness et

al. aplicou o método dos residuos ponderados na determinacéo de campo magnético.

Em 1976, Belytschkoestudou os problemas associados com o comportamento néo-linear
dindmico de sistemas com grandes deslocamentos e melhorou técnicas numéricas para

resolver o sistema de equaces resultante.

Com o aumento da capacidade de processamento dos computadores para resolver sistemas
de equacBes comecam a surgir os primeiros softwares dedicados a resolu¢cdo do MEF,
inicialmente com uma interface de utilizador muito limitada. Ainda assim, o MEF passa a
ser mais facil de aplicar e surge noutras areas em que pode ser aplicado. Contudo, resolver
problemas com facilidade depende do utilizador, ou, pelas palavras de Cook (1989), " [...]
embora 0 método dos elementos finitos possa fazer um bom engenheiro melhor, ele pode
fazer um engenheiro fraco mais perigoso.”N&o obstante, poucos dos utilizadores realmente

precisardo de entender o método para extrair dele um melhor desempenho e confiabilidade.

Atualmente, o MEF restringe-se a representacdo de uma aproximacdo dum modelo
matematico que representa o mais fielmente possivel o problema fisico[1].

2.1.2 Principios gerais do Método de Elementos Finitos

Como referido no capitulo 2.1.1, o MEF surge na inddstria aeroespacial para responder a
necessidade de resolver sistemas de equacdes algébricas em termos de parametros
previamente arbitrados, transformando um dominio complexo em varios sub-dominios,

podendo calcular com maior facilidade e precisdo o comportamento do dominio[5].
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O MEF torna-se assim uma poderosa ferramenta numérica para a solugdo de problemas

que exigem um grande esforco de célculo e de prototipagem.

A principal desvantagem esta relacionada com a necessidade de programas de computador
e facilidades computacionais.Para além deste requisito, 0 MEF necessita de uma grande
quantidade de memdria para a solucdo de sistemas de equacdo de elevada dimensdo.Na
verdade, essa desvantagem foi motivo de preocupacdo durante algumas décadas. No
entanto, com o avanco da tecnologia e a reducdo do preco dos equipamentos como a sua

globalizacdo, nomeadamente dos computadores atuais, esta desvantagem € minimizada.

O principio fundamental do MEF ¢é que “toda funcdo continua, seja ela de temperatura,
pressdo ou deslocamento, pode ser aproximada por um modelo composto de um conjunto
de fungbes continuas (dentro de um certo intervalo) definidas sobre um namero finito de

subdominios” [2].

A situacdo mais comum é quando se desconhece o valor da funcdo continua e se pretende
saber o seu valor em certos pontos dentro de uma determinada regido. Em geral, os
métodos numeéricos reduzem o problema continuo num problema discreto que pode entdo

ser resolvido na forma de um sistema de equacdes algébricas.

Pretende-se assim resolver matematicamente um sistema, pressupondo que este pode ser

descrito por um namero finito de variaveis, tendo em conta as seguintes etapas:

Idealizagdo do sistema considerando a contribuicdo dos varios elementos

constituintes;

— Establecimento de equilibrio em cada elemento em termos de varidveis de
interesse;

— Contabilizacdo da contribuicdo de todos os elementos, tendo em conta as ligagdes
entre elementos para as variaveis do problema;

— Caélculo da resposta, tendo em conta a solugdo do sistema de equagdes, obtendo-se

as variaveis do problema. Podem obter-se outras informacbes para além destas

variaveis para cada elemento[1].

Tradicionalmente existem duas aproximagdes na resolucdo de problemas de mecanica das
estruturas, 0 método das forcas e 0 método dos deslocamentos. Ambas as aproximacdes

resultam em incognitas diferentes na sua andlise e diferentes matrizes associadas a sua
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formulagdo. Posteriormente foram desenvolvidos modelos de equilibrio, métodos hibridos
e mistos. De todos estes métodos, aquele que apresenta uma maior simplicidade e,
consequentemente, uma maior versatilidade é o método dos deslocamentos [6]. Este
método adapta-se melhor a programacédo automatica do que o método das forgas, pois ao
contrério do que acontece no método das forcas, emque apenas algumas restricdes séo
introduzidas, todosos deslocamentos sdo restringidos paraobter a estrutura isostatica[4].

2.1.2.1 Método das Forgas

O método das forcas foi concebido para realizar a andlise de estruturas hiperestaticas
recorrendo exclusivamente aos conhecimentos necessarios para caracterizar o
comportamento de estruturas estaticamente determinadas. Neste método explora-se a
metodologia de substituir a estrutura a analisar por uma estrutura isostatica equivalente
denominada de estrutura-base, estudada a nivel estatico e cinematico, obrigando a
estrutura-base a apresentar distribuicdes de esforcos e de deformacGes idénticas as que se

desenvolvem na estrutura hiperestatica[7].

2.1.2.2 Método dos Deslocamentos

A aplicacdo deste método inicia-se com a defini¢do da matriz de rigidez dos elementos,
assemblando posteriormente estas matrizes numa matriz de rigidez global. De seguida,
definem-se as condicdes fronteira, que sdo transformacdes algébricas dos carregamentos
aplicados no sistema e reagdes do mesmo. E assim obtida uma solugdo completa incluindo
os deslocamentos nodais e as reacdes do sistema. O método dos deslocamentos pode ser
aplicado em ambas estruturas isostaticas e hiperestaticas. Este método sera o mais
adequadoquando o grau de indeterminacdo estatico é elevado em estruturas hiperestaticas,

conforme demonstrado no trabalho de Logan [4].

A construcdo do modelo discreto do objeto continuo, denominado por “dominio”, para
aplicacdo do MEF pode ser visualizado na Figura 1, onde se representam 0s conceitos
dediscretizacdo de dominio eé apresentado um problema comum de hiperestaticidade, o da

trelica.
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Para poder estudar este problema pelo método dos deslocamentos é necessario decomp6-lo
em partes mais simples. Comeca-se por identificar os pontos de ligacdo das barras da
trelica. Estes pontos sdo chamados pontos nodais, ou nés. Entre estes nds existe uma barra
de interligacdo, denominada ‘“elemento”. Estes elementos estdo conectados pelos noés

comuns e juntos aproximam a forma do “dominio”, que sera o caso a ser estudado.

MEMBRO

TRELICA DE TELHADO

SUPORTE

#

JUNTA /

MODELO FisicO

v

MODELO DISCRETO

Figura 1: Problema de trelica convertido para analise utilizando o MEF.

Na aplicacdo do método é necessério individualizar (Figura 2) e caracterizarcorretamente
cada elemento segundo as suas propriedades mecéanicas e geométricas, de forma a aplicar
as relacoes tensdo-deformacéo e deformacdo-deslocamento necessarias para a formacao da

matriz de rigidez [K].

11
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IDEALIZACAO
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CARREGAMENTOS
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ELEMENTO GENERICO Co—0

Figura 2: Decomposi¢do do modelo em elementos.

2.1.2.2.1 Sistema de Equac6es Elementares

Assumindo que o material de que é constituido o modelo do MEF é homogéneo e tem um
comportamento linear elastico, as forcas nodais dependem de forma direta e proporcional
aos deslocamentos dos nos, associados ao desenvolvimento de deformacdes. Estas
dependéncias sdo traduzidas por equagdes a verificar em cada ponto e instante de uma
estrutura. As equacfes em questdo sdo de equilibrio, constitutivas e de compatibilidade,

conforme demonstrado na Figura 3.

12
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Forcas de
massa e de | Deslocamentos

superficie

Lq. Cquilibrio

Lq. Compatibilidade

Tensoes Extensoes

A

| ]

| Eq. constitutivas ‘

Figura 3: Variaveis e equagdes fundamentais da Mecénica Estrutural [8].

As relacoes tensdo-deformacao e deformacao-deslocamento sdo necessarias para derivar as
equacOes em cada elemento finito. No caso de deformacédo unidimensional, diga-se no eixo

X, tem-se a relagdo deformacédo-deslocamento para pequenas deformagdes dada por:

_ du

&y —&.

@)

As tensdes deverdo estar relacionadas com as deformac6es pela lei tensdo/deformacéo, ou
lei de Hooke, conhecida também por equacdo constitutiva. A equacdo tensdo/deformacao,

ou lei de Hooke, é dada por:
o, =E¢ )
onde oy € a tensdo na direcdo x e E€ o mddulo de elasticidade.

A relacdo entre o vetor de forcas nodais equivalentes e o vetor de deslocamentos nodais,
que se assume ser de proporcionalidade direta, pode ser expressa através da relacao

matricial apresentada na equacao (3).
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Onde n representa 0 numero total de graus de liberdade do elemento finito. Colocando a
equacdo(3)numa forma mais compacta, obtem-se a equacéo (4).

ka=f @)

Onde,kdesigna a matriz de rigidez elementar, ao vetor de deslocamentos e fo vetor de

forcas nodais equivalentes.

Determinadas todas as matrizes de rigidez elementares para o problema em estudo, torna-
se necessario agrupé-las por forma a construir a matriz de rigidez global do problema. Esta
operacdo é designada por assemblagem. Uma operacdo semelhante tem de ser efetuada

com os vetores de forcas nodais equivalentes.

Findo o processo de construcdo da matriz de rigidez [K], cada elemento € assemblado
numa matriz de rigidez global [K]. Para tal, é construida uma matriz de assemblagem
como demonstrada pela matriz representada em (5).

_1 -
2 J
3 k

n 7 -

®)

Onde a primeira coluna contém a numeracdo local dos n graus de liberdade do elemento
finito e a segunda coluna a correspondéncia destes com a numeragdo global dos graus de
liberdade da malha doMEF. Esta matriz contribui para a construcdo do sistema de

equac0es apresentado em (6).
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(6)

Onde Nrepresenta 0 nimero total de graus de liberdade da malha do MEF, podendo ser

escrito na forma genérica apresentada em (7).

KA=F, U]

Findo o processo de construgdo matriz de rigidez global [K], procede-se a aplicacdo dos

carregamentos e restricdesnas matrizesAe F, respetivamente.

2.1.2.2.2 Restri¢gdese Carregamentos

No MEF, todos os tipos de carregamento (cargas distribuidas, forgas pontuais e momentos,
forcas gravitacionais, etc.) sdo convertidos em forgas pontuais atuando nos nés [9].

O vetor Fé constituido pelos carregamentos que atuam no interior e/ou na fronteira de cada
elemento finito da malha do MEF. Os carregamentos concentrados e distribuidos atuantes
em cada elemento finito sdo considerados no célculo dos vetores de forcas nodais
equivalentes. Os carregamentos aplicados nos n6s da malha sdo adicionados diretamente

ao vetor de forcas nodais globais.

As restricdes traduzem-se na anulacdo do deslocamento num dado no, consoante o tipo de
restricdo e os graus de liberdade presentes no sistema. Isto verifica-se no vetor

representado em (8).

a

a
{A} = 52 (8)

an><GL
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Onde,aé o deslocamento, n a quantidade de nos existentes e GL o nimero de graus de
liberdade do sistema.

Finalmente, obedecendo a (7) procede-se a resolucéo do sistema para os deslocamentos de

cada no, representada na Figura 4.

Cr O O D O 2O D O O ]
FORMAR O O ) O ale ) ()
ELEMENTOS © O O QO 0 O )

O O 2 O O {2 O O 2

GLOBALIZAR

Jonar .A

APLICAR
CARREGAMENTOS
E SUPORTES

RESOLVER PARA
DESLOCAMENTO
DAS JUNTAS

Figura 4: Montagem e resolugéo para os deslocamentos nodais com o MEF[10].

Apos resolucdo do sistema de equagbes em funcdo dos deslocamentos, conhecendo agora
integralmente o vetor A,obtem-se o valor das reac6es reaplicando (7).Por fim,calculam-se

as tensdes e deformaces para cada elemento através das equacdes (1) e (2).
Para estruturar este capitulo, divide-se o procedimento descrito por passos:

— Dividir a estrutura em elementos discretos (discretizagdo);
— Seleccionar um modelo de deslocamento adequado ou uma interpolacéo propicia;
— Derivar as matrizes de rigidez do elemento e vetores de carregamento;

— Assemblar matrizes de rigidez para obter equacdes de equilibrio gerais;

16
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— Resolver o sistema de equagdes em funcao dos deslocamentos desconhecidos;
— Obter as reacgdes resolvendo o sistema de equacgdes em funcdo dos deslocamentos;

— Computar tensdes e deformacges por elemento.

2.1.2.2.3 Tipos de elementos finitos

A escolha do tipo de elemento utilizado numa analise de MEF depende da estrutura fisica
do corpo sob condi¢des de carregamento reais e da aproximacao que se pretende obter do
comportamento real. E necessaria a ponderacéo apropriada na utilizacio de elementos uni,

bi e tridimensionais. Os elementos mais utilizados podem ser visualizados no Anexo A.

Elementos Unidimensionais

Os elementos unidimensionais consistem em elementos de barra ou de viga. Estes
elementos tém uma éarea transversal, mas sdo usualmente representados por elementos
lineares. Estes elementos sdo usados regularmente para modelar trelicas e estruturas
reticuladas continuas. O elemento de linha mais simples, denominado elemento linear, é
constituido por dois nés, um em cada extremidade, e exibe um comportamento linear
(Figura 5-a). Se possuir mais pontos nodais pode ser um elemento quadratico, cubico, entre
outros dependendo do numero de nos. Este torna-se num elemento de ordemelevada

podendo exibir curvatura(Figura 5-b).

o]

1 =2 L 1

)

3
A
[s) X

L ]

I

.

a) comportamento linear b) alta ordem - comportamento n&o-linear

Figura 5: Elementos unidimensionais [4].

Elementos bidimensionais
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Nos elementos bidimensionais os carregamentos sdo aplicados no préprio plano, em EPT
ou em estado plano de deformagéo (EPD). Os elementos bidimensionais mais comuns séo
0s elementos triangulares e quadrilateros, possuindo trés e quatro pontos nodais
respetivamente (Figura 6-a). No caso de EPD, a componente de deformacéo e as distor¢oes
associadas a direcao perpendicular a esse plano sdo consideradas nulas. Também € possivel
0 uso de elementos com nos adicionais ao longo de suas arestas, denominados por
elementos de ordem elevada, mais complexos e que permitem representacdes polinomiais

quadraticas(Figura 6-b) [4].

a) comportamento linear b) alta ordem — comportamento nao linear

Figura 6: Elementos bi-dimensionais [11].

Elementos axissimétricos

O elemento axissimétrico é construido revolucionando um tridngulo ou um quadriléatero a
volta de um eixo fixo localizado no plano do elemento a 360° (Figura 7). Este elemento
pode ser utilizado quando as condicdes fronteira e os carregamentos do problema sao

axissimétricos [4].

Anel quadrangular

Anel triangular \Q

Figura 7: Elementos axissimétricos triangulares e quadrangulares

r
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Elementos de placa e casca

Os elementos de placa e casca modelam corpos de espessura fina. Os elementos de placa
destinam-se a modelar placas planas com carregamentos fora do plano, resultando na
flexdo e respetiva rotacao segundo 2 eixos, e também na deflexdo transversa. As cascas sdo
definidas pela sua espessura e superficie média, representada por uma superficie curva no
espaco. As cascas suportam principalmente esforcos de membrana (no plano), mas também
resistem a esforcos transversos de flexdo como os elementos de placa. Em termos de
geometria, podem exibir curvatura em um ou dois eixos, adquirir forma semelhante aos
elementos bidimensionais simples ou de ordem elevada, representadana Figura 6, tendo
como principal diferenca o nimero de graus de liberdade por n6[12].

Elementos tridimensionais

Na pratica, a generalidade dos problemas de engenhariaencontrados séo tridimensionais.
Recorre-se a simplificagdes que permitem analisar o meio tridimensional através de uma
abordagem bidimensional. Contudo, em muitos casos ndo é possivel ou desejavel adotar as

simplificacbes do EPT ou outras.

A utilizacdo de elementos finitos tridimensionais proporciona uma maior abrangéncia de
possibilidades na modelacdo de meios continuos que ndo séo fornecidas pelos elementos
finitos bidimensionais. Os elementos tridimensionais mais utilizados séo os elementos
tetraédricos e hexaédricos, constituidos apenas pelos nds dos vértices e arestas lineares. Os
elementos de ordem elevada com n6s a meio das arestas possuem superficies curvas
(Figura 8)[4].

| 83 Ty
/N o TRy S ]

Tetraedros Hexaedros regulares Hexaeadro irregular

Figura 8: Elementos tri-dimensionais e quantidades de nos [4].
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2.1.3 Potencialidadess

O MEF consiste num método numérico para solu¢cdo de um sistema de equacGes
matematicas que descrevem fendmenos fisicos em engenharia. As suas potencialidades

incluem, entre outros, 0s seguintes pontos:

— Representacdo bastante aproximada de geometrias complexas;

— Andlise de estruturas de grau hiperestatico elevado;

— Andlise de problemas de engenharia estaticos e dindmicos;

— Incluséo de materiais com propriedades dissimilares;

— Representacdo do resultado final relativamente simples;

— Captura de efeitos localizados como concentracao de tensdo em zonas de entalhe;

— Pode ser utilizado para obter o valor numérico de probelmas de equacao
diferenciais;

— Simulacéo de processos de fabricacdo de produto, utilizando campos da engenharia
diversos;

— A utilizacdo de um sistema CAE (Computer Aided Engineering ou Engenharia
Auxiliada por Computador) pode reduzir significativamente a quantidade de
recursos em prototipagem de teste, pois reduz a quantidade de soluc@es inviaveis a
partir dos resultados obtidos e, consequentemente, o tempo e custo de concecao de
produto[1] [13] [14].

Assim, existem muitas razdes para se instalar um sistema computacional no auxilio de

projecto:

- Aumentar a capacidade do projectista/engenheiro: Conseguido por permitir ao
projetista visualizar o produto final, reduzindo o tempo necessario em sintetizar, analizar e
documentar o projecto. O aumento de produtividade traduz-se ndao s em custos mais

baixos de projecto, mas também em prazos menores para a sua conclusao;

- Melhorar a qualidade do projecto:Os sistemas CAD (Computer Aided Design) com
modulo de MEF permitem uma analse mais completa (da concepgéo ao dimensionamento
final do produto) e propiciam um maior nimero de alternativas para investigagdo em

pouco tempo, originando assim menores erros dimensionais de projecto;
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- Criar bases de dados: No processo de criacdo de um produto desenvolvido em CAD, é
automaticamente gerada uma base de dados com informacgBes geométricas que
posteriormente poderdo ser utilizadas para producéo atraves de CNC(Computer Numerical
Control). Ao preencher a documentacéo necessaria do projeto do produto (especificacdo de
materiais, lista de componentes, dimensdes do produto, notas de desenho, numeracdo das
pecas, etc.) é também gerada uma base de dados utilizada por actividades de suporte em
producdo tais como: CAP (Computer Aided Planning), MRP (Material Requesting
Planning) etc. [15].

2.1.4 Aplicactes do Método de Elementos Finitos

O MEF é um método numérico aplicado ndo s a resolucdo das equacdes diferenciais da
Teoria da Elasticidade, mas também a resolucdo dos mais diversos problemas existentes

em todas as areas da Engenharia.

Nos problemas da Teoria da Elasticidade as varidveis fisicas sdo os deslocamentos, as
extensdes e tensbes, relacionadas pelas equacgdes de equilibrio, compatibilidade e
constitutivas. Na Figura 9pode-se verificar o resultado de uma analise estrutural, neste caso
um painel de ago, cuja palete de cores a direita da figura indica a intensidade da
deformacéo causada pela acdo do vento.

Simply Supported end
Screw fastener

Free transverse edge
Symmetric
plane YZ

Symmetric

Central support -
I Free longitudinal edge

Figura 9: Painel de aco sob a¢éo do vento analizado pelo MEF. [16]
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Nos problemas de conducdo de calor, onde a variavel utilizada é a temperatura, 0 MEF
permite estudar a distribuicdo da temperatura no interior de uma estrutura para, por

exemplo, definir a accdo térmica a considerar no estudo de um estado de tensao.

Figura 10: Simulag¢&o com recurso ao MEF para calcular a carga térmica de uma camara de
combustdo. [17]

O interesse dos estudos na &rea continuam com a analise de fendmenos ndo apenas
estruturais. Referem-se como exemplo a analise termoestrutural, onde o célculo de tensdes
térmicas é integrado com o célculo do transiente de temperatura (Figura 10); a interacéo
fluido-estrutura (Figura 11), a analise de hidroelasticidade e aeroelasticidade, e problemas

multicampo em geral, tais como acustica da aeroelasticidade.

Figura 11: Comportamento de uma camara de pressurizacdo em analise de MEF. [18]
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E ainda possivelatravés do MEF formular o comportamento de campos electro-
magnéticosa partir das equagdes de Maxwell, como se pode verificar entre as duas bobinas

de inducéo na Figura 12.

Figura 12: Campos electromagnéticos entre bobinas de indu¢do com o MEF[19].

Nos problemas de escoamento em meios porosos, a variavel utilizada é o potencial

hidraulico de um determinado solo e as condi¢des fronteira correspondem a imposicdode

pressdes hidraulicas ou caudais (Figura 13) [8].

i ““uli":"i!;' oo ne=s

Figura 13: Canal micro-fluidico com escoamento ndo-newtoniano. [20]
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2.2 Softwares disponiveis para analise estrutural

Como referido anteriormente, a utilizagdo do MEF tem como grande desvantagem o
elevado nimero de sistemas de equacdes algébricas geradas para resolver cada problema.
Isto € em parte ultrapassado com a evolucdo dos computadores e a sua capacidade de
processamento, permitindo resolver estes sistemas que seriam morosos e impraticaveis

numa fracdo de tempo.

Posto isto, a solucdo para qualquer anélise de problemas utilizando o MEF em softwares

comerciais abrange os seguintes passos [14]:

Pré processamento:

Neste passo, a geometria, propriedades do material, carregamentos e condicGes fronteira
sdo fornecidos pelo utilizador. Mddulos de geracdo de malha integrados criammalhas de
elementos finitos com um input minimo do utilizador no tipo de elemento e densidade da
malha a ser utilizada. O utilizador pode visualizar os dados inseridos assim como a malha
de elementos finitos, gerada programaticamente para inspecdo visual e verificacdo de
validade.

Andlise numérica:

O software gera automaticamente as matrizes caracteristicas do elemento (matriz de
rigidez) e vetores caracteristicos (vetor de carregamentos), faz a sua assemblagem para
gerar o sistema de equacdes, implementa as condigdes fronteira especificadas e resolve as
equac0es para encontrar os valores nodais da variavel de campo (vetor de deslocamentos) e
reacOes desconhecidas (vetor de carregamentos). Por fim, o softwarecalcula as resultantes

para os elementos (componentes de tensdo e deformacao).

P6s processamento:

A solucdo para o problema, como deslocamentos nodais e tenses no elemento, pode ser
mostrada em formato numérico ou grafico (com graficos bi ou tridimensionais da variacao
de tensdo ou deformada). O utilizador pode escolher o modo de visualizagdo dos

resultados.
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Completados estes passos, € de extrema importancia verificar os resultados obtidos por um
software de analise MEF. Normalmente isto faz-se testando um problema simples com

solucéo tedrica conhecida.

Atualmente existe uma grande escolha de programas para calculo e simulacdo, com
licencas que variam entre 0 open-source (codigo aberto e grétis) até licencas que estdo fora
do alcance do utilizador pontual. A acessibilidade difere em caracteristicas tais como:

— Capacidades de desenho assistido por computador (CAD);

— Possibilidade de simulacéo;

— Comparacéo de resultados;

— Possibilidade de trabalho multiplataforma (trabalho em rede);

— Disponibilidade de mais de um codigo para célculo;

— Facilidade de leitura e criacdo de varios tipos de ficheiros (compatibilidade);
— Tipo de interface com o utilizador (linha de texto ou interfase grafica);

— Certificacdo sobre os testes efetuados.

2.2.1 Softwares comerciais de uso genérico

No capitulo anterior refere-se avariedade de programas para calculo e simulacdo utilizando

0 MEF. Referem-se de seguida alguns destes softwares:
Nastran

O programa de analise por elementos finitos NASTRAN foi desenvolvido nos Estados
Unidos pela NASA no final dos anos 60. Escrito primariamente em FORTRAN e
contendo acima de um milhédo de linhas de codigoopen source, é hoje em dia utilizado nas
indUstrias aeroespacial, automotiva e maritima[21].A sua componente comercial, MSC
Nastran®, é uma aplicacdo para analise estrutural multidisciplinar utilizada por
engenheiros para analises estaticas, dindmicas e térmicas em dominios lineares e nao
lineares, complementadapor uma optimizacgdo estrutural automatizada e por tecnologias de
analise de fadiga embutidas. Utiliza-se este programa para certificacdo de sistemas
estruturais em termos de resiliéncia, resisténcia e vida util antes de falha, necessarios para

ndo comprometer fungdes estruturais e a seguranga[22].
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ANSYS®

O ANSYS® é um software de CAEdesenvolvido no inicio da década de 1970 nos Estados
Unidos. Reconhecido internacionalmente, este softwareque inicialmente enverdou pela
analise estrutural e rapidamente se expandiu para outros tipos de analise[23]

[24].Estesoftware que permite:

— Possibilidade de trabalho por diagrama de fluxo, permitindo aos resultados de um
dominio em um dado modelo, servir como dados de entrada num outro dominio de
um outro modelo (efeito domind);

— Possibilidade de manipulagdo dos modelos de estudo através de Drag-and-Drop de
condicdes de estudo (propriedades fisicas externas/vizinhanca);

— Possibilidade de baterias de estudos sequenciais a um mesmo modelo;

— Possibilidade de mudanca das condi¢cdes de andlise ainda antes de ser concluida a
simulacéo ou anélise;

— Possibilidade de importacdo de modelos CAD de diferentes fontes;

— Célculo e modelacdo paramétrica;

— Possibilidade de ajustar a malha de elementos dos modelos em analise segundo 0s

critérios pretendidos (refinamento a medida).
ABAQUS®

Originalmente lancado em 1978, o softwareABAQUS® utiliza a linguagem de
programacdo Python open-source para edicdo e estrutura. Atualmente comercializado sob

amarca SIMULIA®, marca da Dassault Systémes S.A., este software inclui:
-ABAQUS/Standard, um programa de MEF para propdsitos gerais;

-ABAQUS/Explicit, um programa de MEF de dinamica explicita para resolucdo de
sistemas altamente ndo lineares com muitos contactos complexos sob carregamentos

variaveis;
-ABAQUS/CAE, uma interface interativa para construir, analizar e visualizar resultados;

-ABAQUS/CFD, uma extensdao do moédulo ABAQUS/CAE para analise de dinamica de

fluidos.
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Ambos os modulos ABAQUS/Standard e ABAQUS/Explicit permitem um grande
controlo e detalhe do procedimento de malhagem. [25]

Existem outros modulos para analise pelo MEF como método das particulas, analise

eletromagnética, transferéncia de calor, modelos de rotura, entre outros [26].

Podem ser utilizados dois métodos para construir os modelos — a partir da
interfaceABAQUS/CAE e escrevendo um ficheiro de codigo. Os ficheiros de codigo
podem ser escritos em qualquer editor de texto. Estes contém informacdo incluindo o tipo
de problema, geometria da estrutura, propriedades da estrutura, parametros de analise e

dados de saida requeridos.

O tipo de ficheiro gerado pelosoftvareABAQUS/CAE é compativel com Solidworks®,
Pro/ENGINEER® e CATIA®, podendo ser acedidos por estes softwares sem necessidade

de conversdo [27].

ADINA®

O desenvolvimento do ADINA® comeca em 1974 nos Estados Unidos. Posteriormente, em
1986 é fundada a empresa ADINA R & D, Inc., que o desenvolve até aos dias de hoje.
Este software comercial é utilizado pela industria e para fins académicos para resolver
problemas estruturais, de fluidos, transmissao de calor e electromagnéticos. Pode também
ser utilizado para resolver problemas multifisicos, inclunido interacdes estrutura-fluido e

problemas termo-mecénicos [28].

As principais caracteristicas da Interface Grafica ADINA® incluem:

— A geometria do modelo pode ser criada diretamente a partir da interface grafica,
importada de vérios sistemas CAD que suportem Parasolid (como por exemplo
NX®, Solid Edge®e SolidWorks®), ou importada através da interface IGES;

— As propriedades fisicas, cargas e condicGes de contorno podem ser atribuidas
diretamente sobre a geometria do modelo. Malhas de MEF podem ser assim
modificadas sem afetar a definicdo do modelo;

— A geragdo de malha totalmente automaética pode ser utilizada em geometria geral
com controlo flexivel sobre a distribuicdo do tamanho de elemento.Pode ser

utilizadomalhagem mapeada em geometrias mais simples;
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— Suporta malhagem de elementos unidimensionais, bidimensionais e
tridimensionais, onde as capacidades em 3D incluem malhagem mapeada com
elementos tetraédricos, de bloco e de cunha, malhagem livre que gera elementos
tetraédricos, ou uma mistura de ambos processos;

— O ficheiro de sessdo mantém a informacdo dos dados introduzidos e selecdo
durante a criacdo do modelo. O modelo pode ser totalmente recreado a partir do
ficheiro de sessdo. Pode também ser criado um modelo diferente modificando o

ficheiro de sesséo [29].
Autodesk Inventor®

Inicialmente lancado em 1999, este software é um rival direto dos softwares comerciais
SolidWorks® e Solid Edge®. Utilizando o seu proprio cédigo de modelacdo geométrica,
ShapeManager, e cada vez com maior utilizagdo nainddstria,as caracteristicas deste

programa séo:

— Modelacdo em CAD;

— Dispde de biblioteca com caracteristicas e propriedades de materiais;

— Programacao dos modelos de modo a agirem como o0s seus modelos reais;

— Disponibilidade de um grande nimero de elementos finitos para simulacao (barras,
placas,tetraedros, axisimétricos, etc.);

— Possibilidade de importacdo de modelos CAD de diferentes fontes;

— Vocacionado para modelos de grande porte;

— Célculo de modelos estaticos, dindmicos e transientes, lineares e ndo lineares;

— Ferramentas de otimizacdo do modelo durante a simulagéo;

— Célculo de resposta acustica e fadiga.
CATIA®

O CATIA® ¢ o software CAD produzido pela Dassault, que pertence a IBM. Este software
de CAD ¢ um hibrido, uma vez que permite a modelacdo de superficies, assim como de

solidos.

A implementacdo do Catia® tem aumentado bastante, gracas a dois factores:
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- A indUstria aerondutica e a industria automovel tém uma tendéncia natural de utilizar este
software, uma vez que as superficies sdo superficies NURBS, permitindo assim descrever

as grandes superficies com elevada precisao;

- A popularidade deste software CAD deve-se ao facto de utilizar formatos de ficheiros de
dificil leitura em outros programas de CAD. Dai resulta que muitos fornecedores se vém
obrigados a adquirir este programa, nem que seja apenas para conseguir ler os ficheiros dos
seus clientes. CAD [15].

Os controlos para analise em elementos finitos incluem uma malhagem altamente
customizavel, com ferramentasinterativas de edicdo de malha, op¢do de automacéo

completa e suavizagdo de malha[30].

2.2.2 Codigos especificos

Existe uma grande variedade de softwares comerciais disponiveis para anélise pelo MEF,
como se demonstrou nos exemplos do capitulo anterior. Contudo, nem todo o software
disponivel para este tipo de conteddo € de vertente comercial. Existem varias bases de
dados com programas e codigos que podem ser implementados em diversas plataformas
programaticas para este efeito. Como exemplo, o Matlab®atinge um nivel superior face aos
seus congéneres devido a sua extensa base de dados criada pelos utilizadores. Esta
caracteristica foi conseguida devido as capacidades de programacdo modular, calculo

matricial e possibilidade de integracéo grafica deste programa.
MESH2D [31]

Criado em 2009 por Darren Engwirda, MESH2D ¢é uma caixa de ferramentas de rotinas de
geracdo de malha 2D que permite a geracdo automatica de malhas triangulares néo
estruturadas para a geometria 2D em geral. E usado um algoritmo iterativo para optimizar
a posicdo da topologia/veértices da malha para obter triangulacdes de alta qualidade. Para
além das defini¢Oes totalmente automaticas, 0 MESH2D permite ao utilizador especificar a
informacdo de dimensionamento de malha, o que permite diferentes niveis de resolucéo de

malha dentro do dominio.
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DistMesh2d[32]

Criado por Per-Olof Persson e Gilbert Strang, este é um codigo elegante com poucas linhas
que gera uma malha ndo estruturada a partir de funcdes de distancia, que definem a
geometria a analizar. Usa uma técnica iterativa baseada na analogia de malhas simples e
uma estrutura trelicada de molas. Ap6s equilibrar a posicdo de cada né através da relacéo
forca-deslocamento, recorre a triangulacdo de Delaunay para restruturar a malha. Este
codigo gera uma malha de grande qualidade, tendo como desvantagem de ser somente
possivel definir corpos para malhagem que obedecam a fungdes de distancia, como

circulos, quadrados, segmentos de raio, poligonos e jungdes dos anteriores.

PolyMesher[33]

Criado por Talischi et al. em 2010, apresenta-se um codigo robusto de geracdo de malha
com elementos poligonais inspirado no trabalho de Per-Olof Persson e Gilbert Strang,
DistMesh2d. O PolyMesher tem a possibilidade de resolver sistemas pelo MEF utilizando
poligonos convexos. Utilizando funcbes de distancia relativos a geometria a analizar e
diagramas de Voronoi, este cddigo possibilita a malhagem de geometrias mais complexas
sem se deparar com os problemas de instabilidade numérica de malhas de elementos

triangulares e quadrangulares.
FEPSA [34]

Desenvolvido por Sandro Campos em 2014,este programa permite definir a estrutura por
meio de coordenadas, introducdo de forma répida e clara, propriedades mecanicas dos
elementos, condicdes fronteira e cargas a aplicar. Como resultados devolve ao utilizador as
reacOes, deformacdes e distribuicdo de tensdes nos elementos quer em forma tabular quer
em representacdo grafica sobre a estrutura em analise. Existe ainda a possibilidade de
importacdo de dados e exportacdo dos resultados em ficheiros XLS e XLSX, de maneira a

facilitar a gestdo de informacéo.
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2.3 Softwares de computacao e visualizacéo gréafica

Em geral existe um conjunto de caracteristicas procuradas em programas de computacao e
visualizacdo grafica. Do grande leque de softwares que existem disponiveis que permitem
a criacdo de cddigos para realizar as tarefas de calculo durante as andlises por
MEF.Dependendo das pretensbes do utilizador, a escolha recai sobre um conjunto das
seguintes caracteristicas:

— Capacidade de célculo vetorial, matricial, polinomial, etc;

— Rapidez de calculo;

— Possibilidade de importacdo exportacao de diferentes tipos de ficheiros;

— Capacidade de criacdo de graficos (plots) de diferentes tipos;

— Possibilidade de interagdo com outros programas;

— Ser capaz de funcionar em diferentes maquinas e sistemas operativos;

— Possibilidade de criacdo de interfaces graficas para os programas a ser criados;

— Tipo de aplicacdo (aplicacéo para problemas gerais ou particulares).

2.3.1 Caracteristicas gerais dos softwares existentes no mercado

As principais desvantagens dos softwares disponiveis para andlise comercial sdo as

seguintes:
- O custo inicial de desenvolvimento do software é elevado;

- Os softwares comerciais sdo geralmente para um ambito elevado de problemas, o que os

torna menos eficientes que programas feitos para casos especificos;

- Muitos dos softwares sdo proprietarios, o que limita o acesso do utilizador ao programa.

Se for necessaria uma revisdo, é frequente ter de ser o programador a fazer a mesma [4].

Tendo estes fatores em conta e as caracteristicas dos softwares de computacdo e
visualizagdo grafica anteriormente referidos, de seguida serdo enumerados alguns dos
softwares existentes no mercado que permitem a criagdo de cddigos e programas
especificos pelo utilizador, sendo apresentada uma breve descri¢cdo sobre os mesmos de

seguida.
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Matlab®[35]

Programa utilizado mundialmente como ferramente de calculo, tratamento de dados e de
imagens, com uma enorme comunidade de utilizadores. Disponivel na vertente comercial.
Linguagem programatica semelhante & do Fortran. Algumas das caracteristicas do

programa séo:

— Grande namero de fontes, tutoriais e guias;

— Referéncia no que toca a capacidades programaticas e de célculo;

— Visualizacédo de graficos em 2D e 3D;

— Grande namero de funcdes matematicas disponiveis na biblioteca;

— Possibilidade de importacédo de ficheiros de diferentes tipos;

— Vocacionado para a computa¢do matematica;

— Atualmente existem mddulos como o ToolBox NuPAD, que permitem célculo
simbolico;

— Capacidade de criacdo de janelas programaticas para interface grafica a partir de
codigo ou a partir da ferramenta interna de criacdo de interface grafica, GUIDE
(Graphical User Interface Development Environment);

— Simulacéo grafica de multi-dominios;

— Capacidade de célculo vetorial, matricial, polinomial, paramétrica, etc.;

— [Ferramentas estatisticas de suporte;

— Possibilidade de conversdo para linguagem programatica C.
FlexPro®[36]

Software criado pela Weisang GmbH, disponivel na vertente comercial. As caracteristicas

desta plataforma programatica sdo:

— Linguagem de programacao FPScript;

— Possibilidade de criar e visualizar plots e GUIs;

— Possui assistentes para cada area de trabalho;

— Guarda todas as variaveis sob um mesmo ficheiro (ndo da para modificar);
— O ponto anterior permite a criagdo de relatérios multi-data;

— Célculo matricial;
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— Permite a importacédo e exportacao de varios tipos de ficheiros;

— Permite visualizacdo de videos.
Sage [37]

Criado a partir de mais de 100 softwares open-source, ndo pretende copiar o Matlab®, mas
melhorou a linguagem programatica. Algumas caracteristicas desta plataforma s&o:

— Shell interativa e permite manipulagéo;

— Calculos bésicos de Algebra;

— Plot2D e 3D;

— Possibilidade de criacdo de GUIs;

— Célculo de grupos finitos (ndo confundir com elementos finitos);

— Permite a instalacdo de modulos programaticos.

2.3.2 Selegéo do software a utilizar no desenvolvimento deste trabalho

O software seleccionado para o desenvolvimento deste trabalho é o Matlab®. Sendo a
plataforma programatica requirida para a execucdo desta tese, o Matlab®dispde de
ferramentas de apoio a criacdo de janelas programaticas para interface com o utilizador,
uma grande comunidade existente em foruns, a acessibilidade da linguagem programatica e

a capacidade grafica para o desenho das estruturas em analise.

2.3.3 Funcionalidades pretendidas para o software a desenvolver

Uma vez selecionado o software Matlab®omo plataforma base na programacio e tendo
em conta as caracteristicas exigidas para uma analise por Método de Elementos Finitos

(MEF), as caracteristicas no software a desenvolver serdo as seguintes:

— Capacidade de célculo por elementos finitos;
— Interface gréfica para interacdo com o utilizador;

— Pré-visualizacdo da estrutura em analise;
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Introducéo e visualizacdo da posicdo das cargas e das reacdes na pré-visualizacao
da estrutura em analise;

Capacidade de analise com recurso a elementos triangulares e quadrangulares;
Possibilidade de introduzir propriedades mecanicas e elasticas para a estrutura;
Obter grafico da distribuicdo de tensdes na estrutura em analise por elementos;
Apresentar os resultados em tabela;

Capacidade de alterar as caracteristicas do material e da malha ap6s obtencdo de

resultados sem necessidade de reiniciar a analise;
Exportar os resultados, criando um relatério da analise num ficheiro em Excel;

Possibilidade de gravar o estado da anélise e continuar noutra sessao.
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3Formulacao dos elementos

finitos a iImplementar

Neste capitulo aborda-se a Teoria basica da elasticidade com mais detalhe, iniciando o
tema da elasticidade convencional para casos unidimensionais, bidimensionais e
tridimensionais. Posteriormente aprofundam-se os conhecimentos sobre os elementos
bidimensionais, onde consta o elemento triangular de deformacdo constante de trés nos e o

elemento quadrangular de deformac&o linear de quatro nos.

3.1 Teoria basica da elasticidade

A Teoria da Elasticidade lida com a analise linear de tensGes e deformacoes, isto €,
considerando uma relacdo linear entre os esforcos aplicados e os deslocamentos na
estrutura. Tanto as andlises linear como ndo-linear tém sido alvo de estudo nos dltimos 3
séculos, comegando por Hooke, razdo pela qual esta Teoria também é conhecida por Lei de
Hooke [38]. A Teoria da Elasticidade como € apresentada nesta Seccéo € usada na maioria
das andlises estruturais, uma vez que sob solicitagdes normais de servico as estruturas ndo
sofrem plasticidade nem grandes deslocamentos. Esta Teoria também permite lidar com
muitos tipos de fendmenos relevantes a ciéncia dos materiais, como a determinacdo de
deformacdes e tensdes na proximidade de fendas. No entanto, nesta Secc¢do serdo apenas
desenvolvidos os topicos necessarios a formulacao dos elementos finitos planos ou solidos,
axisimétricos ou de placa, que sdo abordados nas proximas Sec¢des, focando nas relacGes

tensdo-deformacdo e deformacao-deslocamento (necessarias para a obtengéo de ke).
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3.1.1 Elasticidade convencional

O estado de tensdo o e deformagdo € num qualquer ponto de uma estrutura tridimensional

pode ser definido pelas seguintes componentes [39]

T
o= {O'x o, 0, T, T, sz} 9
T
€= {gx gy gz 7/><y 7/yz 7zx} : (10)
O,
n
—> Tr.\'
T‘;7 T.\j‘
T /
T. ¢ z-.\':

Sob determinadas condicdes, o estado de tensdo e deformacdo num corpo pode ser
simplificado. Como tal, uma estrutura tridimensional pode, entdo, ser modelada por uma
analise bidimensional. Distinguem-se os casos de EPTe EPD. O caso mais simples é o

unidimensional.
3.1.1.1 Relagdes tensdo-deformacéo

Para materiais com comportamento linear elastico, as relacbes entre as tensbes e
deformacg6es podem ser definidas a partir da Lei de Hooke[40]. Para materiais isotrépicos,

as duas propriedades a considerar sao 0 modulo de Young (E) e o coeficiente de Poisson

(v).

3.1.1.1.1 Caso tridimensional

Considerando um cubo elementar de um solido, a Lei de Hooke permite escrever
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E
G =
2(1+v)
A partir de (11) é possivel escrever
(1-2v)
& te te = z (0'X +o, +0'Z)

(1)

(12)

(13)

Substituindo (oy+oz) e assim sucessivamente nas expressdes (11) obtém-se a relacdo entre

O €¢g

o =De,

(14)

onde D representa a matriz das propriedades do material, simétrica e de ordem 6, dada por

1-v v 0 0 0
v 1-v v 0 0 0
Do v v 1-v 0 0 0
(1+v)(1—2v) 0 0 0 05-v 0 0
0 0 0 0 0,5-v 0
| 0 0 0 0 0 0,5-v|

O procedimento de obtencgdo de D é apresentado em detalhe em [4].
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3.1.1.1.2 Caso bidimensional

Para a elasticidade bidimensional, as relacGes apresentadas podem ser simplificadas. Os
problemas bidimensionais tipicamente podem ser simplificados para uma das duas
seguintes formas: EPT ou EPD[9].

— Estado plano de tenséo

Aplicavel a corpos planos de espessura fina e constante, com carregamento no plano do
corpo (plano xy). Considera-se por aproximacao que a tensao normal segundo z é nula ao

longo da espessura do componente, apesar da respetiva deformagcdo ndo o ser

necessariamente.
y y y
X b4 @ X z

Esforgos aplicados e aplicagdes possiveis da condi¢do de estado plano de tensdo

Observa-se oz=7;=7zx=0 e &#0. Como tal, as expressdes apresentadas em (11) tomam a
forma

o, o, o o, v 2(1+ V)
gx:E—vEy , gy:Ey_VE , gzz—E(ax+c7y) Yy =T Ty (16)
Resolvendo em ordem a & obtém-se a relacéo (14), resultando
o, 1 v 0 &,
o, = 17 v 1 0 & | a7
-V
Txy 00 (1—V)/2 }/Xy
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onde a matriz D assume a forma

1 v 0
D=r—s|v 1 0
"o 0 (1-v)/2

— Estado plano de deformacéo

(18)

Adequado para corpos planos de espessura elevada e seccdo reta constante ao longo da

espessura, com carregamento tipicamente lateral (direcdes x e y) e com deformagdes nulas

ou consideradas negligenciaveis na direcdo longitudinal (direcdo z). Nestas condi¢bes, com

as excecOes das extremidades da estrutura, o estado de tensdo pode ser considerado

constante em qualquer secgédo longitudinal, considerando nulo o deslocamento na diregéo

longitudinal z.

y

N

(a) Esforgos aplicados em estado plano de deformagao

(b) Aplicagdes possiveis da condicdo de estado plano de deformagao

Observa-se &=p:=y:x=0 e 0z#0. As expressoes (11)permitem escrever
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o, E 1-v v 0 &
TEER) o Y wael | >
sendo D igual a
E 1-v v 0
TTEEE) o ) -

Caso unidimensional Considerando a analise unidimensional como simplificacdo do
estado de tensédo e deformacéo generalizado, apenas se consideram ox € &, correspondentes

ao corpo orientado segundo a dire¢do x. Assim tem-se

o, =Ee¢,.

X X

(21)
3.1.2 Relacdes deformacao-deslocamento

Tendo em consideracdo as 6 componentes que permitem definir o estado de tenséo de um
ponto, expressas em (9), é também possivel definir o estado de deformacéo a partir das 6

componentes definidas em(10) [41].

Caso tridimensional Tomando os deslocamentos nas 3 dire¢fes ortogonais X, y € Z como
sendo u, v e w, respetivamente, sdo definidas as relacGes entre as deformacdes e

deslocamentos da seguinte forma

ou 1 (
& =—+=
oX 2

a_u
OX

jz (av
+ R
OX

J

ow

x

J

ou

v dudu

OV OV OWow

Yw=—t—t——t+t——t+t——
0y OX Oxoy OXxoy Ox oy

ov 1l(auY (ov) (ow)’] N W AUU VOV AW oW
s=—+-l—|+t = |t =— Y=/t —+t——t+t——+—— (22)
oy 2|loy oy oy oz oy oyor oyor oy or
ow 1 (aujz (avjz [awjz AW AU Oudu VOV Awow
g =—+=||—| +|=| +| — Yy =—F—F——+——+——.
0z 2|\ oz 0z 0z OX 07 OX0Z OXO0Z OX 0z

A partir destas relacdes, sabe-se que as deformacdes e respetivas tensdes sdéo em um grau

inferiores relativamente aos deslocamentos, se estes forem representados por funcdes
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polinomiais. Nas expressoes (22), as deformacdes sdo apresentadas para uma precisao de
22 ordem (ordem quadratica) dos deslocamentos. Estas expressdes podem no entanto ser
simplificadas para 12 ordem, eliminando os termos de 22 ordem

U aw v w oy

ox Y oy Y oz Yooy ox Yo oy Y ox oz

Deve-se ter em atengdo que as expressoes (22) devem ser sempre utilizadas para problemas
com grandes deslocamentos ou em formulagdes que necessitem da consideracdo de
grandes deslocamentos, enquanto as expressdes (23) podem ser utilizadas com precisdao em
problemas que envolvam deslocamentos e flexdes tipicamente reduzidos [40]. Neste

ultimo caso, pode-se escrever na forma matricial

e=Ba, (24)
ou
OX
i ov
£, alox 0 0 ] oy
, 0 alay 0 . ow
0 0 dlo
el T (25)
Yy | |0l0y dlox 0 W v
Yy 0 adlaz oloy oy ox
7] |01z 0 alox] v ow
oz oy
ow du
_+_
ox oz
Caso bidimensionalConsiderando apenas pequenas deformacdes e rotacdes, tem-se
L (26)
ox oy oy ox
& olox 0 ! ou / ox
g=4¢, (=| 0 0oloy {v}: ovloy : (27

y,| Loloy alex ou/ dy+ov/ ox

Caso unidimensional Para problemas unidimensionais como veios ou barras de estruturas

articuladas, apenas se considera & (corpo orientado segundo a direcao x)

(28)
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3.1.3 Equac0es de equilibrio

A solucdo exata de um problema de engenharia (neste caso estrutural) é aguela que permite
satisfazer as equacdes de equilibrio, as condicdes fronteira e as condicdes de
compatibilidade (estas ultimas para garantir que as estruturas deformam continuamente,
sem o aparecimento de fendas ou sobreposicdo de elementos). No entanto, apenas em
casos de condicdes de geometria, carregamentos e condi¢des fronteira muito simples é que
se torna possivel a obtencdo de uma solucdo exata a partir das equacdes de equilibrio da
elasticidade. Nos casos mais comuns de engenharia, é necessaria a utilizacdo do MEF, que
permite obter solugdes aproximadas pelo estabelecimento de um sistema de equagdes que
satisfaz, também de forma aproximada, as equagdes de equilibrio nos nés dos elementos

finitos.

Caso tridimensional As equacdes de equilibrio para problemas sélidos estruturais podem
ser obtidas por equilibrio das forgcas que atuam num elemento infinitesimal nas 3 direcdes

ortogonais do elemento, ou seja

>F =0, >F =0, >F=0 (29)

Considerando o equilibrio de todas as forcas envolvidas chega-se as 3 equacfes de
equilibrio que devem ser satisfeitas em todos os pontos da estrutura (é possivel encontrar a

descricdo detalhada da dedugéo destas expressoes em [41])

0
8&4_&4_6‘[_“4. fx =0
ox oy oz

or,, 0Oo, O0t,

§+E+a—z+ fyZO (30)
0

0% O 00, ¢ _ 0,

x oy oz ¢

onde fx, fy e f; representam as forgas por unidade de volume do elemento infinitesimal
(como é o caso da forca gravitica do elemento). As forcas efetivas no elemento (X, Y e Z2)

séo dadas por

X = f,dxdydz
Y = f,dxdydz (31)
Z = f,dxdydz.
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Aplicando as equagdes de equilibrio, relativas ao centroide do elemento, dos momentos
segundo os 3 eixos

d>M,=0, XM, =0, >M,=0 (32)

obtém-se as seguintes igualdades (explicagéo detalhada em [41])

T, =T,
z-XZ = z-Z)( (33)
T, =T

Caso bidimensional Por um procedimento semelhante, para casos bidimensionais tem-se

que
0
aaax +%+ f,=0
X
(34)
or,, Jdo,
—+—+f, =0
OX
Caso unidimensional Efetuando as simplificacGes necessarias para uma dimensao
9% o, (35)
OX

3.2 Elementos bidimensionais

Os elementos estruturais solidos que apresentem espessura constante podem ser analisados
por elementos bidimensionais, que pressupdem a partida um valor constante de espessura.
De notar que este tipo de elementos ndo necessita transformacdo de coordenadas, e cada n6
apresenta a partida dois deslocamentos em dire¢fes ortogonais. Conforme apresentado na
Seccdo 3.1.1, podem ser utilizadas condicdes de EPT ou EPD. Estes elementos sdo
representados como corpos geométricos no plano, cujas formas mais comuns sdo o
triangulo e o quadrilatero, e que possuem nas formulacdes mais simples 1 né em cada
vertice. Cada um dos nos dos elementos bidimensionais tem dois graus de liberdade:
deslocamento segundo X, u, e deslocamento segundo y, v. A formulagdo destes elementos é
de forma geral idéntica & apresentada anteriormente, com a determinacdo de N, que

permite o calculo de B e, por conseguinte, ke. O procedimento a seguir apos determinacao
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de ke é também idéntico, com a montagem do sistema global de equacGes e determinagdo

das incognitas em ae, por condensacao do sistema, e calculo das varidveis derivadas.

3.2.1 Elemento triangular de deformacé&o constante de 3 nés

A forma triangular € a mais simples de considerar para um elemento sélido bidimensional.
Para este elemento, a localizagdo mais 6bvia para 0s nos é nos vértices do elemento, o que
conduz a um elemento com 3 nés e 6 variaveis nodais. Praticamente qualquer forma
bidimensional pode ser discretizada com este tipo de elemento de forma expedita, embora
0s elementos ndo tenham necessariamente 0 mesmo tamanho e forma. De facto, foi devido
a esta vantagem que o elemento triangular de 3 no6s foi dos primeiros a serem
desenvolvidos. A existéncia de apenas 3 nds para interpolar as variaveis de campo faz com
que as funcbes de interpolacdo sejam lineares e que a formulacdo do elemento seja
matematicamente muito simples. Por outro lado, as funcdes de forma lineares fazem com
que as deformacdes, e correspondentemente as tensdes, sejam constantes no interior do
elemento. Esta carateristica pode trazer uma simplificacdo consideravel ao estado de tenséo
da estrutura em zonas de variacdo abrupta de tensdes, como em pontos de aplicacdo de
cargas concentradas ou variagfes bruscas de geometria. Para se conseguir uma reproducao
minimamente fiel do comportamento dos componentes nestas condi¢des, € necessaria a
utilizacdo de um numero elevado de elementos, o que por sua leva ao aumento da
dimensao dos sistemas de equaces a resolver, e logicamente esforgco computacional muito
superior. Uma alternativa que permite a reducdo do numero total de elementos sem
prejudicar a precisdo dos resultados € a utilizacdo de elementos triangulares de ordem
superior, por exemplo com 6 nés (3 nés nos vértices e 3 nds a meio das arestas do

triangulo), cuja formulacéo pode ser consultada em [42]ou [4]
3.2.1.1 Matriz de rigidez do elemento — aproximacao formal

Etapa 0 — O elemento triangular de deformacdo constante de 3 nés destina-se a resolver
problemas de corpos sélidos bidimensionais com espessura, t, constante. O elemento tem
arestas planas e um n6 em cada Vvértice, cujas posi¢des sao dadas em coordenadas (xi, Yi).
Cada n6 tem deslocamentos segundo duas dire¢Bes ortogonais, ui evi[39]. Os n6s devem
ser numerados em sentido anti-horario no sentido de calculo correto da area dos elementos
[14].
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=V

Etapa 1 — O elemento tem forma triangular e apresenta 1 n6 em cada vértice. A cada no
estdo associadas as varidveis u e v, que representam os deslocamentos sobre direcdes
ortogonais no referencial (x,y). Sdo apresentados os vetores de variaveis nodais e forcas

nodais
T T
a,={u v, u v, uy v} , f={F" F F F F F}. (36)

Etapa 2 — Obtencdo do campo de deslocamentos em funcéo de N e ae

< .=

N

u N, 0O N, 0 N; O u
B 2 : ou =Na,. (37)
v 0N O N, 0 N,

Vv

Cc < C
N

[3)

=

Os polinémios a partir dos quais sdo obtidas as funcbes de interpolacdo para um elemento

de duas dimensdes, como é o caso dos elementos triangulares, sdo do tipo
P(X)=a +aX+ay +a, X +agXy + Y. (38)

O numero de coeficientes do polindmio é igual ao nUmero de variaveis nodais disponiveis

para calcular os coeficientes, sendo como tal igual a 3 (trés deslocamentos)
P(X) =0 +a,x+a,y. (39)
A expressao geral para o deslocamento u € igual a (de igual forma para o deslocamento v)

U=oy +o,X+a,y. (40)
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De acordo com a expressao anterior, definem-se os deslocamentos u dos trés nos

constituintes do elemento

U =0 +a,X +a3y1
U, =a, +a,X;, +a;y, (41)

U, =y +a,X + a5y,

e obtém-se assim ae em funcdo da matriz C e do vetor o dos coeficientes de u

ul 1 Xl yl al
U, r=11 %, y,|sa,; ou a,=Cao. (42)
Uy 1 X V||l

As funcgbes de interpolacdo sdo obtidas por intermédio da expressao

N=p'C*, onde p'={1 x vy} (43)
e Cléigual a

a 3 a A = areadotriangulo b=y, =Y, € =X—X

1 ) V. —X — Y27 )3 3T R
Clalb b, by, 2Ry oy oy g (44)

2A & =XY = XY, _ _
G G G _ bS_yl_yZ C=X—X
8 =XY, = XY,

A area do tridngulo (A) é igual a

1 1 x Y
A:Edet 1 % v, (45)
1 % Y,
Como tal
a a g
N={1 x y}i b b, b (46)
2A 2 3
Cl CZ C3
1
N=[N, N, N3]=z[a1+blx+c1y a, +h,x+c,y a,+bx+c,y]. (47)

Pela expressao (37) tem-se
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1
u :Z[[a1 +bx+cyu +[a, +b,x+c,y]u, +[a, +b3x+c3y]u3]
) (48)
V:Z[[a1 +hx+cy]v, +[a, +b,x+c,y]v, +[a, +b3x+c3y]v3].

As expressoes (48) permitem obter os deslocamentosu e v em qualquer ponto do elemento
em funcdo de N e ae

Etapa 3 — Definir o vetor de deformacgdes € em funcdo da matriz de deformacdo B e das

variaveis nodais ae. Recuperando a expressao (27) e considerando a expressao (37)

ul
Vl
£, a/axoua/aonONONOu
e=4e, r=| 0 0aldy =l 0 aloy|l ! ’ : 2 (49)
/ v 0N O N, 0 Ny,
vy | LOldy oldx aloy olox .
3
V3
alox 0
N, 0 N, 0 N, O
Como ¢=Ba,=B=| 0 0/dy (50)
0N O N, 0 N,
oloy olox
N, g N, N, ]
ox i ox i ox
B=| 0 Mo MNpy 5 Ny (51)
oy 1 oy 1 oy
ON, ANy AN, N, N, ONg
| oy X ' oy ox ' oy ox |
Substituindo (47)em (51)e por aplicagdo dos operadores diferenciais
1 bl 0|b2 0|b3 0
B=—— 0 10 ¢! 0 ¢l (52)
G bl:cz bz:Cs b,

Etapa 4 — Definir o vetor de tensdes o em fungdo do vetor de deformagdes € (expresséo

(14)). A matriz D e dada por (18), caso se considere EPT ou (20), caso se considere EPD.
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Etapa 5 — Definir a matriz de rigidez do elemento ke através de

k, = [B"DBdv = k, =B'DBAt. (53)
\

O calculo de ke, matriz de ordem 6, pode ser efetuado recorrendo a programas de calculo
simbdlico, devido a sua morosidade. Como exemplo, sdo apresentados os elementos ki; e
K12

ﬁ[m%#] ks =ﬁ(vqcl+l‘7vblcl} 69

Uma alternativa a utilizagdo das expressdes (54) consiste em calcularke individualmente

k11 =

para cada elementopela expresséo (53). Para tal, séo utilizados A, t, D e B para o elemento

em causa, em funcdo da geometria do mesmo.
3.2.1.2 Matriz de rigidez do elemento — aproximagao isoparamétrica

Na Seccéo anterior foi formulada ke para o elemento triangular de deformacéo constante de
3 nos pela aproximagdo formal, observando-se desde logo a dificuldade de manipulacéo
das expressdes e matrizes. Tal tarefa, para elementos mais complexos, como por exemplo o
elemento triangular de deformacdo linear de 3 nds, ainda € possivel de realizar [4], mas
torna-se invidvel para elementos de grau superior. Para ultrapassar estas dificuldades, foi
desenvolvida a aproximacao isoparamétrica[43] que também permite uma implementacdo
mais expedita. Por outro lado, é também possibilitada a formulacdo de elementos finitos
com arestas curvas. Na presente Seccdo, é descrita esta formulacdo para efeitos de

comparagdo com a aproximacao formal.

Na aproximacao formal, a determinacéo das funcdes de interpolacdo consistiu na definicéo
dos deslocamentos no interior do elemento como sendo resultado de fungdes polinomiais,
que por sua vez sdo funcdo de constantes desconhecidas. Estas constantes sdo depois
determinadas usando os deslocamentos dos n6s do elemento respetivo. Este processo, para
elementos mais complexos (com maior nimero de nos e/ou variaveis nodais) torna-se
bastante moroso. Na aproximacgdo isoparamétrica usam-se coordenadas naturais (&, 7;
tipicamente com origem no centroide do elemento e comprimento normalizado) em

detrimento das globais, e que sdo definidas pela geometria do elemento e ndo pela sua
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orientacdo no sistema de eixos global. Consideram-se também funcdes para relacionar as
coordenadas globais genéricas (x,y) com as coordenadas globais dos nos idénticas as
funcbes de interpolacdo que sdo usadas para definir os deslocamentos no interior do
elemento em funcdo dos deslocamentos nodais. As funcdes de interpolacdo podem ser
definidas por manipulacdo matematica entre as coordenadas (x,y) e (& 7) (formulagédo
seguida em Logan (2007)), ou alternativamente de forma empirica desde que tendo em
consideracdo as suas propriedades (formulacéo desenvolvida em [40]ou [9])

1 nondi
N; = p (55)
0 nos restantes nés
Zinzl N, =1,  com n—ndmerodenosdoelemento. (56)

Seguindo esta segunda abordagem para o elemento triangular de deformacdo constante,
efetua-se uma mudanca das coordenadas (x,y) para as coordenadas (&,77) como se apresenta

na figura.

Neste caso, as funcbes de interpolacdo em coordenadas locais podem ser definidas da

seguinte forma

N=¢ , Ny=np , Ny=1-&-n. (57)

Facilmente se observa que as fungdes de interpolacdo apresentadas satisfazem as condicfes
definidas. De facto, estas sdo iguais a unidade no no respetivo e iguais a 0 nos restantes
(55), e a sua soma é igual & unidade (56). E apresentada uma representacio de N1 ao longo

do elemento. N2 e N3 apresentam caracteristicas idénticas.
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As coordenadas (x,y) sdo definidas usando as funcdes de interpolacdo e as coordenadas
nodais (58), e os deslocamentos no interior do elemento sdo também definidos pelas
funcdes de interpolacdo e deslocamentos nodais, desconhecidos neste momento (59).

x =N, (&7)%+N, (&17)% + Ny (E,7)%

58
y=Nl(f,n)y1+N2(§,77)y2+N3(§,77)y3 9

u= Nl(‘f’n)ul +N, (5'77)“2 +N, (5'77)113

59
V=Nl(f,f])vl-i-Nz(f,?])Vz+N3(§,77)V3. 9

Conforme ja foi referido, a formulacéo é denominada de isoparamétrica devido ao facto de
serem utilizadas as mesmas funcgdes para interpolar a posicdo de cada ponto no interior do
elemento em coordenadas globais (58) e para interpolar as variaveis em questdo no
problema (para problemas estruturais e este caso em particular u e v). Substituindo (57) em
(58) obtém-se

X = X358 + Xoal] + X

, COM X =X —X; € Y =YY, (60)
Y=Y+ Yull+ s : : : :

Por outro lado, substituindo (57) em (59) chega-se a

uU=u,¢+U,n+u
R EE S com Uy =U —U; eV =V, -V, (61)
V=Vpp8 +Vpl] +V,

As expressdes(60) relacionam as coordenadas (x,y) com as coordenadas (&, 7), enquanto as
expressdes(61) definem os deslocamentos u e v em coordenadas (&, 7). Para a determinacgéo
de B, pela expressdo (24), e sabendo que € é dado por (27) para casos de elasticidade
bidimensional, é necessaria a derivacao parcial de u e v em relacdo a x e y. No entanto, u e
v encontram-se expressos em funcdo das coordenadas naturais &£ e 7(61), o que obriga a
utilizacdo da regra da corrente para as derivadas parciais de u (posteriormente € feita a

generalizacdo para v)
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ou ouox ou oy ou ouox ou oy

__+__ R — _—

0c oxof oyos ' am oxon oyon
Escrito em notacdo matricial

ou oX oy |[ou
0é o0& 0& || ox
ou ox oy ||ou

on) |on on]loy

onde a matriz 2x2 é denominada de Jacobiano da transformacdo, J

ox oy
os o
ox oy |
on on

Por diferenciacdo das expressdes (60) em ordem a & 7, J toma a forma

3o {xﬁ yla}_
X23 y23

Assim, tendo em consideragéo (63) tem-se

ou ou
OX _ g o0& |
ou ou
oy on

ondeJ™ representa o inverso do Jacobiano, dado por

J-l _ 1 Yos —VYis
detJ

}, com detJ = X3 Y, — Xo3Yia-

—Xy3 X3

Desenvolvendo as expressdes (45) e (67), observa-se que

|det J| = 2A.

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)

(68)

Se 0s nos do elemento forem numerados no sentido anti-horario, pode-se ainda escrever

detJ = 2A.

A partir de (66) e de (67) obtém-se (generalizando também para v)

51

(69)



FORMULAGAO DOS ELEMENTOS FINITOS A IMPLEMENTAR

ou ou ou o ov ov

& ~ 1 y23 65 y13 67] ] & ~ 1 y23 6§ y13 877 (70)
oul detd| LI | detd| XX '

ay 23 85 3 677 ay 23 65 3 877

Encontrando-se determinadas as derivadas parciais de u e v relativamente as coordenadas x

ey, B pode ser determinada tendo em consideracéo (27), (61) e (70), e recordando (69)

ou/ ox y23U13 - y13u23
€= ovloy = o XV T X5V . (71)
oul oy +ov/ ox ~Xo3Ups + X3Usg + YosVis — YisVas

Decompondo uij € vij, e sabendo que [40]

Yizs = Yoz = Y12 3 Xos = X3 = Xy 5 X = =X (72)

obtém-se

YasUy + YaiUp + YioUs
€= ﬂ XgpVy + X3Vy + Xpy V3 (73)

XgoUy + Yo3Vy + Xi3Uy + YayVy + X0 Us + ) Vs

ou ainda, em funcéo de ae

U

Vi

1 Ys 0 Vu 0 'y, O u
SZZ 0 X 0 X3 0 X Vj (74)

X Yoz X3 Ya Xa Yo u

3

Vs

1 y23 O y31 O y12 O
Com08=Bae:B:£ 0 %, 0 x; 0 x|, (75)

X32 y23 X13 y31 X21 y12

pelo que, pelas igualdades expressas em(44), se comprova que B é idéntica a obtida em
(52).

3.2.1.3 Carregamentos equivalentes

Os esforgos em elementos planos podem ocorrer sob a forma de esforgos concentrados,
pressdes ou esforcos distribuidos, ou ainda forgas por unidade de volume, como é o caso

das forcas graviticas. No caso dos esforcos concentrados, estes podem ser diretamente
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aplicados ao modelo de elementos finitos em nds da malha. Em problemas de elasticidade
plana, os esforcos distribuidos podem atuar em fronteiras internas ou externas da malha e
apresentar orientacdo arbitraria, decomposta em componentes normal e tangencial a
fronteira. As forcas por unidade de volume atuam sobre a totalidade do modelo. Nestes
dois ultimos casos, o procedimento consiste na conversao dos esforgcos em esfor¢os nodais
equivalentes, pelo principio da Equivaléncia de Trabalho. Uma vez que a presente obra
ndo aborda este processo, para informacdo mais detalhada o leitor interessado nesta

matéria podera consultar os livros de [44] ou [4].
3.2.1.4 Estado de tensdo nos elementos

O elemento triangular tem deformacdes (e consequentemente tensfes) constantes no seu
dominio, devido a B ser constante (expressdes (52) e (75)). Como tal, o é caracterizado por
ox, Oy € Ty, cujos valores sdo calculados por (14), sabendo que € é dado por(24). Como tal

tem-se
o,=DBa, e=12,..,n(n-nlmerodeelementos), (76)
onde D depende da consideracgdo de EPT (18) ou EPD(20).

Em funcdo do estado de tensdo obtido, é possivel obter a tensdo equivalente de von Mises

pela expressdo:

- 2 2 2
O = \/ O T0y,° —0,0,, +37, (77)

Da propriedade do material cced € da tensdo méxima pode ser obtida o fator de utilizagéo,
F.S.(Fator de Segurancga), calculado a partir da equacéo:
O

FS= —&d (78)

O-max

3.2.2 Elemento quadrangular de deformacao linear de 4 nés

Este elemento destina-se a resolver problemas em sélidos bidimensionais com espessura
constante. Os elementos finitos com forma quadrangular apresentam um maior nimero de
nos e graus de liberdade comparativamente aos elementos finitos triangulares equivalentes

(por exemplo, comparando elementos com nos apenas nos veértices, o quadrilatero tem
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mais 1 nd). Como tal, as funcdes de interpolacdo apresentam um grau superior, 0 que
conduz a uma resolugdo maior das deformactes e tensdes no interior do elemento. No
entanto, a formulacdo é mais complexa, ja que apenas para o elemento apresentado nesta
obra é ainda possivel o calculo explicito dos termos de Ke. Para os elementos de ordem
superior, os termos de ke sdo dados por expressdes integrais que devem ser avaliadas por
métodos numeéricos.O elemento quadrangular de deformacéo linear de 4 nés, abordado
neste livro, € 0 mais simples mas também o menos preciso na presenca de variacfes
bruscas das deformacdes e tensdes, pois apenas admite uma variacdo linear com x e y das
variaveis de campo no seu interior. Cada elemento apresenta arestas planas e deformacéo
linear no seu interior. Tal como o elemento triangular de deformacgdo constante, cada no
deste elemento possui duas coordenadas (xi, yi) € deslocamentos segundo duas direcdes
ortogonais (ui, vi). Devido a morosidade associada a aproximacéo formal, é apresentada
apenas a formulacdo isoparamétrica. Para mais detalhes sobre a aproximacao formal, pode
ser consultado o livro de Logan [4]. A utilizacdo de elementos de Serendipity com 8 nds ou
elementos de Lagrange com 9 nos ja permitiria um maior gradiente de deformacoes e
tensdes no interior do elemento, bem como modelacdo geométrica com arestas curvas de

variacdo quadratica [39].
3.2.2.1 Matriz de rigidez do elemento — aproximacgao isoparamétrica

A formulacdo apresentada para o elemento quadrangular de deformacéo linear de 4 ndés
podera ser adaptada para elementos de ordem superior, como sejam o elemento quadratico
de 8 nobs, que apresenta a possibilidade de modelacdo de arestas curvas (Gockenbach
2006). Sao apresentados no esquema seguinte o sistema de coordenadas globais (x,y) e 0

sistema de coordenadas naturais(&, ) para o elemento.
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O centro do sistema de coordenadas (&%) esta localizado no centroide do elemento. Refere-
se que o0s eixos ¢ e 5 ndo tém de ser ortogonais nem paralelos aos eixos globais. E no
entanto necessario que 0s nos nos vertices do elemento e as arestas se encontrem limitados
pelos valores de +1 ou -1, para facilitara integragdo numerica de ke. O elemento tem 8
graus de liberdade, ui, vi,...,Us,vs, associados com as diregdes globais x e y, e arestas
retilineas, embora estas ndo tenham de ser paralelas nem ortogonais. As fungdes de
interpolacdo podem ser definidas como se segue, tendo em consideracdo as duas

propriedades que estas devem satisfazer, expressoes (55) e (56)

N, =2(L-E) (7)o Ny =21+ E) (A7) . Ny =5 (1+E)(+n) . N, =3 (-E)(L+n). (79

As coordenadas (x,y) sdo definidas usando as coordenadas nodais (80), e os deslocamentos

no interior do elemento sdo também definidos pelos deslocamentos nodais(81)

x =N, (&,17)% +N, (&,1)% + Ny (£,7) % + N, (&,7) X,

=N, ()Y Ny () 2 Ny () s+ N, (), e
u=N, (&)U, + N, (£,7)u, + Ny (&:77)us + N, (£,7)u, 1)
V= Nl(é:’q)vl +N, (f!ﬂ)vz +N, (5:77)\/3 +N, (6’77)\/4'
Substituindo (79) em (80) obtém-se
X= %[(1—5)(1—77)x1 +(1+E)([A=7) %, + (1+ &) (L+7) X + (1= &) (L+7) X, | o
V=%[@—§Ml—nha+ﬂ+éﬂrﬁﬂyz+@+5X1+nha+@—§ﬂrﬂﬂyd-
Substituindo (79) em (81) chega-se a
u= %[(1—5)(1—;7)u1 +(1+&)(1-n)u, + (1+ &) A+ 7)uy + (1= &) (1+7)u, |
(83)

v:%[(l—f)(l—n)vl+(1+§)(1—?7)V2 L&) L)V, + (L&) (L n)v, ]

Torna-se necessaria a obtencdo das derivadas das expressdes (83) em funcdo a x e y
(expressdo (27)), para obtencdo de B pela expressdo (24). Assim, utilizando a regra da

corrente para as derivadas parciais de u tem-se (posteriormente € feita a generalizacdo para

v)
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M _ux uy M ux Ay -

of xof eyoe ' on oxon oyon

Nas expressdes (84), todos os termos séo possiveis de determinar por (82) e (83) exceto
0u/ox e ou/oy, precisamente os termos necessarios para a definicdo das deformacdes pela

expressao (27). Escrevendo as expressoes (84) em notacdo matricial

) [ oyl
o8| | o& 0& || ox
oul |ox oy ||oul’ (89)

on) Lon an]loy

onde o Jacobiano da transformacéo, J, toma a forma

ox oy
os o
ox oy |
on on

(86)

Por diferenciacdo das expressdes (82) em ordem a & 7, J resulta em

3 1 —(1-n)x +1A=-n)x,+(1+n) % —(1+7)x, —(1—77)y1+(1—77)y2+(l+77)y3—(1+77)y4}(87)
4 -(1-E)x —(1+&) %, +(1+ &)X +(1-&) %, —(1-&)y, —(1+&) Y, +(1+ &)y, +(1-&)y,

—~—~

J :|:‘]11 ‘]12:|. (88)

J 21 22

Assim, resolvendo (85) em ordem as incdgnitas

ou 8_u
x| 1408
a =] b (89)
oy on
Mais uma vez calcula-seJ* como sendo
J, =
J*t =%{_Jﬂ ] 12}, com detd =J,,J,,—J,J,,. (90)
21 11

Assim tem-se (generalizando também para v)
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a fu al
OX 1 ‘]22 _\]12 ag OX 1 JZZ _le
= —_— e P
oul detd|-J, Iy ||ou | detd|-J, Iy
oy on oy
A matriz B pode ser calculada por (27)e(91)
ou ou
2~y Y12 4
ou/ ox o5 on
&= ov/oy :E ‘]215ﬂ+‘]11(,;ﬂ
U/ oy +ov/ ox ¢ 4
ou ou ov ov
_‘]21_+‘]11_ ‘]zz__ 12 A
o “on o “on
ou de forma condensada
ou
o
2—“ J, -J, 0 0
e=Al" comA=—""| 0 0 -3, J,
ov detJ
% -Jn Jp -y
N
on
Por diferenciacdo das expressdes (83) escreve-se
o
og
au —(1-n7)u,+(1-7)u, +(1+7)u, —(1+7)u,
on| _1]-(1=&)u —(1+&)u, +(1+&)us +(1-&)u,
| 4 —(1-n)v, +(1-n)v, +(1+7)v, —(1+7)V,
os —(1=&)V, (14 &)V, +(1+ &)V, + (1= &)y,
N
on
Assim define-se
ou
og
au -(1-7) 0 (1-7) 0 (1+7) 0 —-(1+7n)
M| _gpe 1-0=¢) 0 145 0 (145 0 (1=9)
o 4 0 -(1-7n) 0 (1-7n) 0 (1+n) 0
o& 0 -(1-¢) 0 -1+¢&) 0 (1+¢) 0
N
on
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0
0
—-(1+7n)
(1-¢)

(91)

(92)

(93)

(94)

<

< C
N N

, (95)
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onde

—-(1-7) 0 (1-7) 0 (I1+7) 0 —(1+n) 0
-(1-¢) 0 -(1+¢) 0 (1+&) 0 (1-¢) 0

1
G== : 96
A0 - 0 (@m0 (@) 0 —@ep
0 -(1-¢) 0 -(1+&) 0 (1+¢) 0 (1-¢)
Recuperando (93) e relembrando a expresséo (24) tem-se
e=AGa,, logo B=AG. 97)

O método utilizado no elemento triangular de deformacdo constante de 3 nds para a
determinacdo de ke consistiu na utilizacdo da expressdo(53). No entanto, neste caso
observa-se que B e detJ sdo fungdo das coordenadas naturais (&, 7). Como tal, torna-se
necessario determinar ke em funcdo das coordenadas naturais [45], [46]. Para tal, é

utilizada a energia de deformacéo do corpo, dada por

1
U= j EcTsdv. (98)

\

Decompondo para cada elemento

u=>1t, j %oTs dA, (99)

Ve

ondete representa a espessura do elemento e. Sabe-se também que [40]
dA=dxdy =detJd&dn. (100)
Por outro lado (relembrando que D é uma matriz simétrica)

o =DBa, (101)

o' =(DBa,) =a,'B'D" =a,'B'D. (102)

Recuperando (99) e considerando as expressdes (100)e(102)

U=3t] %aeTBTDBae detJdedn (103)
e A
l 11
U ZZEaGT t,[ [B'DBdety dgdn}e. (104)
e -1-1
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Como por definicdo

U=>a'ka, (105)

e

obtém-se

—_—

k, =t,

1
[B"DBdetad&dn. (106)
-1

N

ke representa a matriz de rigidez do elemento, de dimenséo 8. Como B e detJ néo séo
constantes, mas funcdo das coordenadas naturais, a integracdo deve ser efetuada

numericamente [39].
3.2.2.2 Integracdo numérica

O método de integracdo de ke utilizado ¢ o Método da Quadratura de Gauss[44], embora
haja muitos outros métodos numéricos para estimativa numérica de integrais
definidos.Comecando pelo caso unidimensional, suponha-se que € necessario avaliar o

integral

L= [f(&)e, (107)

A aproximacao de Gauss, utilizando n pontos de integracdo, é dada por

1

L= [ (e Wt (&) 4w, T (&) +ow, T (£)~ zw £(£) (108)

-1

ondew;(i=1...n) representam 0s pesos de cada ponto de integracdo e&(i=1...n) os pontos de
amostragem ou pontos de Gauss. O Método da Quadratura de Gauss consiste na selecao
dos valores corretos de pesos de cada ponto de integracdo e localizagbes dos pontos de
Gauss de forma a que a expresséo (108) apresente uma solucao exata para polinomios f(&)
do grau mais alto possivel. Assim, infere-se que, se a expressdo de integracdo de n pontos é
exata para polindbmios de um dado grau, também apresenta bons resultados para uma
fungédo que néo seja polinomial. O método para definir os valores dos pesos e dos pontos
de Gauss consiste na imposicao de erro nulo na integracdo. Se for analisado o caso mais

simples, de integracdo com um ponto (n=1), o Método de Gauss permite escrever
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L= [ f(&)HE~wf(&). (109)

Como ha duas constantes a determinar, w1 e &, considera-se que a aproximagdo apresenta
um resultado exato para um polindmio de grau 1. Entédo, se f({)=aotai, o erro, que deve

ser nulo, é dado por

Erro= [ (8, +a&)dé—w f(&)=0. (110)

Resolvendo o integral e substituindo (&) define-se o erro como

E :{a0§+%§2} —w, (8, +8,&) =0 < E=2a,—w, (a, +2,& ) =0. (111)

Para se ter um erro nulo para quaisquer valores de ao e a1, deve-se fazer (Logan 2007)

OE

— =0, 112
% (112)

para i=n° de varidveis a determinar (neste caso duas variaveis). Resulta assim para o

presente caso
w=2; ¢&=0, (113)

0 que significa que o valor de amostragem deve ser f(0), com um peso de 2. Assim, a

expressao (109) toma a forma

I = [ f(£)e=~2f(0). (114)

Generalizando para n pontos de integracdo, seguindo o0 mesmo procedimento, obtém-se 0s
pesos e 0s pontos de integracdo para qualquer valor de n. A tabela seguinte apresenta estes
valores até seis pontos de integracéo [47].
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NuUmero de Localizagéo dos pontos,
bontos, n s Pesos, w;
1 0,0 2,0
2 +1/73=40,5773502692 1,0
3 +0,7745966692 0,5555555556
0,0 0,8888888889
4 +0,8611363116 0,3478548451
+0,3399810436 0,6521451549
5 +0,9061798459 0,2369268851
+0,5384693101 0,4786286705
0,0 0,5688888889
6 +0,9324695142 0,1713244924
+0,6612093865 0,3607615730
+0,2386191861 0,4679139346

Dos resultados apresentados constata-se que os pontos de Gauss se encontram localizados
simetricamente relativamente a £=0, e que 0s pontos simétricos tém pesos idénticos. De
uma maneira geral, 0 Método da Quadratura de Gauss com n pontos, apresenta solucdo
exata se a funcdo for polinomial de grau (2n-1) ou inferior. Por outro lado, ao usar o
Método de Gauss com n pontos, efetivamente substitui-se a funcdo f(¢) por um polinémio
de grau (2n-1) e assim a precisdo da integracdo numérica depende do grau de aproximacgédo
deste polindbmio a funcéo real a aproximar. Caso a funcdo f(¢) ndo seja polinomial, o

Método de Gauss € inexato, mas melhora a precisdo com n.
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Para integrais a duas dimensdes do tipo

lzﬁf(f,ﬂ)dédn (115)

pode ser aplicada a expressao (108) em sucessao, isto é, integrando primeiro relativamente

a uma coordenada e posteriormente relativamente a outra. Assim

| ~ j{zw f (;,n)}dr; (116)
| ~ w, {Zn“wif((;,nj )} (117)
L3 ww, £ (£,1,) (118)

i=1 j=1

De notar que ndo € necessario usar 0 mesmo numero de pontos de Gauss em cada
coordenada, isto é, pode-se ter i#. O caso descrito pode ser aplicado a expressao de ke,
apresentada em (106), onde BedetJ sdo fungdes das coordenadas naturais (& 7). O método
de determinacdo de ke consiste na integracdo numérica de uma matriz de ordem 8,
elemento a elemento. No entanto, considerando a simetria desta matriz, o processo é
simplificado, na medida em que ndo se torna necessario o calculo dos elementos
posicionados abaixo da diagonal principal. Considerando

f(£,7)=t,(B"DBdetJ) (119)

ij

como sendo o elemento ij da matriz a integrar numericamente, a expressao (118) pode ser

escrita da seguinte forma para o elemento ij

>
>

Iy =key = ww, £ (&.77,) (120)
-1 j-1

Usando dois pontos de integracdo em cada dimensdo obtém-se, desenvolvendo a expressao

anterior

ko = 25D wiw; () (121)
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I LIAICRARTTATERA)

keij ~ W12f (51-771)+W1W2f (51'772)+W2W1f (62'771)+W22f (52-772)7

onde os pesos e as localiza¢6es dos pontos de Gauss séo

w =10, w,=10, §=n=

_i é—ﬂ—+i
NN

n
772=\/]—§ X4——3X
LT,
1 | 1 2
'712‘\7—3 X — X
D U
51_ \/—3 é_\/'g

3.2.2.3 Carregamentos equivalentes

(122)

(123)

(124)

Os carregamentos distribuidos e esforgos por unidade de volume sdo tratados de forma

idéntica ao elemento triangular de deformacdo constante de 3 nos, cuja descri¢do e

sugestdo de referéncias para maior detalhe se encontram na Seccéo 3.2.1.3.

3.2.2.4 Estado de tensdo nos elementos

As deformacdes e tensdes sdo definidas pelas expressbes (24) e (14), respetivamente,

considerandoB em coordenadas naturais (&, #7) [38]. Tem-se assim que

e.(5m)=1¢ =B, (&.7;)2,
P ean)
O-X

o-e(gi"]j): O-y =Dese(§i'77j)v
T
Y e(sm)

63

(125)

(126)



FORMULAGAO DOS ELEMENTOS FINITOS A IMPLEMENTAR

onde, para o calculo de B(&,7;), & necessaria a substituicdo de & e 7 pelos valores relativos

ao ponto de Gauss no qual estdo a ser calculado os valores, & e ;.

A partir da obtencdo do estado de tensdo, a expressao a utilizar para o célculo da tenséo

equivalente de von Mises encontra-se em (77).

Da propriedade do material cceq € da tensdo maxima pode ser obtido o F.S, calculado a
partir da equacéo (78).
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4 Desenvolvimento do

software

Neste capitulo é descrito o programa desenvolvido e quais 0s recursos utilizados para tal,
estabelecendo uma estrutura e descrevendo todas as funcionalidades do programa.
Posteriormente apresentam-se os resultados obtidos pelo programa, assim como a
validacdo do software desenvolvido para elementos bidimenisonais triangulares e

quadrilateros.

4.1 Estrutura

A criacio do programa informatico em ambiente Matlab® para estudo de estruturas planas

pelo Método de Elementos Finitos seguiu a seguinte estrutura logica:

Inicializacdo do programa a partir do ficheiro StartGUI.fig ou a partir da linha de
comandos do Matlab® escrevendo StartGUI.fig;

— Escolha da lingua em que se quer trabalhar, clicando na respetiva bandeira. Os
idiomas disponiveis nesta versao sao o Portugués e o Inglés;

— Escolha do tipo de malha (triangular ou quadrangular) a analisar. Devido a
diferenca inerente de resolucdo de cada tipo de malha, cada analse tem um codigo
distinto;

— Desenho da figura a analisar por coordenadas / escolha do quadrilatero a analisar;

— Introducéo de carregamentos e restri¢oes;
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— Introducdo das propriedades do material e da malha;

— Visualizacdo de resultados sob 0 Método de Elementos Finitos.

Criacdo de
figuraa
analisar

Propriedades da
malha e material

. N Escolha de
Inicio > .
analise

Forcase

restricGes

Escolha de
tipo de
quadrilatero

Figura 14: Esquema de funcionamento do software desenvolvido.

No esquema da Figura 14 observa-se como o softwarese desenvolve até a obtencdo de
resultados. De salientar que em qualquer passo deste processo se pode carregar um

trabalho previamente guardado para continuar a anélise.

4.2 Métodos de programacéao

O Matlab® tem um funcionamento programatico similar as linguagens de programagcéo C#,

C++ e Java, pois muitas funcdes sdo utilizadas da mesma forma.

Utilizou-se o modulo GUIDE para auxilio da criacdo do ambiente grafico. Esta ferramenta
permite a facil implementacdo de objetos de interface como botdes, caixas de selegéo,
tabelas, entre outros a partir caixa de ferramentas deste modulo. Ao longo da construcéo da
interface grafica utilizando este médulo, o GUIDE gera automaticamente o codigo base de
controlo em MATLAB®, que pode ser alterado para programar o comportamento
pretendido mais facilmente. Guardar um ficheiro de interface grafica gera um ficheiro de
extensdo *.fig, que pode ser executado a partir do MATLAB®. O ficheiro tipo *.fig

necessita um ficheiro *.m associado com o devido cédigo programatico.
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O cébdigo escrito para a interface grafica é guardado num ficheiro com extensdo *.m. Aqui
sdo guardadas todas as instrucgdes e rotinas a serem executadas. Este ficheiro ndo necessita
de um ficheiro *.fig associado pois o MATLAB® tem por si uma interface gréfica
embutida. Contudo, a interface grafica MATLAB® ndo pode ser livremente editada,

enquanto o que se deseja é um ambiente personalizado.

O ambiente personalizado que foi criado necessita ambos ficheiros do tipo *.fig e *.m para

ser executado.

Recorreu-se a algumas fungdes externas para a malhagem e assemblagem de matriz de

rigidez local e global. Os restantes calculos foram efetuados nos ficheiros *.m.

Dada a complexidade de criagdo da malha para elementos triangulares, recorreu-se ao
distmesh2d, um cddigo em MATLAB® que cria malha a partir de um conjunto especifico
de instrucdes. A explicacdo do funcionamento deste codigo distancia-se do ambito desta

dissertagéo, pelo que pode ser encontrado em [32].

Para malhagem de elementos quadrangulares, recorreu-se também a um codigo externo
[48], enquanto para a resolucdo do sistema de equacdes utilizaram-se algumas fungdes

encontradas em [49].

4.3 Bases de dados

O programa desenvolvido ndo recorre a bases de dados, exceptuando as do proprio
MATLAB®. A estrutura pensada para o programa requer sempre introducdo de dados pelo
utilizador, no qual véo sendo criadas as variaveis necessarias ao longo do processo. Existe
sim, a possibilidade de criacdo da propria base de dados do utilizador, ja que o programa
incorpora a funcdo de guardar e carregar o trabalho feito.
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4.4 Funcionamento do software

A partir da interface grafica do programa, o utilizador terd que introduzir dados ao longo
da execucdo do mesmo. Estes dados serdo necessarios para a implementacdo do MEF. Os

dados necessarios sao 0s seguintes:

- Um dominio fechado (figura criada na janela Make2d_PT ou escolha de quadrilatero em
Q4 _PT);

- Restricdes e acOes (opc¢des na janela ForceNreact PT);

- Propriedades do material e propriedades da malha (introduzidos na janela
VALUEGUI_PT).

O nicleo do codigo deste programa em MATLAB® encontra-se no ficheiro
VALUEGUI_PT.m. Aqui criam-se as matrizes p et, que fazem parte do cddigo pacote
distmesh2dno caso de malhagem com elementos triangulares. A matriz p contém a
localizagdo cartesiana dos nds dos elementos. A matriz t contém a identificacdo dos nos
pertencentes a um dado elemento. No caso de elementos quadrangulares, 0s nos e posicao
dos elementos sdo criados a partir de uma outra metodologia, que adquire na mesma a

forma de matrizes pe t por conveniéncia.

Reunindo-se estes valores inicia-se a analise pelo MEF — aproximacdo formal, no caso de
malha de elementos triangulares e analise pelo MEF — aproximacdo isoparamétrica, no
caso de malha de elementos quadrangulares (ver capitulo 3). Sdo geradas matrizes vazias
com as dimensdes necessarias para albergar as matrizes de rigidez local[k] e global[K]. E
gerada a matriz de elasticidade [D], dependendo se a analise é por EPT ou EPD, comum a
todos os elementos, pois todos os elementos partilham da mesma propriedade de material.
Sao também inicializados os vetores de deslocamentos e forgas, assim como as matrizes de
tensdes e deformacdes. Isto é feito para permitir uma melhor fluidez do programa, pois
todas as variaveis que permitem criar estas matrizes existem e o MATLAB®tem um
funcionamento mais eficiente com matrizes pré-criadas do que com matrizes criadas

incrementalmente[49].

Segue-se a anélise elemento a elemento, onde se compila a posi¢do de cada nd de cada

elemento com os graus de liberdade do sistema utilizando a funcdo externa feeldof.
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Posteriormente calcula-se a area do tridngulo e as funcdes de forma para obedecer a
equacdo (52) para definir a matriz de deformacéo [B]. Através dos dados obtidos é entdo
assemblada a matriz de rigidez do elemento singular a partir da equacdo (53), que €
incrementada na matriz de rigidez global. Estes passos sdo repetidos até ser analisado o

ultimo elemento, onde o ciclo de analise elemento a elemento é concluido.

Sdo depois aplicadas as restricdes no sistema global de equacfes, que sdo identificadas
pelos nos na face que estiver restrita pelo utilizador.Calculam-se os deslocamentos do
sistema a partir da equacdo u = kk(a,a)\ff(a), onde u € o vetor de deslocamentos, kk a

matriz de rigidez global, ff o vetor de for¢as e a os nés na fronteira.

E entao feita uma pds-computacio para retirar as matrizes de tensdo e deformacéo,

permitindo assim o utilizador visualizar e conferir estes valores.

Como nota final, o programa ndo tem um ficheiro executavel, pelo que deve ser

inicializado a partir do programa Matlab®.

4.4.1 Arranque do programa

O programa de malhagem e andlise pelo MEF é iniciado a partir do ficheiro StartGUI fig,
fazendo duplo clique sobre este ficheiro ou digitando “StartGUI” na linha de comando do
MATLAB®. Nesta janela o utilizador inicializara o programa escolhendoo

idiomapretendido. A partir deste ponto é apresentado o programa em lingua Portuguesa.

4.4.2 Escolha do tipo de malhagem

Apos a escolha do idioma pretendido, o utilizador escolhe qual o tipo de malha que quer
utilizar, tendo como opg¢des Malhagem Triangular e Malhagem Quadrangular, como
mostra aFigura 15. Caso escolha a Malhagem Triangular, é reencaminhado para a seccéo
de construgédo, janela Make2dGUI_PT, onde o utilizador podera construir a figura que
pretende analizar. Caso escolha a Malhagem Quadrangular, o utilizador é reencaminhado
para a janela Q4_PT, onde podera escolher analisar entre trés quadrilateros arbitrados, cada

um com a sua estrutura de malha. Se pretender, pode nesta janela carregar um trabalho
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previamente guardado. Poderd ainda ler os créditos com informacdo do programa e do

autor da presente tese.

Choose_PT = X

‘ Malhagem triangular

Malhagem quadrangular

Créditos

¥

Anterior

i

Figura 15: Escolha do tipo de malha.

Na proxima seccao é onde € criado o dominio para analise (ver capitulo 2.1.2), um dos pré-

requisitos para aplicacdo do MEF.

4.4.2.1 Criagdo geometria

Apds a seleccdo do tipo de malhagem, caso tenha sido malhagem por elementos
triangulares, é aberta a janela Make2dGUI_PT representada na Figura 16.Nesta janela

poderé criar a sua figura a partir das caixas de coordenadas.
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B Make2dGUIL PT = [ L=

Coordenad 1r

1° Ponto—— — 2° Ponto
X= 0 X= 1
Y= 9 Y= 9 08t

09r

0.7}

061

l Armazenar l Apagar l

05}

04r

03}

021

01}

0 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 06 0.8 1

o] [

Figura 16: Janela de criagdo de geometria.

Segundo a abordagem informaética utilizada, a maneira correta do utilizar desenhar a sua
estrutura é de comecar num ponto a sua escolha, desenhar a sua figura a partir desse ponto
continuamente recorrendo ao botdo “Armazenar”, e acabar no mesmo ponto em que
comegou, onde o programa pode entdo assumir que o utilizador terminou o desenho da
figura a analisar. Caso necessario pode-se recorrer ao botdo “Apagar” para apagar o ultimo
par de coordenadas introduzidas. Para melhor clareza, a partir do ponto inicial, a primeira
seccao de introducdo de coordenadas ficara inativa, onde se transformara num lembrete da

ultima coordenada introduzida, conforme se pode verificar na Figura 17.

2° Ponto 3* Ponto
X= 1 K= 1
Y=| g Y= 1

Figura 17: Demonstracédo da introducdo de coordenadas.
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A figura criada devera ser entdo iniciada no ponto pretendido, no qual se continuara deste
ponto em diante, como € demonstrado na Figura 18.

1 Ponto 2° Ponto 2° Ponto F Ponto 3* Ponto 4° Ponto
X=| 9 X= 1 x= ; X= 1

X= 1 X= 2
Y= 0 Y= 0 ¢ Y= - = $ Y= = Y = 1

+ <+

=1
Armazenar Armazenar Armazenar

Figura 18: Introducédo de coordenadas.

O resultado obtido a partir da introdugédo de dados segundo a Figura 18 pode ser verificado
pela Figura 19.

08

06

04

0.2

-0.2

Figura 19: Resultado visual da introducao de coordenadas.

O utlizador podera retroceder na criacdo de figura caso o ponto inserido ndo seja o
desejado clicando no botao “Apagar’. Nesta janela podera também guardar o seu trabalho
clicando no botdo “Salvar” ou carregar um trabalho previamente feito a partir do botdo
“Abrir”. Se o utilizador preferir recomegar a criacdo da figura, pode fazé-lo carregando no
botdo “Apagar” até desaparecerem todos os pontos previamente desenhados, ou
carregando no botdo “Anterior”. Ao carregar no botdo “Anterior” o utilizador sera
questionado se quer realmente sair, pois qualquer trabalho realizado até este ponto sera
apagado se ndo for previamente gravado através do botdo “Salvar”. Isto pode ser

observado naFigura 20.
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"B Aviso R

@ {J seu trabalho sera perdido se ndo o tiver gravado. Deseja continuar?

Figura 20:Aviso quando pressionar o botdo “Anterior”.

Quando o utilizador finalizar a sua figura e criar um dominio fechado, podera continuar
para a proxima sec¢do carregando no botdo “Seguinte”, ao que serd aberta a janela

ForceNreact PT.

4,422 Escolha da geometria

Apo6s a seleccdo do tipo de malhagem, caso tenha sido malhagem por elementos
quadrangulares, é aberta a janela Q4_PT representada naFigura 21.Nesta janela o utilizador
podera escolher o tipo de geometria que pretende analisar a partir das hipoteses

apresentadas.

'8 Qert ol ]|

0.8

‘ Quadrado Unitério ‘

06

04r

l Quadrilatero de malha pela diagonal inferior

02r

eixoy
[

l Quadrilatero de malha pela diagonal superior

Figura 21: Janela de escolha de geometria.
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As escolhas sdo limitadas a trés casos:

— Quadrilatero unitario, com centroide na origem do eixo (Figura 22-a);
— Quadrilatero arbitrado com malha pela diagonal inferior (Figura 22-b);

— Quadrilatero arbitrado com malha pela diagonal superior (Figura 22-c);

a) Quadrilatero

N b) Quadrilatero arbitrario com c) Quadrilatero arbitrario com
Unitario

malha pela diagonal inferior malha pela diagonal superior

Figura 22: Quadrilateros disponiveis para analise.

Ao clicar em qualquer um dos trés botBes a esquerda da area de pre-visualizacdo, o
utilizador escolherd o tipo de quadrilatero que quer analisar, tendo também uma pré-

visualizac&o disponivel do mesmo.

O codigo de malhagem para elementos quadrilateros utiliza diagonais para subdividir as
figuras em regides triangulares, posteriormente utilizando diagonais intermédias para fazer
outra subdivisdo. Tendo isto em conta, o cddigo tem a limitacdo de produzir malhas

unicamente para figuras com vértices pares, e neste caso especifico, quadrilateros.

Caso o utilizador pretenda carregar um trabalho previamente gravado, carrega no botdo
“Abrir” e sera redireccionado para a proxima janela de trabalho, ja com o seu trabalho

anterior carregado.

Finalizada a escolha, o utilizador clica no botdo “Seguinte”, onde sera fechada esta janela e

aberta a proxima, ForceNreact_PT.
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4.4.3 Condigdes fronteira e carregamentos

E nesta janela que podem ser criadas as condic@es fronteira e carregamentos pontuais.A
figura feita anteriormente é carregada no lado esquerdo da janela. No lado direito existem

duas seccoes: restricdes e forcas.

Para introduzir uma restricdo numa linha, o utilizador terd de seleccionar a mesma a partir
duma lista disponivel numa caixa dropdown, onde, apds a selecgdo, devera ser escolhido o
tipo de restri¢do pretendido, ou seja, uma restricdo de deslocamento no eixo X, no eixo Y

ou em ambos eixos, conforme demonstrado na Figura 23.

— Restricdes

Restricdo em X

9 Restricdo emY

RestricioemXeY

Armazenar

‘ Limpar ‘

Figura 23: Assignacdo de restri¢cGes nas linhas de fronteira.

Terminada a selecdo, é armazenada a decisdoem vetores independentes a partir do botdo
“Armazenar”. O tipo de restricdo é representado na figura sob espessura de linha mais
grossa, com o tipo de linha sendo tracejado, ponteado, ou traco e ponto para restricdo em

X,emY eem X e Y respetivamente, como pode ser visto na Figura 24.
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0.8

0.6

04

0.2

02

0.4

-0.6

0.8

-
L — F=10000 EERE 2
A ¥ K

R

=]

Figura 24: Representacao dos diferentes tipos de restricao.

A selecdo de uma restricdo diferente a escolhida vai prevalecer sobre a anterior aquando o
armazenamento da decisdo pelo botao “Armazenar”. Ao introduzir o mesmo tipo de
restricdo numa linha j& restrita, surgird uma caixa de texto a avisar que a linha ja tem a
restricdo que o utilizador pretende. O utilizador pode valer-se do botdo “Limpar” para

eliminar todas as restricdes introduzidas.

—Forcas
1. Valor 100000 N
Qo
El ‘ Limpar
‘ Aplicar Forca ‘

Figura 25: Painel de selecdo da direcdo da forca a aplicar.

Para introduzir uma forca, escolhe-se a sua direcdo e intensidade a partir do painel de
botbes com setas e da caixa de texto com descri¢do de forca, respetivamente(Figura 25).
Apods a caracterizagdo da forga, o utilizador devera clicar no botdo “Aplicar Forga” e

seleccionar o ponto na figura onde quer aplicar a forca. A correta seleccdo deste ponto é
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caracterizada por um marcador e uma caixa de texto ao lado deste que representa as suas
coordenadas (Figura 26). Estando este ponto seleccionado, o utilizador devera clicar no
botdo “Ponto Escolhido”, que anteriormente era o botao “Aplicar For¢a”, com o intuito de
armazenar a direcdo, intensidade e localizacdo da forca. Este armazenamento &
demonstrado visualmente por uma caixa de texto de cor cinzenta que surge no local de

aplicacédo da forga com a respetiva direcdo e intensidade.

-

W = F=10000] 'TCE:

[E L]

0B

X 0500000
¥: 0.500000
Index: 7

swe = mm e

=

04

0z

0z

a4f -

FTn

08k

Figura 26: Aplicacdo de forga num ponto da area de visualizag&o.

Quando o utilizador tiver terminado a caracterizacdo de restricdes e forcas na area de
visualizacdo, pode entdo seguir para a proxima janela, VALUEGUI_PT, clicando no botéo
“Seguinte”. Note-se que o utilizador pode partir para a janela seguinte sem ter definido
restricdes ou forcas, pois a malhagem da figura € independente destes valores. Contudo,

néo serdo representados quaisquer valorres aquando da representacao de resultados.

4.4.4 Malhagem e propriedades do material

E na janela VALUEGUI_PT onde é aplicada a analise numérica e o pds-processamento.
Aqui é representada a figura juntamente com as forcas e reacdes aplicadas criadas pelo
utilizador. Ao lado esquerdo estdo dois paineis: Propriedades da Malha e Propriedades do
Material. Sobre a figura existe um conjunto de botdes com os simbolos ¢ e &,

representativos de tensdo e deformacao.

Representado na Figura 27, estao painel Propriedades da Malha.
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Para o0 caso de analise com elementos triangulares, o utilizador introduz qual o tamanho

médio do elemento finito de que a malha vai ser constituida.

Para o caso de analise com elementos quadrangulares, é introduzido na caixa de texto o
numero de subdivisdes da malha. Quanto mais elevado este numero, maior é o nimero de

elementos gerados, e consequentemente, refinamento da malha é mais elevado.

Neste painel esta também a opcéo de escolher o tipo de estado de tensdo, EPT ou EPD.

Qualquer uma destas escolhas influenciara o resultado final.

Propriedades da Malha——— —Propriedades da Malha
Refinamento 0.1 Refinamento 0.1
O refinamento & o tamanho g reﬁr:}adr_ngnfo édo ”L"rT;m
sdi e subdivisdes da malha.
D e e e 0 DEPT Experimente inicialmente 9 EPT
Experimente com 1/100 P : :
da maior dimenséo. EPD Coﬂgrr?:mzs- ﬁ]?eﬁ?;f;mte =
a) b)

Figura 27 a) Propriedades da malha para analise com elementos triangulares e b)Propriedades da
malha para analise com elementos quadrangulares.

No painel Propriedades do Material introduzem-se as propriedades necessarias para
caracterizar a figura, como pode ser verificado na Figura 28. Estas propriedades séo a
espessura da placa fina (ver capitulo 3) em milimetros, mdédulo de Young (E) em Pascal,
coeficiente de Poisson (v) e tensdo de cedéncia, que serdo utilizadas para gerar 0s

resultados.

Propriedades do material

Espessura = 1 mm
E =| 210 GPa
Poisson = 0.3

Tensdo Cedencia =| 4qp MPa

Figura 28: Painel de Propriedades do Material.
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Apbs o utilizador escolher as propriedades da malha e do material pretendidas, clica no

botdo “Malhar” para executar o codigo de malhagem e respetiva analise MEF.

4.4.5 Apresentacdo de resultados

Finalizado o processo de malhagem e célculo MEF, é apresentada por defeito a tensdo de
von Mises em cada elemento na area de visualizagdo, como pode ser verificado na Figura
29. E possivel visualizar diferentes resultados se o utilizador recorrer aos botdes no topo da
area de visualizacdo, cada um indicando o tipo de resultados possiveis de apresentar. Estes
resultados incluem as tensfes nos eixos X e Y, tensdo de cisilhamento e tenséo

equivalente, deformagéo nos eixos X e Y e distor¢do no plano XY.

Torna-se visivel um terceiro painel, que apresenta a tensdo maxima de von Mises, assim

como o fator de seguranca, ambos obtidos apds a computacdo da malha e resultados.

Na resolucdo do modelo com elementos quadrangulares, utilizou-se dois pontos na

quadratura de Gauss.

[ £Y h EX j Tenséo Equivalente (N/mz) x105

45

05

Figura 29: Area de visualizagio com resultados pds-computac&o.
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E agora possivel interagir com o botdo “Resultados”. Clicando em “Resultados” abre-se
uma janela independente, Figura 30, para poder visualizar os dados em forma numérica,
podendo exporta-los para um ficheiro Excel através do botdo “Exportar para Excel”. O
utilizador pode organizar os dados por ordem ascendente ou descendente a partir do botao
“Ordenar 6 eq 1” como se pode observar na figura. A ordenacdo de dados ¢ efetuada pela

coluna Sigma eq, referente a tensdo de von Mises.

results_t =] X

Ordenar o eq T I I Exportar para Excel

X Y Sigma Eq | Sigma X @ Sigma¥ | TauXY |Eg

1 0.3480 01798 5.4839e+05-56.8362e+05-7.9620e+04 9.0124e+03 2. »

2 0.2628 -0.2204 4.8760e+05 -4.9729e+05 -6.0475e+04 7.4990e+04 -2 |=
3 0.2108 0.9330 4.5741e+05 -8.8182e+04 1.0011e+05-2.4671e+05 -5.
4 0.1679 -0.2524 4.3561e+05 4.2765e+05 -6.9489e+04 1.0289%e+05 -1.
5 0.0765 -0.2845 4.0619e+05 -3.7605e+05 -7.5449e+04 1.2417e+05 -1.
6 -0.0123 -0.3130 3.8233e+05 -3.3070e+05 -7.1065e+04 1.3572e+05 -1.
7 -0.0961 -0.3529 3.7271e+05 -2.9263e+05 -8.1684e+04 1.5331e+05 -1.
8 -0.1892 -0.3870 3.6243e+05 -2.3861e+05 -7.6392e+04 1.7011e+05 -1.
9 0.2439 0.8780 3.5559e+05 -1.4831e+04 -2.7957e+05-1.3192e+05 3.
10 -0.2847 -0.4256 3.3696e+05 -1.6351e+05 4.0857e+04 1.7494e+05 -7
11 0.3008 0.7740 3.2279e+05 -6.8370e+04 -2.34622+05 -1.4203e+05 9.
12 0.1890 0.7459 3.0841e+05 -2.2149e+04 2.9214e+05-3.0613e+04 -5
13 0.2978 -0.1676 2.8773e+05 -2.8466e+05 6.0441e+03 4439272 1.
14 0.1392 0.4451 2.8103e+05 1.2694e+05 2.6100e+05-9.6392e+04 2
15 0.3552 0.6824 2.7877e+05 -7.2440e+04 -2.0601e+05 -1.2241e+05 -5.
16 0.2001 -0.1468 2.7618e+05 -2.9495e+05 -5.3541e+04 2.7105e+04 -1.
17 0.2070 -0.2067 2.7467e+05 -2.7135e+05 -2.3641e+04 5.0551e+04 -1.
18 -0.3809 -0.4563 2.7196e+05 -6.6794e+04 8.8124e+04 1.3644e+05 4.
19 0.0495 0.3870 2.6908e+05 2.8035e+05 5.2819e+04 4.4076e+04 1.

n 01115 1 7367 2 RAT1a+05 2 4300a+04 2 8454a+04 T FT2Re+04 1
] 3

Figura 30: Janela de resultados da andlise.

4.5 Validacao do software desenvolvido

Um dos meios possiveispara se validar os resultados é utilizar um modelo simples para
resolucdo algébrica e comparacdo. Outro meio € a utilizacdo de um software comercial
com resolugdo MEF. Nesta tese foi utilizado o programa ABAQUS® para a validacio de

resultados.
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45.1 Elementos bidimensionais triangulares

A apresentacdo visual dos resultados de ambos programas para resolugdo do MEF para
elementos bidimensionais triangulares pode ser encontrada na Figura 32. Por conveniéncia,
as figuras de todos os resultados obtidos encontram-se no anexo B. Na Tabela 1 encontra-
se uma comparacdo da tensdo equivalente de von Mises obtida por nimero de elementos
entre o software desenvolvido e 0 ABAQUS®. A tensdo equivalente de von Mises para o
ensaio no ABAQUS®foi obtida a partir da média de valores encontrados nos trés nésdo
elemento com maior tensdo, ja que ndo foi possivel requerir a0 ABAQUS®que

representasse um valor unico por elemento.

Verifica-se uma boa correlacdo entre os resultados, com uma diferenca média de 9%, o que
valida o software para resolucdo de MEF para elementos bidimensionais triangulares. Esta
correlacdo pode ser visualizada na Figura 31.Possiveis causas para esta diferenca poderdo
ser a diferenca entre a organizacdo dos nds nas malhas, resultando em valores ligeiramente

distintos, e uma diferente formulagéo do elemento finito em quest&o.

Tabela 1: Comparacdo de resultados entre o software desenvolvido e 0 ABAQUS®.

MATLAB ABAQUS
N° Elementos |  von Mises | N° Elementos | 6 von Mises | Diferenca
384| 4,57E+05 367| 3,86E+05 -16%
595| 5,45E+05 602| 4,89E+05 -10%
1089 | 6,12E+05 1042 | 6,29E+05 3%
2551| 1,14E+06 2582 | 1,05E+06 -8%
10554 | 2,30E+06 10008 | 2,04E+06 -12%
Média -9%
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2,50E+06 N
Elemento Triangular
‘<;‘ 2,00E+06 X
S~ /
£
é 1,50E+06
S
c
S 1,00E+06
o
UT
o 5 0OE+05 B /
'q_) ’ W
0,00E+00 T
300 3000
Numero de elementos (log) MATLAB
== ABAQUS

Figura 31: Correlacéo entre resultados obtidos em MATLAB® e ABAQUS®.

a)

Figura 32 a) Figura com 384 elementos em MATLAB® e b) Figura com 367 elementos em
ABAQUS®.

4.5.2 Elementos bidimensionais quadrilateros

A apresentacdo visual dos resultados de ambos programas para resolucdo do MEF para
elementos bidimensionais quadrilateros pode ser encontrada na Figura 34. Por
conveniéncia, as figuras de todos os resultados obtidos encontram-se no anexo B. Na
Tabela 2 encontra-se uma comparacdo da tensdo equivalente de von Mises obtida por
numero de elementos entre o software desenvolvido e o ABAQUS®. A tensdo equivalente

de von Mises para o ensaio no ABAQUS®foi obtida a partir da média de valores
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encontrados nos quatro nés do elemento com maior tensdo, ja que nao foi possivel requerir

a0 ABAQUS®que representasse um valor Gnico por elemento.

Tabela 2: Comparacgdode resultados entre o software desenvolvido e 0o ABAQUS®.

MATLAB ABAQUS

N° Elementos | ¢ von Mises N° Elementos | o von Mises | Diferenca
54 3,82E+04 48 4,17E+04 9%

96 5,09E+04 93 5,24E+04 3%

216 7,63E+04 225 8,87E+04 16%

384 1,02E+05 341 9,66E+04 -5%

486 1,15E+05 484 1,42E+05 24%

600 1,27E+05 644 1,39E+05 -8%
Média 9%

Verifica-se uma boa correlacdo entre os resultados, com uma diferenca média de 9%, o que
valida o software para resolu¢do de MEF para elementos bidimensionais quadrangulares.
Esta correlacdo pode ser visualizada na Figura 31. Possiveis causas para esta diferenca
poderdo ser a diferenca entre a organizacdo dos nds nas malhas, resultando em valores

ligeiramente distintos, e uma possivel diferente formulacéo do elemento finito em questao.

Leoes0s | Elemento Quadrangular

1,40E+05 /.5...7
1,20E+05 /

1,00E+05 /

8,00E+04

6,00E+04

4,00E+04 -

Tens3o von Mises (N/m~2)

2,00E+04

0,00E+00 T T T )
0 200 400 600 800
Nudmero de elementos™®=MATLAB von Mises

== ABAQUS von Mises

Figura 33: Correlagdo entre resultados obtidos em MATLAB® e ABAQUS®.
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Figura 34 a) Figura com 54 elementos em MATLAB® e b) Figura com 48 elementos em

b)

ABAQUS®.
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5Conclusoes

Neste trabalho pretendeu-se o desenvolvimento de um software na plataforma de
programacdo MATLAB® que permita a modelagdo de um modelo arbitrado, podendo
introduzir os carregamentos e restricdes, e posteriormente visualizar os resultados em
ambiente grafico ou tabular. Implementou-se um codigo de geracdo de malha para ambos
casos de malhagem com elementos bidimensionais triangulares e elementos
bidimensionais quadrangulares. Para a resolucdo dos sistemas de equacgbes do
MEF,utilizou-se a aproximacédo formal para elementos bidimensionais triangulares, e para
elementos bidimensionais quadrangulares utilizou-se a aproximacdo isoparameétrica,
permitindo ambas aproximagdes, EPT ou EPD. Verificaram-se os resultados obtidos pelo
software desenvolvido com o software ABAQUS® , comprovando-se uma boa correlagio
entre eles. O software permite a gravacédo e carregamento de sessdo, como também permite
a exportacdo dos resultados em formato *.xls. Este demonstra o fator de seguranca obtido a

partir da tensdo méaxima equivalente. E possivel também a escolha linguistica do programa.

O software desenvolvido cumpre assim todos os objetivos a que se propds, incluindo os

seus sub-objetivos.
Sugestdes para trabalhos futuros:

— Andlise do codigo para reduzir tempo de processamento;

— Refinamento do c6digo anti-colisdo na plataforma de criacdo Make2dGUI;

— Refinamento da malha em pontos especifios. Sugere-se 0 uso da funcdo fh do
distmesh para elementos triangulares;

— Capacidade de importacdo de ficheiros do tipo CAD;

— Criacgéo de bibliotecas com geometrias pré-definidas diversas;

— Melhoramento do cddigo para analise de outro tipo de geometria.
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Anexo A - Tipos de elementos finitos e suas
aplicacoes. [8]

Elementos finitos mais utilizados

Tridimensionais

(3 Translagdes + 3 Rotagdes)
Triangulares

Casca com 3 nés - 18 GL por elemento
Casca com 6 nds - 36 GL por slemento

Tipo Graus de Numerodenos Tipo de
Elem ento Finito Liberdade por né por elemento Aplicagao
Barra 2D )
3GLNG Baracom 2 nds - 6 GL por elemento plaijsm{:‘;gsa’s‘;“e'ﬁzs
(2 Translagdes + 1 Rotagao) Barracom 3 nds - 9 GL por elemento MUros da suports
Lineares
Estruturas reticulas
6 GLNG Barra com 2 nés - 12 GL por elemento | tridmensionais, treligas,
(3 Translagdes + 3 Rotagdes) Barra com 3 nés - 18 GL por elemento grelhas e
muros de suporte
Quadrandulares
Placacom 4 nos - 8 GL por elem ento
Placa com 8 nés - 16 GL por elemento
Estruturas planas
2 GLNo sujeitas a acgoes
{2 Translagdes) sequndo o seu plano
Triangulares medio
Placacom 3nos - 6 GL por elemento
Placa com 6 nés - 12 GL por elemento
Laminares
Planos
Quadrandulares
Lajecom 4 nos - 12 GL por elemento
Lajecom 8nos - 24 GL por elemento
Estruturas planas
3 GUNoO sujeitas a acges
(1 Translagdo + 2 Rotagbes) perpendiculares ao seu
Triangulares plano médio
g
= Laje com 3 nés - 9 GL por elemento
& Lajecom 6nos - 18 GL por elemento
g
[=
@
&
w Quadrandulares
Casca com 4 nds - 24 GL por elemento
Casca com 8 nds - 48 GL por elemento
Laminares 6 GL/NO Gasca

Tridimensionais

Cubo
8
4 3
r'd
J
Tetraedro
4 3

Cubo com B nés - 24 GL por elemento
Cubocom 20 nés - 60 GL por elemento

3 GL/NG

{3 Trans lagdes)

Tetraedro com 4 nés - 12 GL por
elamento
Tetraedrocom 10nds - 30 GL por
glemento

Estruturas macicas
Tridimensionais, como
barragens e funeis
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Anexo B - Resultados dos testes efetuados

a)

a) b) &

a) Figura com 1089 elementos em MATLAB® e b) Figura com 1042 elementos em ABAQUS®.
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a)

a) Figura com 2551 elementos em MATLAB® e b) Figura com 2582 elementos em ABAQUS.

a)

a) Figura com 10554 elementos em MATLAB® e b) Figura com 10008 elementos em ABAQUS.

a) Figura com 54 elementos em MATLAB® e b) Figura com 48 elementos em ABAQUS®.
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8) M ‘ )

a) Figura com 96 elementos em MATLAB® e b) Figura com 93 elementos em ABAQUS®.

a) Figura com 216 elementos em MATLAB® e b) Figura com 225 elementos em ABAQUS®.
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a) Figura com 384 elementos em MATLAB® e b) Figura com 341 elementos em ABAQUS®.

a) Figura com 486 elementos em MATLAB® e b) Figura com 472 elementos em ABAQUS®.

b) landa.a 6.13-1
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a) Figura com 600 elementos em MATLAB® e b) Figura com 644 elementos em ABAQUS®.
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