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Resumo

Neste trabalho apresentamos resultados do nosso estudo sobre operadores
integrais de convolugao, baseado no método das transformadas de Laplace e de
Mellin. Apresentamos as definicoes e estabelecemos condi¢oes da sua existéncia,
em varios espacos de Lebesgue. Além disso, provamos férmulas de inversao de
certos operadores integrais de convolugao do tipo de Mellin. Sao discutidas
algumas relagoes entre a transformada de Laplace e a transformada Mellin. Por
fim, aplicamos estes métodos na investigacao de operadores de convolucao de
Mellin, relacionados com ntucleos associados a fungoes de Bessel, de Gauss e de
Bessel modificadas.
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Abstract

In this work we exhibit results of our study of convolution integral op-
erators, based on the Laplace and Mellin transforms methods. We give the
definitions, establish conditions of their existence and boundness in various
Lebesgue spaces. Furthermore, we prove inversion formulas for certain convolu-
tion operators of Mellin type. Some relationships between Laplace and Mellin
transforms are discussed. Finally, we apply these methods to investigate Mellin
convolution transforms related to the kernels, which are associated with Bessel,
Gauss and modified Bessel functions.
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Résumé

Dans ce travail nous présentons les résultats de notre étude sur les opéra-
teurs intégraux de convolution, selon le méthode des transformées da Laplace
et de Mellin. Nous présentons les definitions et établissons les conditions de
son existence, dans plusieurs espaces de Lebesgue. Nous démontrons également
des formules d’inversion de certain opérateurs integraux de convolution du type
de Mellin. Certaines relations entre transformée de Laplace et la transformée
de Mellin sont aussi discutées. Finalment, nous applicons ces méthodes dans
I'investigation des opérateurs de convolution de Mellin, relationnés avec les
nucléaux associés aux functions de Bessel, de Gauss et de Bessel modifiées.
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Introducao

O tema deste estudo foi escolhido por forma contribuir no estudo dos
operadores integrais usando os métodos das transformadas de Laplace e de
Mellin.

Os assuntos de teoria geral relacionados com a transformada de Laplace,
tema tratado no semindrio, sdo assuntos ja abordados por diversos autores e
nas mais diversas areas. A transformada de Laplace tem uma grande aplicagao
pratica em diversas areas, dai esse interesse em tratar o tema. No entanto,
a transformada de Laplace n@o é a unica transformada, existe uma variedade
bastante diversificada de transformadas, com aplicagoes diferenciadas.

Na presenca desta diversidade apetece perguntar: Existe alguma relagao
entre elas? De uma forma diferente do que é habitual, que é partir da trans-
formada de Fourier, no sentido de tirar elacgdes sobre as restantes transfor-
madas e relaciond-las, tentamos, aqui, estabelecer algumas relacoes importantes,
partindo da transformada de Laplace, isto é, aplicando o método da transfor-
mada de Laplace a uma classe de operadores integrais de convolugao.

Para culminar nesta aplicacdo, tivemos que percorrer um caminho de
pesquisa para reunir as nocoes essenciais ao objectivo principal do nosso tra-
balho.

Este trabalho é apresentado ao longo dos Capitulos 1 e 2, sendo o Capitulo
3 o detentor dos conteddos que foram o objectivo pretendido aquando iniciamos
o estudo.

Iniciamos o primeiro Capitulo com a defini¢do de transformada de Laplace,
seguida da apresentacao das condi¢des da sua existéncia. Foram sinteticamente
abordadas algumas das suas propriedades basicas e terminamos com um Sub-
capitulo que diz respeito a transformada inversa de Laplace.

O segundo Capitulo encerra o grande estudo de pesquisa deste trabalho e
refere-se aos operadores integrais de covolugao de Mellin.

Comecamos por uma apresentacao da teoria bésica da transformada de
Mellin, como a definicao, existéncia, propriedades e inversa. Definimos convo-
lucao de Mellin e apresentamos uma relacao entre a transformada de Mellin e
a transformada de Laplace. Seguidamente expomos a teoria geral referente a
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funcao Gama: defini¢do e suas propriedades. As fungoes do tipo hipergeomé-
trico também sao apresentadas pela sua definicao e por exemplos particulares.
Passamos ao teorema de Slater e a aplicacao deste em dois exemplos. O ponto
seguinte apresenta algumas fungoes especiais do tipo hipergeomeétrico. O ultimo
subcapitulo é j4 um um resultado da aplicacao que d4 titulo a esta dissertagao,
¢é a apresentacao do primeiro operador de convolugao de Mellin.

Por fim, o terceiro Capitulo, objectivo essencial do nosso estudo, é a
verdadeira aplicagdo do método da transformada de Laplace a alguns operadores
integrais de convolucao de Mellin.

Xiv



Contenudo

Agradecimentos iii
Jiri: v
Resumo vii
Abstract ix
Résumé xi
Introducao xiii
1 Transformada de Laplace 3

1.1 Definicdo de Transformada de Laplace . . . .. .. .. ... ... 3

1.2 Existéncia de transformada de Laplace . . . . .. ... ... ... 4

1.2.1  Calculo de transformada de Laplace de algumas fungoes

elementares . . . . . ... ... Lo o 6

1.3 Algumas Propriedades Bésicas da Transformada de Laplace . . . 7
1.3.1 Transformada de Laplace de algumas Funcbes . . . . . . . 8
1.3.2 Transformada de Laplace e derivadas . . . . . . . ... .. 11
1.3.3 Relacoes que envolvem integrais . . . . . . . ... ... .. 12
1.3.4 Transformada de Laplace e Funcoes peridédicas . . . . . . 13
1.3.5 Convolugao de duas fungoes . . . . . . . .. ... .. ... 13

1.4 Transformada inversa . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 15
1.4.1 Formula de inversao para a Transformada de Laplace . . 15

XV



1.4.2 Calculo de transformadas inversas . . . . . . . . . . ...

2 Operadores integrais de Convolugao de Mellin

2.1 Transformada de Mellin . . . . . . . . .. .. ... ... .....
2.1.1 Defini¢ao de transformada de Mellin e Propriedades
2.1.2 Existéncia da Transformada de Mellin . . . ... ... ..

2.1.3 Célculo da Transformada de Mellin de algumas fungoes
elementares . . . . . . . ... Lo

2.1.4 Inversdo da transformada de Mellin . . . . . ... ... ..
2.2 Operadores de Convolugao . . . . . . . . .. .. .. ... .....
2.2.1 Convolugao de Mellin . . . . . ... ... .. .. .....
2.2.2 Transformada de Mellin e Transformada de Laplace. . . .
2.3 Propriedades da transformada de Mellin . . . . .. ... .. ...
2.3.1 Transformada de Mellin e derivadas . . . . ... ... ..
24 Funcdo Gama . . . . . . . .. L
2.4.1 Definicao da Funcao Gama . . . . . ... ... ... ...
2.4.2 Propriedades da Fungao Gama, . . . ... ... ... ...
2.4.2.1 Férmuladareducao . .. .. ... ... ... ..
2.4.2.2 Simbolo de Pochhammer . . . . ... ... ...
2.4.2.3 Funcao Gama como um Factorial . . . . . . . ..
2424 Residuos . ... ... ...
2.4.2.5 Funcao Gama e integral de Cauchy-Saalschiitz
2.4.2.6 Funcao Gama e Funcao Beta . . . .. ... ...
2.4.27 Foérmula de Duplicagdo . . . . . . . .. ... ..
2.4.2.8 Foérmula de multiplicacao de Gauss e Legendre .
2.4.2.9 Foérmula de duplicacdo de Legendre . . . . . ..
2.4.2.10 Foérmula de Stirling . . . . . ... ... ... ..
2.4.2.11 Integral Euleriano e Funcao Beta . . . . . . . ..
2.5 Fungoes do Tipo Hipergeométrico . . . . . . ... .. .. .. ...

2.5.1 Série hipergeométrica generalizada . . . . . . . ... ...

XVl

19



2.5.2  Definicao de Funcao do Tipo Hipergeométrico . . . . . . . 38

2.5.3 Exemplos de Fungoes do Tipo Hipergeométrico . . . . . . 38

2.6 Teorema de Slater . . . . .. .. ... ... . 38

2.6.1 Notagdo . . . . . . . . . . e 39

2.6.2 Enunciado do Teorema . . . . . .. .. ... ... ..... 40

2.6.3 Exemplos de Aplicagdo do Teorema de Slater . . . . . . . 41

2.7 Integrais de Mellin-Barnes . . . . . . .. ... ... ... ..... 44
2.8 Algumas Fungoes Especiais do Tipo

Hipergeométrico . . . . . . . . . . . . ... ... o 44

2.8.1 Funcao hipergeométrica de Gauss . . . . . . . .. .. ... 44

2.8.2 Funcao hipergeométrica degenerada e Funcao de Bessel . . 46

2.8.2.1 Funcao de Kummer . ... ... ... ...... 46

2.8.2.2 Funcao de Whittaker . . . ... ... ... ... 46

2.8.2.3 FuncaodeBessel . . . . . . .. .. ... ... .. 47

2.9 Transformada de Laplace de varidvel real . . . . . . . . . ... .. 49

Aplicacao do Método da Transformada de Laplace a uma Classe

de Operadores Integrais de Convolugao 53
3.1 Transformada de Hankel . . . . . ... ... ... .. .. ..... 93
3.2 Transformada com funcaode Gauss . . . . . ... ... ... ... 26
3.3 Transformada de Meijer . . . . ... ... ... ... .. ..... 60
Conclusao 63
A Tabela de Transformadas de Laplace 65
B Tabela de transformadas de Mellin 67
C Lista de simbolos 69
Referéncias 71

xvil






Aplicacao do Método da transformada de Laplace a
uma Classe de Operadores Integrais de Convolucao

Aldina Isabel de Azevedo Correia

8 de Maio de 2005






Capitulo 1

Transformada de Laplace

O principal objectivo deste capitulo é a apresentacao de alguma informagao
elementar sobre a transformada de Laplace: definicdo e existéncia, algumas
propriedades bésicas e nogao de transformada inversa de Laplace. Assim, pre-
tendemos introduzir o estudo desta transformada, tao 1til nas mais diversas
areas, como a fisica, a engenharia e outras.

Como complemento do capitulo e para melhor percep¢ao dos contetdos sio,
ainda, apresentados célculos de transformadas de Laplace de algumas Funcoes
elementares.

Estes resultados podem-se encontrar em vérios livros, como por exemplo,

Watson [8]; Widder [9].

1.1 Definicao de Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é usada para resolver problemas em vérias
areas. Na resolucao de equacoes diferenciais é usual usarem-se as tabelas de
transformadas de Laplace, no entanto é importante conhecer a sua defini¢ao.

Definicao 1.1.1 /8] Seja u(t)uma funcao definida para t>0. A sua transfor-
mada de Laplace é definida por

2 i) =2 WO} = [ uear (1.11)

para todo o nimero complexo p para o qual o integral convirja. O integral diz-se
integral de Laplace.

De igual forma, também se custuma escrever que u(t) = £~ 1.2 {u(t); p}.
Neste caso diz-se que u(t) admite transformada de Laplace.
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Nota 1 Ao longo deste trabalho, sempre que usamos a expressao, fungao u(t),
referimo-nos a uma fungao u(t), para t > 0.

1.2 Existéncia de transformada de Laplace

Uma vez que a transformada de Laplace de uma fun¢ao u(t) é definida por
um integral é-nos colocada a questao da sua existéncia, porque nem sempre o
integral existe. O integral (1.1.1) nao existe, portanto, para todas as funcoes
u(t). Por exemplo se u(t) = et2, entdo o integral diverge, quando t — oo, para
todos os valores de p. Além disso o integral, para algumas funcoes, existe para
alguns valores de p, mas nao existe para outros. Por exemplo, se u(t) = €', o
integral existe para Re p > 1, mas nao existe se Re p < 1. Vejamos, entao,
quais sao as condigbes suficientes para que o integral de Laplace da funcao u(t)

exista.

Lema 1.2.1 [9] Se:

a) u(t) € integravel em qualquer intervalo [a,b],0 < a < b;

b) Existe um nimero real c, tal que para qualquer b > 0; fbA u(t)etdt tem
limite finito quando \ — oo;

¢) para a >0, [*|u(t)|dt, tem limite finito quando e — 0F

Entao £ {u(t);p} existe para Re p > c.

Lema 1.2.2 [9] Se o integral de Laplace de uma dada fun¢ao u(t) converge para
p = ¢, ¢ nimero real, entao converge no semi-plano Re p > c. A convergéncia
é uniforme para |arg(p — c)| < 3.

Demonstragao. Isto é consequéncia da desigualdade

le Ptu(t)| = e~ tHielp—c) le™u(t)| < le=“u(t)], (t > 0).

O teorema seguinte é util na determinacao da regido de convergéncia do
integral de Laplace.

Teorema 1.2.1 [9] Se u(t) satisfaz as condigoes do Lema 1.2.1, a sua trans-
formada de Laplace é uma funcdo analitica de p no semi-plano Re p > c.
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Deste teorema temos que

dZ {u(t);p}

Z{tu(t);p} = — o

(1.2.2)

Temos, entdo a primeira propriedade da transformada de Laplace.

Propriedade 1.2.1 Do teorema 1.2.1, temos (1.2.2), e, por inducdo sobre n,
podemos mostrar que todas as derivadas de £ {u(t);p} existem para Re p > c e,
consequentemente, que £ {u(t);p} € uma fungao analitica da varidvel compleza
p no seu dominio de convergéncia e tem-se que

n dn

Lt u(t);py = (-1)" 0oL {u(t); p}-

Lema 1.2.3 [9] Se u(t) satisfaz as condi¢oes do lema 1.2.1, entao

Z {u(t);p} — 0, quando |p| — +oo, |arg(p — )| < 6 < br.

Nota 2 Este lema e o teorema 1.2.1 permitem ver que nem a toda a funcao cor-
responde uma fun¢ao u(t) tal que £ {u(t)} = £ {u(t); p}. Se Z{u(t);p} nao
é analitica em algum semi-plano Re p > ¢(c finito), ou se £ {u(t); p} ndo tende
para zero quando [p| — oo, no sector |arg(p — ¢)| < 6 < 3w, entdo .Z {u(t); p}
nao pode ser a transformada de Laplace de uma fungao u(t) que satisfaz as
condicoes do lema 1.2.1. Entao é importante salientar que as condigoes (a)-(c)
do Lema 1.2.1, relativas a u(t), sdo suficientes para a existéncia de .Z {u(t); p},
mas nao sao necessarias.

Outra questao com alguma importancia é saber se é possivel que duas
fungoes u;(t) e ua(t) tenham a mesma transformada de Laplace .Z {u(t);p}.

Para responder a esta questao definimos funcao nula.

Defini¢ao 1.2.1 [8/ Uma fun¢io nula é uma fun¢io N(t) que é zero em quase
toda a parte, excepto possivelmente num conjunto de medida nula. Assim N (¢)
verifica a seguinte igualdade.

T
/ N(t)dt = 0,vT > 0.
0

Se postularmos que N(t) é continua, entdao N(t) = 0, V¢ e temos o resultado
seguinte.

Teorema 1.2.2 /8] (Teorema de Lerch). Se:

o uj(t) e us(t) satisfazem as condigoes (a)-(c) do lema 1.2.1;
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o L {ui(t);p} existe para Re(p) > c1;
o £ {ua(t);p} existe para Re(p) > ca e
o ZL{u(t);p} = L {ua(t);p} para Re p > ¢ = max(cy, cz)

entdo uz(t) — ui(t) € uma fungao nula. Se adicionalmente, ui(t) e ug(t) forem
continuas, na recta real, entao ui(t) = ua(t),t > 0.

1.2.1 Calculo de transformada de Laplace de algumas funcoes
elementares

Tendo fixado a definicao e existéncia da transformada de Laplace, podemos
aplicar estes conceitos a algumas funcoes elementares:

1. Seja u(t) = 1, entao a transformada de Laplace de u(t) é

Z{l:p} = /0 e Pldt = [—p_le_pt}go =p L
para Re (p) > 0.

2. Seja u(t) = t, a transformada de Laplace de u(t) é dada por

o [e.e]
ZLA{t;p} = / te Pldt = [fp_le_pt]go +p_1/ e Pldt = p~2,
0 0

para Re (p) > 0.

3. Se u(t) = cos(wt), temos que a sua transformada de Laplace é calculada
da seguinte forma

Z {cos(wt);p} = /000 %(em +e e Pt = ~ [(p—iw) ' + (p+iw) 1],

1
2

Ou seja,
p

Z {cos(wt); p} = 22wl

para Re (p) > w > 0, w real.

4. Do mesmo modo, tendo u(t) = sin(wt) obtemos a transformada de Laplace

1 . : 1
& {sin(wt); p} = /0 S (€ — e = o [(p— iw) ™ = (p+ i) 7]

Ou seja,
w

Z {sin(wt); p} = 2 w2’

para Re (p) > w > 0, w real.
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1.3 Algumas Propriedades Basicas da Transformada
de Laplace

Apesar da transformada de Laplace estar definida por um integral, nem
sempre € necessario fazer a integracao. Existem diversas propriedades da trans-
formada de Laplace que podem ser usadas no calculo de transformadas de
funcoes.

As propriedades seguintes sao algumas das mais importantes.

Propriedade 1.3.1 (Linearidade) [8]

Considerem-se as fungoes u(t) e v(t), se L {u(t)}=2L{u(t);p}, para Re p > a
e Z{v(t)} = Z{v(t);p}, para Re p > b entio

L {Au(t) + po(t)p;p} = AL {u(t);p} + pZ {v(t); p},

para quaisquer constantes A e p e para Re p > max(a,b).

Demonstragao. A demonstragao é imediata da linearidade do integral.

2 Dalt) + polt);p) = /O T Owlt) + po(t))e Pt

— Oou e Pt OOU e Pdt -
- A /0 (t)e Ptdt + p /D (t)e " dt
= A2 {u(t);p} + p L {u(t);p}

Propriedade 1.3.2 [8] Consideremos a fungao u(t).
Se k>0e Z{u(t)} =L {u(t);p}, para Re(p) > a,entdo

oy L P
Z{u(kt); p} k,? {u(t), k‘} .
Demonstracao.

Por definicao de transformada de Laplace temos que
& {u(kt); p} = / w(kt)e Lt
0

Fazendo uma mudanca de variavel kt = s temos

Z {u(kt); p} =/ u(s)e P+ lds = k—l/ u(s)e=P 5 ds
0 0

Ou seja,

L {ulkt);p) = kL2 {u(kt); %} .

Note-se que isto s6 se verifica quando k é real e positivo e Re(p) > ka. &
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Propriedade 1.3.3 /8] Consideremos a fungao u(t).

Se a € constante e L {u(t)} = L {u(t);p}, para Re(p) > a, entdo
Z {e™u(t);p} = 2L {u(t): (p - )},

com Re(p — o) > a < Re(p) > a + a.

Demonstragao. Usando, de novo, a definicao de transformada de Laplace
vamos obter facilmente o resultado pretendido

£ {eu(t);p} :/ eu(t)e Pldt :/ u(t)e™ Pldt =
0 0

- /OOO u(t)el® Pldt = £ {u(t); (p — a)}.

1.3.1 Transformada de Laplace de algumas Funcoes

As propriedades anteriores podem ser generalizadas, por exemplo, sub-
stituindo as variaveis de integracdo. Assim, de generalizagdes e substituicoes,
podemos calcular transformadas de Laplace de inimeras func¢oes, usando as que
ja conhecemos.

Algumas delas sdo apresentadas em anexo, na Tabela de transformadas de
Laplace. Vejamos alguns exemplos destes procedimentos.

Combinando a Propriedade 1.3.3 com a Propriedade 1.3.2 temos que

£ {u(kt)e " p) = %z {u(t); (p Z a) } ,(Rep > a,k > 0).

e também os casos especiais:

—Q . b
Z{e tsm(bt);p}:m7
2 {e tcos(bt);p}=m-

Também podemos usar os resultados na forma inversa. Por exemplo

-1 1 _1—1_—at :
Z {(p+a)2+b2 =b e “sin(bt),

7 {(])—i—az))?—i—lﬂ} =e [cos(bt) — %sin(bt) .
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Antes de calcular as transformadas de Laplace de mais algumas fungoes
vejamos a seguinte

Definicao 1.3.1 [8] Uma func¢do do tipo exponencial (f.t.e) é uma funcao da
forma

Z P (t)exp(amt), (1.3.3)

onde cada termo «,, é constante e

Npm,
= amnt" (1.3.4)
n=0

¢ um polinémio em ¢%.

Propriedade 1.3.4 [8] A soma e o produto de duas f.t.e. sao f.t.e.. Além
disso, a deriwada e o integral indefinido de uma f.t.e. é uma f.t.e..

Exemplo 1.3.1 Se u(t) ¢ definida pelas equagoes (1.3.3) e (1.5.4), entao

M Np,

Z{u(t) Z Zamnn‘ .

m=1n=0

Note-se que quando |p| — oo temos que

M
pZL {u(t)} = > amo = u(0).
m=1

N
Propriedade 1.3.5 [8] Se £ {u(t);p} = Dg;’ onde N(p) e D(p) sao polino-

miais em p e o grau de N(p) é menor do que o grau de D(p), entio £ {u(t);p}
€ a transformada de uma f.t.e.

Nota 3 Se (grauD(p)) < (grauN(p)), entao % nao tende para zero quando

N(p)

lp| — o0, no sector |arg(p — c)| < 6 < $m. Deste modo, D(p) Mo pode ser a
transformada de Laplace de uma fungao u(t), que satisfaz as condi¢oes do lema
1.2.1. Além disso, £ {u(t);p} poder ser escrito em fracgoes parciais da forma
(1.3.4). Os nimeros oy, sao raizes distintas (reais ou complezas) da equag¢ao
D(p) =0 e N, + 1 é a multiplicidade da raiz omy,.

Vejamos alguns exemplos de calculo de transformadas de Laplace usando
os resultados anteriores.
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1
Exemplo 1.3.2 Seja Z{u(t);p} = ——.
p ja £ {u(t); p} P12
1 1 2 3 1 3 1
= ot - :.Z{tZ—ZH—S— t+3 et;p}.
P+ p> p2p (p+1)?2 p+1 2 (t+3)
FEntao

1
u(t) = 5752 —2t+3— (t+3)e "

: p+3
Exemplo 1.3.3 Seja L {u(t);p} = ————= =
p ja £ {u(t); p} (RS TEE
— p+3 B 1+ 1—i B
T (p+1—-202(p+1+2)2 8(p+1-2i)2 8p+1+2i)2
TR # {u(t);p)
= — — " .
16(p+1—2i)  16(p+ 1+ 2i)? Py
onde
1 1 : 1 1 ‘
u(t) = [_8(1 +i)t — 162‘] e(—1420)t 4 [_8(1 — i)+ 16i] e(—1-2i)t

- %e_t [<t+ ;) sin(2t) — tCOS(?t)} :

p+4

Exemplo 1.3.4 Seja £ {u(t);p} = priZt4

Consideremos N (p) = p+4 e D(p) = (p+1)*+4. Portanto, temos oy = —1+2i;
ap = —1— 2i.

Entao 7' { L {u(t);p}} = %{(3 +2) et (3 — 24)etRit)

As vezes também se encontram problemas, de calculo de transformadas de
Laplace, onde é necessario encontrar a transformada de Laplace de funcoes do
tipo u(t)H(t — a), (a > 0), onde H denota a fun¢do unitiria de Heaviside.

Definicao 1.3.2 [8] A fun¢ao unitdria de Heaviside é
0 se t<0;
H(t) = { 1 se t>0.

Com esta notagao podemos escrever o integral da transformada de Laplace
da forma seguinte

ZA{u(t);p} = /_OO w(t)H (t)e Pldt, (1.3.5)
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onde o factor H(t) representa o salto da funcao u(t) em ¢t = 0. A equacao (1.3.5)
expressa £ {u(t); p} como a transformada de Laplace da funcao u(t) H(t) de
ambos lados.

Propriedade 1.3.6 [8/ Consideremos a fungao u(t). Entdo

L{ut)H(t —a);p} = e P* L {u(t + a);p},se a> 0.

Demonstragao. Como H(t—a) = 0 para (¢t < a) o lado esquerdo da igualdade
o0

fica Z{u(t)H(t —a);p} = / u(t)e P'dt, fazendo a mudanca de variavel

a

t = s+ a, temos que Z{u(t)H(t — a);p} = / u(s + a)e P ds =
0
=e P"Z{u(t+a);p},sea>0. ]

Esta propriedade tem uma grande aplicacao na determinacao da transfor-
mada de Laplace de muitas fungoes. Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.3.5 Se £ {u(t);p} = cos(t) entao u(t+a) = cosacost—sinasint,
pelo que
ZL{costH(t —a);p} = e P L {u(t+a);p} =
e pa

p*+1

=e P?cosaZ {cost;p} — e P'sina.? {sint;p} = (pcosa — asina).

1.3.2 Transformada de Laplace e derivadas

n—1
Propriedade 1.3.7 [8] Consideremos a fungdo u(t). Se M = ?;17_1 ,
existe para t > 0, entdo a sua transformada de Laplace é
2{u(@)p) = L fult):p) — " ulo) — " (0) — ..~ D (0)

n—1
= p"Z {u(t);p} —>_pFu"17M(0).
k=0

Nota 4 u(0) € o limite de u(t), quando t — 07

E, do mesmo modo, 1 (0),...,u(""1(0), sio os limites das derivadas, quando
t—0t.

Demonstragdo. Suponhamos que u'(t) = %‘ existe para t > 0. Pretendemos

provar que

2 {d(t);p} = pL {u(t); p} — u(0).
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Vejamos

2 {u(t);p) = /0 T u(t)e Pt = /0 b %(t)e_ptdt _
= [u(t)e*pt]g" + p/ooo u(t)e Pldt = —u(0) + pZ {u(t);p}.
Agora, suponhamos que
2 {u™@):p} = pa(p) - p"u(0) - p" 2 (0) — .. = u DO,

e u(™t)(t) existe para t > 0.

Pretendemos provar que

2 {u D@y p} = 5L {u(t); p) — pu(0) = N (0) — -~ u(0).

Vejamos

[e%¢) dn—l—lu

(n+1) (4. — > (n+1) —pt gp —pt 14
2 [ult 0 (1)) /Ou (t)e"tdt /0 (e

d™u o0 o A"y, 00
= e_pt] —/ —— (—p)ePtdt = —u™(0 +p/ u™ (t)e Pldt =
| - [ O+p [0

= —u(0) + p2 {u™ W) p} = —u(0) + p" L {u(t);p} — p"u(0)+

H(=p" N (0) — .. = uM(0) = p" g {u(t);p} = Y pFul"F(0).
k=0

1.3.3 Relagoes que envolvem integrais

Propriedade 1.3.8 /8] Consideremos a func¢ao u(t). Se L {u(t);p} existe para
Re p > a e se a fungio v(t) é dada por v(t) = fg u(s)ds, entdo

ZA{v(t);p} =p "L {u(t);p},

para Re p > max(a,0).

Demonstracao. Consideremos a funcao v(t) = f(f u(s)ds, entdao v'(t) = u(t)
e v(0) = 0 e pela propriedade anterior

ZLA{ut);pt = L {V(t);p} =pL {v(t);p} — v(0) = p.L {v(t); p},

e portanto, temos que . {fg u(s)ds;p} = %.i’ {u(t); p}. [
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Exemplo 1.3.6 A Propriedade anterior permite-nos concluir que
Z{t"p}=nlp " n=0,1,2,..,Re p>0.
Efectivamente, jd vimos que
0o o 1
Z{l;p} = e Pdt = —,
0 p

e, pela propriedade anterior, seque o pretendido.

1.3.4 Transformada de Laplace e Funcgoes periédicas

Propriedade 1.3.9 /8] Seja u(t) uma funcao periddica, com periodo T e limi-
tada. Entao a transformada de Laplace existe para Re p > 0 e

ZLA{f);pr=(1- 6_2‘07)_1/; f(u)e P"du.

Demonstracgao.

(r+1)7

[e%e] o )
ZA{f(t);p} = /0 ft)ePdt =" / f(t)e Pt
r=0v7TT

Fazendo a mudanca de varidvel t = u + r7, obtemos

o

(r+1)7 St T
Z/ f(t)e Pdt = Z/ Flu+rr)e Pt dy =
r=0+0

r=0 T
o0 T
:Ze_p”/ f(uw)e P du.
r=0 0

Como f é periddica f(u+r7) = f(u)(r =1,2,...). Além disso,
S e = (1 )L,
r=0

Entao

ZL{ft)ipt=(1—e P! /OT f(u)e P du.

1.3.5 Convolucao de duas funcoes

Definicao 1.3.3 Define-se convolugdo de Laplace (f*q) de duas fungoes f e g
pela equacao

fxg(t) = /0 ft—m7)g(r)dr. (1.3.6)
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Propriedade 1.3.10 /8] Considerem-se duas fungoes f e g. Entao f+xg=gx*f

Demonstrag¢do. Usando o teorema: fg T)dT = fot (t — T)dT do célculo
elementar, temos que o integral (1.3.3) pode se escrever fo T)g(t—T7)dr.
Assim tem-se que fxg=g* f. [ |

Propriedade 1.3.11 /8] Seja u(t) = f x g(t), a convolugdo de duas fungoes
f(t) e g(t) que admitem transformada de Lapace em Df e Dg, respectivamente
Entao a transformada de Laplace de u(t) = f * g(t fo f(t —7)g(7)dr existe,
na intersec¢ao de Df com Dg, e € o produto das tmnsformadas de cada uma
das fungoes.

Demonstracao. Temos que u(t) = f * g(¢ fo f(t —71)g(T)dr, entao

ZLAu(t);p} = /000 u(t)e Pldt :/0 frg(t)e Pldt = / / f(t—7)g(r)dr e Plat

Mudando a ordem de integragao

/ /ft—T T)dr e Pldt = /Oooeptdt/otf(t—T)g(T)dT:

— / ft— T)eptdt/ g(T)dr
T 0
Fazendou=t—1

/Too f(t—T1)e Ptdt /Ooo g(T)dr = /OOO Fuw)e Pidu /OOO g(F)e P dr =

=Z{f(t);u} L{g(t);7}
Entao Z{f*xg(t)} = L{f(t)} Z{g(t)}, ou seja, a transformada de

Laplace da convolugao ¢ simplesmente o produto das transformadas de
cada uma das funcoes. [ |

E 6bvio que este resultado pode ser generalizado, por iteracdo, obtendo-se
que a convolucao de n fungoes, com n natural, é o produto das transformadas
destas funcoes.

Outras Propriedades |[§]

Além desta propriedade existem outras, relacionadas com as convolucoes, que
apresentamos a seguir.

1. Se A é realentao, (A\f)xg= f*(Ag) = X(f*g)
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2. fx(g+h)=fxg+fxh

3. fx(gxh)=(fxg)xh

4. ZL{fxgpy = ZL{f;py L{g;ip} = L HL {0y L{gip}}y = [ g
5. 2{fx it = ALt = 2 {2 U} = 1+ f

1.4 Transformada inversa

1.4.1 Foérmula de inversao para a Transformada de Laplace

Nos capitulos anteriores estudamos algumas propriedades da transformada
de Laplace £ {u(t);p}, de uma fungdo u(t). A maioria dessas propriedades
fornecem informacao sobre a transformada, . {u(t); p}, quando a funcao origi-
nal, u(t), é conhecida. Neste capitulo vamos considerar o problema inverso,
isto &, como obter informacoes sobre a funcdo u(t), quando temos alguma
informacao sobre a sua transformada de Laplace. Quando £ {u(t);p} é dada,
qualquer férmula que permita obter a fungao original u(t) diz-se Férmula de
inversdo para a transformada de Laplace. Entao temos dois problemas. O
primeiro é a unicidade da transformada inversa de Laplace e o segundo é como
a calcular. A formula de inversao para a transformada de Laplace requer que a
transformada seja tratada como uma funcao de variavel complexa, como alids
ja considerdvamos, no entanto Re(p) > ¢, ¢ constante real, em quase todos os
casos, ou seja, p era tratado quase como real. Agora vamos considerar apenas a
férmula de inversao na forma mais simples, tendo, no entanto, em consideragao
que existem outras formas da férmula de inversao.

Antes de considerar a férmula geral da inversdo vamos ver dois casos
especiais de fungoes: as funcoes do tipo exponencial (f.t.e.) e as fungdes em
escada.

Propriedade 1.4.1 [8] Se u(t) é uma f.t.e., é igual & soma dos residuos de
£ {u(t); p} €.

Demonstragao. Como a funcdo u(t) é f.t.e. os seus termos sdo do tipo
v(t) = at™e™, cuja transformada de Laplace é

Z{o(t);p} = mla(p — )™,

Entao o
v(p)ePt = mlae™ Z t"(p— )",
r=0
e o coeficiente de (p — )™t & mlae™ (t™/m!) = v(t).
Por u(t) ser f.t.e. é a soma de termos do tipo de v(t), e portanto
tem-se o resultado pretendido. [ |
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Pela propriedade anterior

ut) = 5 | Z (s} eran

onde C' é um caminho fechado simples no plano p, contendo todos os polos de

£ {u(t);p}-

Podemos modificar o integral de forma a ser zero quando t < 0 e u(t)
quando t > 0, substituindo C' por uma recta paralela ao eixo imaginério do
plano p. Desta forma

1 ctHiRR .
HH(t) = lim — L {u(t); p} ePldp.
WO H() = Jim oo [ (i) ey
estando todos os polos de .Z {u(t);p} em Re(p) < ¢. Entdo podemos aplicar o
Lema de Jordan a um semi-circulo de raio R, & direita se t < 0 e & esquerda se
t>0.

Propriedade 1.4.2 [8] Se u(t) € uma fungao em escada, isto é, se

N

u(t) - Z kr[H(t - tr—l) - H(t - tr)]a

r=1

onde 0 <ty <ty <ty <..<ty<oo, ec>0, entdo

c+iR u(t) se t#t,,Vr;
lim — ZLA{u(t);p}elldp =
‘ Fu(ty +0) +u(t, — 0)] se t=t,.

Demonstragao. A transformada do termo tipico v(t) = k[H (t—a) — H(t—)]
& L {v(t);p} = k(e=® — e P)p~1L.

1

A funcao p~leP! & regular excepto no polo simples p = 0, cujo residuo é 1.

Entaosec >0

iR 0 se t<0;
lim ptePtdt =
R—oo JoiR

2me se t >0,

por aplicacdo do Lema de Jordan a um semi-circulo apropriado. Para
t = 0 temos

c+iR iR R
lim ptdt =log ¢ +Z, =2 tan~! () ,
R—oo J._iR c—1R C

e, 2itan~! (%) — 7t, quando R — 0.

Entao, substituindo t por (¢t — a) e (¢t — b) obtemos
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0 se t<aout>b

c+iR
ZLAv(t);pteP'dp=< ik se t=aout="b;
R

im —
R—o00 271 J._;

k se a<t<hb.

O que prova o resultado para v(t) e consequentemente para u(t). Se
ty = 00, 0 termo H(t — ty) é zero. ]

Como qualquer funcao integrével pode ser aproximada por uma funcgao
em escada, é de esperar que o resultado geral seja andlogo ao resultado da
propriedade anterior.

A formula de inversao é geralmente escrita da forma seguinte

_ . . . L ct+iR . ot
u(t) =L {ZL{u(t);p}} = lim ZA{u(t);p}edp, (1.4.7)

R—o0 271'1, c—iR
no entanto, é necessario saber em que sentido se verifica a igualade estabalecida
pela equacao.

O teorema seguinte estabelece as condi¢oes da fungao £ {u(t);p} sufi-
cientes para assegurar a validade do teorema da inversao (1.4.7). As condigoes
impostas a u(t) sao resultado das condi¢oes impostas a £ {u(t);p} que sao
importantes.

Teorema 1.4.1 [6] Se £ {u(t);p} € uma fungao de varidvel compleza p, e € de
ordem O(p~*) em algum semi-plano Re p > ¢, onde ¢ e k sdo constantes reais
e k> 1, entao o integral

1 Y+iR ’
— ZLA{u(t);p}eldp, 1.4.8
N M O R (148)
ao longo de uma recta Re p =~ > ¢ converge para uma fungao u(t) independente
de ¢ e cuja transformada de Laplace € a fungao correspondente a £ {u(t);p},
Re p > c. Além disso, a fungao u(t) é continua para todo t > 0 e é de ordem
O(e™), quando x — .

1.4.2 Calculo de transformadas inversas

O teorema de inversao para a transformada de Laplace pode ser usado
para calcular a transformada inversa.

Se Z {u(t)} ¢ uma fun¢ao analitica no plano complexo p, excepto para um
ntmero finito de singularidades, p1, pa, ..., pn, calculamos £~ {.Z {u(t); p} ; t},
integrando a funcao .Z {v(t); p} = Z {u(t)} e* ao longo do caminho delimitado
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pela intersecgdo da circunferéncia centrada na origem e de raio R, com o plano,
Re(p) < ¢, onde ¢ é como foi dito no teorema anterior, entdo a recta Re (p) = c,
esta & direita de todas as singularidades de .2 {u(t);p} e o raio R é escolhido
de forma as singularidades estarem dentro deste caminho. Usando o teorema
de inversao:

27(L {ult);p} 1) = Jim / 2 {o(t);p} dp.

—o0 271

onde AB é o segmento de recta da recta Re (p) = ¢, delimitado pela circunfe-
réncia anteriomente referida.

Entao, pelo teorema de Cauchy

L L {ult)ip} ity =) res L {v(t)ip,} - (1.4.9)
r=1

Este resultado pode ser generalizado para o caso em que .Z {u(t);p} tem
um numero infinito de singularidades, obtendo-se

L LA{ut);ip} sty =) res L {v(t);p,} -

Exemplo 1.4.1 Como simples ilustra¢ao do uso da férmula (1.4.9), calcule-se
z! {(p2 + w2)_1;t} , onde w € real e positivo.

A fungio L {v(t);p} = (p* +w?) e, com t > 0, tem polos simples em
p = Fiw, com residuos (iin)eim, respectivamente. Como

lim pZ {u(t);p} =0,

|P|—00

se Re (p) < 0, entao o integral ao longo do arco tende para zero quando R — oo,
entao da equagao (1.4.9), temos
sin(wt)

LTHL {ultyip} it} = g (e o) =

w



Capitulo 2

Operadores integrais de
Convolucao de Mellin

Neste capitulo faremos uma abordagem geral & transformada de Mellin,
introduzimos os operadores de convolugao de Mellin, apresentamos teoria geral
relativa & fungdo Gama, definimos fungdes do tipo hipergeométrico e ainda
enunciamos o Teorema de Slater. Terminamos o capitulo com a aplicagao do
método da transformada de Laplace ao primeiro operador integral, ou seja,
procedemos ao calculo da transformada de Laplace de variavel real.

2.1 Transformada de Mellin

No presente subcapitulo pretendemos fazer uma abordagem geral & trans-
formada de Mellin. Os assuntos abordados incidirao designadamente sobre a
sua definicdo e existéncia, exemplos, transformada inversa, relagoes com as
transformadas de Fourier e Laplace e algumas das suas propriedades. O estudo
da transformada de Mellin tem grande aplica¢ao no estudo de fungdes especiais,
como a fun¢do Gama, por exemplo. Resultados mais pormenorizados sobre este
tema podem ser encontrados em literatura de autores diversos, como é o caso
de Marichev [2].

2.1.1 Definicao de transformada de Mellin e Propriedades

Como era de esperar, o primeiro ponto que vamos apresentar refere-se a
propria definicdo da transformada agora em estudo.

Definigao 2.1.1 /2] Considere-se a fungao ¢ (1), onde 7 € RT =]0,+o00[ . O
integral

o (5) = M {ip(7); 5} = /0 " o (ryrolar, (2.1.1)

19
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para todo o ntiimero complexo s, para o qual o integral seja convergente, diz-se
a transformada de Mellin da fungao ¢ (7) no ponto s € C.

2.1.2 Existéncia da Transformada de Mellin

Por ser definida por um integral, analogamente & transformada de Laplace,
a transformada de Mellin de uma func¢ao nem sempre existe. Efectivamente o
integral (2.1.1) pode ndo ser convergente para todos os valores s € C', dada uma
qualquer fung¢ao ¢ (7).

Desta forma, temos que estabelecer condigoes para a existéncia da trans-
formada de Mellin.

Teorema 2.1.1 [2] (Ezisténcia da transformada de Mellin)

Seja a fung¢ao ¢ (x) € L°(e,E) , 0 < € < E < oo , continua nos intervalos
10,¢] , [E, 0], e seja |p ()] < Az™?, para 0 < x < € e |p(x)] < Az~°, para
x> FE, onde A é uma constante. Entdo para a existéncia da faiza no plano s,
tal que ¢ (z) x°~1 pertence a L¢(0,00) [ver nota 5] é suficiente que tenhamos
a < b. Quando esta condi¢ao é vdlida, a transformada de Mellin ©* (s) existe
na faiza vertical Re s =, a <y < b. Além disso, neste caso, o integral (2.1.1)
converge uniformemente em qualquer faiza a + 90 < Re s < b.

Nota 5 Denotamos por L€ o conjunto real ou Complexo de func¢oes de variavel
real x definidas e continuas em todo o eixo real (excepto, possivelmente, para um
namero finito de pontos), para os quais o integral improprio finito fj;o |f(z)dz]
existe. Denotamos por L¢(0,00) a classe correspondente de fungdes definidas
em |0, ool.

Em seguida enunciamos dois resultados que vamos usar na demonstragao
deste teorema.

sint eReslnt ezlmslnt

Propriedade 2.1.1 [2] [t°]| = |e = thes > 0.

Teorema 2.1.2 [2] Se(z,t) é analitica em z, € integrdvel em t sobre a curva C
para todo o z € D, onde D é um dominio simples e o integral f(z) = / Y (z,t)dt

C
converge uniformemente em D, entdo o integral € uma fun¢do analitica neste
dominio.

Demonstracao do Teorema 2.1.1. Pretendemos mostrar que o integral
(2.1.1) converge uniformemente, em qualquer faixa a +J < Re s < b.

Seja 0 < e <1 < E. Vejamos
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/00 |g0(7')7'571| dr
0

E
€

/OE lo(r)r° " dr + / ()77 dr + /EOO felr)r ™ dr

E e}
< / T_a‘TS_1|dT+/ |g0(T)|]TS_1}dT—|—/ Ar_b|7-s_1|d7—
0 € E
€ E oo
< A/ 77“7771d7+/ |g0(7')|7'R”71d7' + A/ 7
0 € E
€ E (e}
< A/ T_G'M_ldT—i—/ |¢(T)|TRes_ldT+A/ g
0 € E
er—a v—b
= A +B+ A < 00,
y—a b—vy

(2.1.2)

comy—a>0&v>aey—b<0<b> 7, condigoes estas, que asseguram
a convergéncia nos extremos dos integrais em 0 e em oco. O integral existe,
desde que p € L¢(¢, E), e o seu valor ¢ denotado por B. Assim para a existéncia
de s cujo o integral anterior é finito, é suficiente que a < b. Deste modo,
para qualquer complexo s da faixa vertical a < Res = v < b, o integral
(2.1.2) é convergente, e a convergéncia é uniforme para todo o interior da faixa
a+0<Res <b—19,6>0, pelo teste M de Weierstrass.

Como o integrando é analitico em s, a convergéncia uniforme do integral
©*(s), para todo s sobre a faixa a < Re < b, decorre do Teorema 2.1.2.

2.1.3 Céalculo da Transformada de Mellin de algumas funcoes
elementares

Exemplo 2.1.1 Consideremos a fungao f(x) = e~ *. A transformada de Mellin
de e € a funcao Gama de FEuler

f(s) = / e %25 tdx =T'(s), com Re s > 0.
0

Este integral existe e € analitico para Re s > 0.

Exemplo 2.1.2 Seja a fungao f(x) = (1+x)~P. A transformada de Mellin de
f(x) € a fungcdo Beta de FEuler

o
B(s,p—s) = / (1+ T)_st_ldT.
0
Este integral existe e é analitico na faiza 0 <y = Res < Rep .

Exemplo 2.1.3 Consideremos fungio f(x) = H% A transformada de Mellin

de f(z) €
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* 1
fr(s) :/ 2 ldy = , 0<Res <1.
0

2.1.4 Inversao da transformada de Mellin

Antes de calcular a inversa da transformada de Mellin apresentamos a
relacao entre a transformada de Mellin e a transformada de Fourier. A razao
para tal é que podemos obter a transformada de Mellin através da transformada
de Fourier, e dessa relacao é possivel obter resultados e propriedades bésicas da
transformada de Mellin.

Podemos definir a transformada de Fourier pelas formulas

F2)= F{f(t);2} = \/12?/_00 £t eteat, (2.1.3)

ft)=F Y {F(2);t) = F{F(2);—t} = \/127/_00 F(z)e "tdz.  (2.1.4)

Se substituirmos a exponencial e efectuarmos uma rotagdo no plano com-
plexo através do plano § obtemos a transformada de Mellin (2.1.1).

De facto, substituindo f(t) por v2mp(e!) em (2.1.3) e fazendo a

Mudanca de variavel 2.1.1 ¢! =7 < t=In7, 2= —is edt = &
Obtemos
1 +oo o +oo
F {\/ 21 ¢ (") ;fis} = Nor Vor o (et) et dt = /0 (1) T8 dr =
—0oQ

(2.1.5)
+oo
- [ emrar =g,

De igual modo em (2.1.4), obtemos

Vamp () = F {F (—is)iln7} = —— / T (i) et i)
e T Var ) '

Entao existe uma forte relacdo entre estas duas transformadas. Esta
relacdo, como ja tinhamos referido, permite obter resultados e propriedades
bésicas da transformada de Mellin, entre elas a que se segue.

1 y+i0o
o(1) = / ©*(s)7°ds,0 < T < 00, Re(s) = 7. (2.1.6)
g

278 )y ioo
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Esta propriedade tem a forma (2.1.4) na transformada de Fourier e permite
obter a funcao ¢(7) através da sua transformada de Mellin, isto é, a inversao da
transformada de Mellin. Dada a transformada de Mellin ¢*(s), a funcao ¢(7)
é calculada através da férmula da inversao da transformada de Mellin
que se segue

21t Sy oo

y+ioo
A ()T} = plr) = / o (s)r0ds,
Y

onde 0 < 7 <00, Res =+.

Rigorosas justificacOes destas rela¢oes foram dadas por Mellin em 1896 e
1902.

Teorema 2.1.3 /2] Inversao da transformada de Mellin

Consideremos ¢(z) 71 € L¢(0,00) e ¢(y) diferencidvel em algumas
partes da vizinhanga (r — e,x + €), € > 0, no ponto y = x > 0, e continua
nesse mesmo ponto y = x. Entao a formula da Inversao € vdlida para x tal que

1 Y+io
() = ~— lim / ©*(s)x™%ds,y = Re(s),z > 0. (2.1.7)
v

2mi o—+o0 J ;o

Esta formula é vélida para funcoes continuas. No entanto, se ¢(y) for
descontinua por saltos no ponto y = z, entdo sustitui-se ¢(y) por 1[p(z + 0) +
+p(z —0)] em (2.1.7).

Exemplo 2.1.4 Tendo em conta o exemplo 2.1.1, do subcapitulo 2.1.3, temos
que o integral da transformada inversa da fungdo Gama é

1 Y+i0o
et =—— I(s)z™%ds, Res =~y >0,z >0,
27 Jy—ioo
Exemplo 2.1.5 A transformada inversa da fun¢do Beta é
1 Y+ioo

(1_{_$)pr% - B(s,p—s)a™%ds, 0 <Res =y <Rep.
~y—ioco

2.2 Operadores de Convolucgao

2.2.1 Convolugao de Mellin

Outra propriedade da transformada de Mellin que podemos obter através
da transformada de Fourier é a convolu¢ao de Mellin. J4 definimos em (1.3.3) a
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convolugao de Laplace de duas fun¢oes. Fazendo uma mudanca de varidvel essa
definicdo pode-se escrever da forma que se segue.

Definig¢ao 2.2.1 [2] A convolugdo de Fourier (f*g) de duas fungdes f e g estd
definida em toda a recta real e € dada pela funcgao

1 o 1 o
9@ = o= [ 10 aw—nat=—= [ gr) fta=myr

Vejamos como obter a convolucao de Mellin.

Consideremos as mudangas de variavel (2.1.1) e ainda que % (1) = g(Inn),
v = 0. Obtemos entao, para as funcoes ¢ e J&

(Fra)m0) = (o)) = [ ptr) g (B )amn, (229

e também a formula que define a convolugao de Mellin de ¢ e de .

Definigao 2.2.2 [2] A convolugdo, (po %), de ¢ e H € definida por

X

(o)) = (F o)la) = [ etmr (2) .

T

- (2.2.9)

Nota 6 O operador (2.2.9) chama-se também operador integral de convolu-
¢ao de Mellin com nicleo # (x) (elementos de teoria e exemplos particulares
dos nicleos deste operador mais a frente, no Subcapitlo 2.9 e no Capitulo 3).

Podemos calcular a transformada de Mellin da convolugao de Mellin

i) @rs = [T ([Tema (2) ) et

T T

= /000 =5 ldx /OOO o(T) A (%) rldr

= ¢ ()" (s).
(2.2.10)

Se fixarmos ¢(7) = #5(7) e A (s) = Hi(s) em (2.2.9) e (2.2.10) respecti-

vamente, obtem-se:
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o0 T dt

A (;) AT =H (@), 2>0, (2.2.11)
0

onde J#1(7) e J2(1) sao fungdes que podem ser encontradas na segunda

coluna das linhas da tabela béasica da transformada de Mellin.

() (8) = A (s), (2.2.12)

onde #*(s) representa a transformada de Mellin da convolugao (2.2.8).
A existéncia da convolucao de Mellin é fixada pelo resultado que se segue

Teorema 2.2.1 [2] Se ., (x)x7~! € L¢(0,00), n = 1,2, entdo a convolugdo,
(U o Ha) emiste, 271 (] o Ho)(z) pertence a L°(0,00), e para qualquer s tal
que Re s ==, a transformada de Mellin da convolugdo (2.2.10) existe e € igual
ao produto das imagens das funcoes inicialmente convoluidas.

Nota 7 As condi¢oes em J,(x) neste teorema sao suficientes. O lado direito
de (2.2.12) é preservado no caso em que um dos integrais 4, (s) ,n =1,2 ¢
condicionalmente convergente.

Nota 8 Se cada fungio #,(x), n = 1,2, satisfaz as condigdes do teorema da
existéncia da transformada de Mellin, com expoentes a, e b, ,n = 1,2, entdo
os intervalos (a1,b1) e (az,bs) devem intersectar-se e y deve ser tal que

max(ay,az) < v < min(by, ba), (2.2.13)

Assim, podemos considerar as condig¢oes que se sequem, como coroldrio da de-
sigualdade (2.2.13) a1 < by , as < by, as quais assequram a convergéncia nos
extremos do integral (2.2.11) em 0 e em oo .

2.2.2 Transformada de Mellin e Transformada de Laplace

Através da formula da convolucao obtemos uma relacdo entre a transfor-
mada de Mellin e Laplace.

Sabemos que sendo u(t) uma fungao definida para ¢ > 0. A sua trans-
o0

formada de Laplace é definida por £ {u(t); p} = / u(t)e P'dt, para todo o
0

nimero complexo p para o qual o integral convirja, conforme a defini¢ao (1.1.1).
1

Fazendo a mudanga de variavel ¢t = -, dt = —g—g, na transformada de Laplace,

0 oy (L) _,
temos,Z{u(t);p}:/ u<11)) e Py <_U12> dv:/o “E}v)m?
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Ou seja,
dv
2 i) = [ ) 4 (2) 5
com 1 (v) = u(v%) e Ha(v) =e ",

2.3 Propriedades da transformada de Mellin

Propriedade 2.3.1 [2] Sejam fi(x) e fa(z) fungoes definidas em Ry =
10, 0], entao

M A{afi(x) +bfa(x); s} = a MA{fi(x); s} + b.A{fax); s},

para quaisquer constantes a e b , ou seja, a transformada de Mellin é linear.

Demonstracao. Usando a defini¢ao (2.1.1) e as propriedades do integral,
temos

A {afi(x) +bfa(x); s} = /OOO (afi(z) + bfo(x)) 2* tdx =

- / Y i) o + / " o) o Ve = af(s) + bfi(s) =
0 0
—a M {fi(0):s) + b {fola):s).

Propriedade 2.3.2 [2] Se a > 0, entao A4 {f(ax);s} =a=*f*(s).

Demonstragdo. Por defini¢ao, (2.1.1), .4 {f(ax);s} = [;° f .

Fazendo uma mudanca de varidvel ax = u temos

00 usfl 00 usfl
Ay = [ p) S a7 ) = )

Propriedade 2.3.3 [2] Se a € constante, entao A {z°f(x);s} = f*(s+ a).

Demonstragao. Por (2.1.1), temos que

M A" f(x); s} = /0°° 2 f(w) 2o = /0°° f(z) 2" de = f(s+a).
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Propriedade 2.3.4 [2] 4 {f (2?) ;s} =3 f*(%)
Demonstragao. Sabemos, por (2.1.1), que
M {f 5} / f(z?) z*~ldax.
Fazendo a mudanca de variavel 22 = u , temos
MASf (27) 58} = / f(u —du = / flu du =
1 o0 §71 1 * S
=3 /O Sl it =5 7 (3).
|

Propriedade 2.3.5 [2]

Seja a > 0, constante, entdo A {f (z*);s} =a ' f*(2).

Demonstragao. Temos que .Z {f (x = [° f (z) z* dw.
Fazendo uma mudanca de variavel =% = u , temos

M f (29) ;) = / fu <i u%—l du) =
— 2 /OOO flu) s du= a /0 fw) wa™ du % r <§> '

Propriedade 2.3.6 [2] ./# {f (%) ish=f*(—s

Demonstragdo. .7 {f(1);s} = [;°

(x) s=1dz. Fazendo a mudanca de
variavel

2 = u, temos

Q)0 () ()

= fu) S T du = /OO f(u) w2 gy =
0o 0
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Propriedade 2.3.7 [2] Sejam a > 0, 5 # 0 e A, constantes quaisquer, entdo
1 st -5+ A
s (w) o} = o (252)
B B

Demonstracdo. .# {2*f (az?);s} = [ f (az®) 2°~1 T dz. Fazendo a mu-
danca de variavel u = az?®, temos

2.3.1 Transformada de Mellin e derivadas

No célculo da transformada de Mellin de determinadas fungoes é, por
vezes, necessario calcular a transformada de Mellin da derivada da funcao dada,
f(x), ou a transformada de Mellin de integrais da fun¢do, dados em termos da
transformada de Mellin, ¢*(s), da funcao.

Os resultados seguintes resultam da aplicacao da definicao da transformada
de Mellin.

Propriedade 2.3.8 [2] Se f*(s — 1) existe para 01 < Re s < o2, entdo

MAf () 35} =—(s—1) f(s—1) , o1 < Re s < os.

Demonstracao. Por defini¢cao

A @) sk = [ 1) e,
0
integrando por partes, temos
MASf () 5} = [fx)a®] 1 (s —1) / f(z)z*2da.

Se existem o1 , o9 tal que hn%xs_lf(m) =0 , limg .co2* f(z) =0,
Tr—

quando 01 < Re s < 09, e f*(s — 1) existe, entao

MASf'(x) 35} =—(s—1) f(s—1) , 01 < Re s <oy

Se aplicarmos duas vezes a propriedade anterior, temos o resultado que se segue.
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Propriedade 2.3.9 [2] Nas condi¢ées da propriedade 2.3.8, se f*(s—2) existe
e lig(lJ 257 f!(x) = 0, temos que
MAf"(2) st =—(s—1) A {f'(2) 15— 1} =
=—(-D[-(s=2)f (s =2) = (s = (s = 2)f*(s - 2).

E, fazendo inducao sobre n, n € N, para todos os valores de s para os quais
f*(s —n) existe, temos a generalizacao da propriedade.

Propriedade 2.3.10 [2/ Se f*(s —n), n € N eziste, entao

I'(s)

m f(s —n),

A F@) 55 = (1)
desde que

lim 257" 1 f(r)(a:) =0 ,r=0,1,....,n— 1.

x—0

Demonstragao. Para n = 1, temos, pela propriedade (2.3.8), que se verifica
a igualdade. Counsidere-se, agora, n € N e suponhamos que se verifica a
igualdade

{0 @ys) = (1

(s =n)

fr(s —n).
Usando a defini¢cao de transformada de Mellin temos que

A {1 0@ s 41} = [ T () o8 de = / T Y @) e =
0 0

— (- 1) /OOO F(z) 251 de = —(s — 1)(—1)" r(l;(j)n) Fis—n) =
= (_1)n+1 F(S F(Z) 1) f*(S e 1)'
Ou seja, temos
0 {50y o) =yt T )

2.4 Funcao Gama

Nos cursos de Anélise a fun¢ao Gama, I'(s), é definida normalmente pelo
integral de Euler, e apenas para valores reais positivos de s. E como ja vimos,
no subcapitulo 2.1.3, um dos casos particulares da transformada de Mellin é a

fungdo Gama de Euler, quando consideramos J# (x) = e~ 7.
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2.4.1 Definicao da Fungao Gama

Definicao 2.4.1 [2] Seja a fungio # (x) = e™*, definida em RT =]0, +o0[. A
fungao Gama de Euler é a transformada de Mellin da fungio J¢ (x) = e *, no
ponto s € C, definida por

oo
I'(s) = / e “z* ' dr = H*(z), Re s > 0. (2.4.14)
0
E usual denotar a func¢io Gama por fun¢io—T .

I'(s) é analitica no semi-plano Re s > 0. Para mostrar este facto basta
usar a definicio de Euler. De facto, a fun¢io integranda ¢ (s,t) = e ‘t5~! ¢
analitica em relagdo a s e integravel em relagao a t €]0, +00|, para qualquer s
tal que Re s >0 , desde que t* = e™* ! seja uma funcéo constante de s, e

|ts‘ — ‘68 lnt|:6Reslnt|€i1mslnt|:tRe s,t > 07
e, portanto,

1 0o
IT(s)| < / 1. tfte s=1 gt +/ e s=L g < oo, (2.4.15)
0 1

para 0 < Re s < b, onde b > 0 é arbitrario.

Assim de (2.4.15), temos que o integral(2.4.14) converge uniformemente
em cada faixa 0 < a < Re s < b, onde, consequentemente, é analitica.

Como os limites a,b > 0 sao arbitrarios, concluimos que a funcao Gama
é analitica no plano Re s > 0 . A mesma conclusdo, também pode surgir da
existéncia da derivada I"(s), para Re s > 0, e da defini¢do de analiticidade.

Para mostrar que I'(s) pode ser extendida analiticamente para todo o
plano complexo s, excepto para os pontos singulares s = 0,—1, -2, ..., temos
que estabelecer algumas propriedades importantes desta funcao.

2.4.2 Propriedades da Fun¢ao Gama
2.4.2.1 Foérmula da redugao

Propriedade 2.4.1 [2/ (Férmula da redu¢ao) I'(s + 1) = sI'(s) , Re s > 0.

Demonstracao. Aplicando a defini¢ao (2.4.14) da Funcao Gama, temos

o0 (o.9)
I'(s+1) :/ e % 5Tt dy :/ e ¥ z® dr.
0 0



2.4. FUNCAO GAMA 31

Integrando por partes, obtemos
o0 o0
[(s+1) = —e *2°|5° —/ —e® sx* 7l dr = s/ e® 2° 1 dx = sT'(s) ,Re s > 0.
0 0

Aplicando a ultima propriedade n vezes, encontramos a propriedade mais
geral.

2.4.2.2 Simbolo de Pochhammer

Propriedade 2.4.2 [2] Seja s tal que Re s > 0 , entdo

IL(s+n)=(s)n I'(s) = s(s+1)(s+2)...(s+n—1I(s) , n=1,2,...,(s)o = 1.

Definicao 2.4.2 /2] O simbolo definido por
() =s8(s+1)(s+2)...(s+n—-1),n=12,..,(s) =1, (2.4.17)

diz-se simbolo de Pochhammer.

Nota 9 Fazendo s =1, em (2.4.14), vemos que I'(1) = 1 e, tendo isso em conta
em (2.4.16), com s = 1, temos mais uma propriedade.

2.4.2.3 Funcao Gama como um Factorial

Propriedade 2.4.3 [2] Quando o argumento s da fungao Gama é um nimero
natural, a fun¢ao Gama € um factorial, isto é

Fn)=mn-1)!, n=1,2,...

Demonstragao. Paran =1, I'(1) = [;~ e “dz =1 = (1 — 1)!. Vamos supor
que I'(n) = (n — 1), pela propriedade 2.4.1, temos que

IF'n+1)=nl'(s)=n (n—1)! =nl

A propriedade 2.4.2, deduzida sob a condi¢do Re s > 0, pode ser usada
para encontrar uma extensao analitica da fun¢do Gama (ou fun¢ao-I") ao plano
s pela formula
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I'(s+mn)
s(s+1)(s+2)...(s+n—1)"

n=172,..

(2.4.18)
1

— < —x s+n71d
5(5+1)(s+2)...(s—|—n—1)/0 ©7 -

Este integral (2.4.18) é convergente e analitico, para Re s > —n. Note-se
que o denominador, também depende analiticamente de s, entdo o integral é
analitico para Re s > —n , n =0,1,2,... , s # 0,—1,...,1 — n. Porém, por
transitividade da relacao de igualdade,

1 * —x STn—
Ls) = s(s+1)(s+2)...(s+n—1)/0 €™ 2" de,

para Re s > 0, pelo que temos, assim, a definicao analitica da funcao Gama
para valores nao positivos de Re s.

Assim, como o denominador s(s+1)(s+2)...(s+n—1) da equagao (2.4.18)
tende para zero quando s — —k , (k=0,1,2,...,n — 1), e o numerador nunca
se anula, concluimos que I'(s) tem polos simples para s = 0,—1,—2,.... Além
disso, a propriedade 2.4.2 permite definir uma classe de fungoes analiticas, da
qual a fungdo Gama é um elemento. A classe de fungoes que verificam

f(s+1)=sf(s), f(1)=1 (2.4.19)

De facto, tal como a funcao-I', qualquer fun¢ao da forma I'(s)f(s), onde
6(s) é analitica e periddica de periodo 1 (f(s+ 1) = 6(s)) e 8(1) = 1, também
verificam (2.4.19). Desta forma, para distinguir a fun¢ao-I" unicamente nesta
classe de fun¢oes é necessario acrescentar a (2.4.19) uma condi¢ao inicial. Esta
questao foi estudada por alguns autores. Mencionamos apenas um teorema
bésico nesta matéria

Teorema 2.4.1 [2] Seja f(s) uma fung¢ao analitica, nao nula, que satisfaz
(2.4.19), para todo o complexo s, e logaritmicamente convexa, para todo real
s> 0, isto €, In f(s), s > 0 é uma fungao conveza.

Entao f(s) =T(s), por outras palavras, esta fungdo pode ser representada
como um integral de Euler (2.4.14)(para Re s > 0).

Com este teorema podemos contruir a teoria da funcao-I' comecando pela
sua representacao analitica como integral de Euler (2.4.14). Apresentemos,
entdo, mais algumas propriedades da funcao-I".
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2.4.2.4 Residuos

Propriedade 2.4.4 [2] A Fun¢io Gama é analitica em todo o plano complezo
s, excepto nos pontos s = —n, n=0,1,2,..., onde I'(s) tem polos simples com

residuos (;Ll!)n ,n=0,1,2,...

Demonstragao. Tendo em conta a definicdo de residuo, substituindo n por
(n+ 1), na equagao (2.4.18), tomando o limite quando s — —n e usando
a férmula

218 (20) £ ()

T€8z:z0f(2) = C_1 — Z k;'(n T 1)' R (2420)
— ! !
temos
res ss—pl'(s) = lim (s+n)I'(s)= lim I'(s+n+1)=
- ) Gk n=0,1,2
—n(-n+1)..(—n+n-1) nl LA
| ]

A seguir, apresentam-se algumas propriedades da fun¢do Gama, sem de-
monstracao. Estas aparecem em diversos livros, em particular no livro de
Marichev |2].

Propriedade 2.4.5 [2] A Fun¢ao Gama pode ser representada como a soma
de séries de fracgoes simples e fungoes analiticas em todo o seu dominio

[(s) = i (-D* 1 + h e Tt ldx
o P ]’C' S + k 1 ’

2.4.2.5 Funcao Gama e integral de Cauchy-Saalschiitz

Propriedade 2.4.6 [2/ Na faiza —(n + 1) < Re s < —n, n = 0,1,2,..,,
a fungao Gama, I'(s), pode ser representada como um integral de Cauchy-
Salschiitz

00 n —r k
I'(s) :/0 (e_x - Z ( k!) ) 25z , —(n+1) < Re s < —n.

k=0
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2.4.2.6 Funcao Gama e Funcao Beta

Propriedade 2.4.7 [2] A Fun¢ao Gama, I'(s), estd relacionada com a fungao
Beta, pela formula

['(a)L(b)

Bla.b) = Fara)

(2.4.21)

Nota 10 A fun¢io Beta Euler ¢ a transformada de Mellin de (1 + z)™?,

B(S,p—s) = /000 (1+7)" 75 tdr, (2.4.22)

2.4.2.7 Formula de Duplicacao

Propriedade 2.4.8 [2] A Fun¢io Gama, I'(s), satisfaz a sequinte férmula de
duplicacgao

T(s)I(1 - s) = Si;s, <F (;) = \/%) . (2.4.23)

Demonstragao. Ver Marichev [2]- Capitulo 2-(2.20). ]

O integral de Euler, tem o valor seguinte,

1+zx sin7s

oo ,.s—1
/ AT T g Res<1, (2.4.24)
0

A relagao, apresentada na Propriedade 2.4.8, é consequéncia de (2.4.22),
com p = 1, e tendo em conta o valor do integral de Euler (2.4.24) e a relacao
(2.4.21) entre as funcoes B e I'. Fixando s = 1 em (2.4.23) obtemos a igualdade

) 2
{F(%)} = .

Propriedade 2.4.9 [2/ ﬁ ¢ uma fungdo analitica em todo o seu dominio,
isto é, I'(s) é nao nula.

Demonstragao. De facto, de (2.4.23) temos que

1 sins
T =) = I'(s). (2.4.25)

O lado direito da igualdade (2.4.25) é analitico para todo o s, porque é
o produto de fungdes analiticas apenas com singularidades removiveis em
s=-n,n=0,1,2, ..
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Consequentemente, o lado esquerdo é também analitico, isto é, é uma
funcao analitica em todo o seu dominio e o seu denominador I'(1 — s)
nunca se anula. ]

2.4.2.8 Foérmula de multiplicacao de Gauss e Legendre

Propriedade 2.4.10 /2] A fun¢ao Gama satisfaz a formula de multiplicagao
de Gauss e Legendre

m—1
1 1-m k
F = ms—zy 2 -_— = ces = 38
(ms) =m™"2 (2m) 2 [] r<s+m> om=2,34, .., (2.4.26)
k=0
Demonstragao. Ver Marichev [2]- Capitulo 3-(3.16). ]

2.4.2.9 Foérmula de duplicacao de Legendre

Nota 11 A férmula de multiplicagao de Gauss e Legendre (2.4.26), para m = 2,
€ a formula de duplicacdo de Legendre

225—1

I'(2s) = NG

I(s)T (3 + ;) . (2.4.27)

Propriedade 2.4.11 [2/

A Fungao Gama €, unicamente, definida como a solugao, diferencidvel, do
sistema de equagoes funcionais (2.4.16) e (2.4.27).

Demonstragao. Ver Marichev [2]- Capitulo 3. ]

2.4.2.10 Foérmula de Stirling

Propriedade 2.4.12 [2] Para |s| — oo a Fung¢do Gama e o factorial tém uma
extensdo assinticica dada pela Formula de Stirling

1 n 1
I(s) = V2rstTie s |1+ 125 +0(s7%) |, |args| < m,n! =V2mn <ﬁ> [1 + O()} .
s e n

Demonstragao. Ver Marichev [2]- Capitulo 3-(3.22). ]

Propriedade 2.4.13 [2/

Para |s| — oo e |y| — oo temos



CAPITULO 2. OPERADORES INTEGRAIS DE CONVOLUGAO DE
36 MELLIN

_ 1+(a—b)(a+b—1)

1sra) -2
(s +b) 9 +O0(s79)|,|args| <,

IT(x + iy)| = vV2rly[*~2e ™M [1 + O(1/y)], [yl — oo,

onde x e y sao varidveis Teais.

Demonstragao. Este resultado prova-se usando a Formula de Stirling, ver
Marichev [2]- Capitulo 3-(3.23) e (3.34). ]

2.4.2.11 Integral Euleriano e Funcao Beta

Propriedade 2.4.14 [2]/ A fun¢do Beta pode ser relacionada com a fungao
Gama por (2.4.21). Além disso a fungao Beta (2.4.22), pode ser representada
por um integral Euleriano do primeiro tipo

1
B(s,b) = / 2711 — )" 1dz, Re s > 0,Re b > 0.
0

Demonstragao. Ver Marichev [2]. ]

Nota 12 A fungdo Gama, além das propriedades apresentadas, tem outras
propriedades que podem ser encontradas em diversos livros e na maioria dos
casos encontram-se adaptadas ds necessidades das dreas em que é usada.

As propriedades bdsicas da fun¢io Gama sdo usadas na demonstragdo
do teorema de Slater, que permite calcular o valor de .#(x) quando a sua
transformada de Mellin, #*(x), € igual 4 razdo de produtos de fungoes-T.
Nao apresentamos esta demonstragao, apenas o enunciado do teorema (Teorema

2.6.1).

2.5 Fungoes do Tipo Hipergeométrico

Neste subcapitulo introduzimos a noc¢ao de fungao do tipo hipergeomé-
trico. Esta nocao terd como complemento o subcapitulo 2.8, onde apresentamos
algumas funcgoes especiais deste tipo.
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2.5.1 Série hipergeométrica generalizada

Definigao 2.5.1 [2] Considere-se a série cujos coeficientes contém a expressao
(@), definida em (2.4.17)

s (al)k(ag)k...(ap)k,ik B 2): (b): 2) = (a) ;z _ ai,as, ..
kz:;) (bl)k(bQ)k(bq)k k" -p Fq (( )’ (b)’ ) —bp Fq < (b) ) P Fq < b17b2’

(2.5.28)
com (a) = ay,az,...,ap € (b) = b1, ba, ..., by.

Esta série que contém p pardmetros no numerador e ¢ no denominador
diz-se série hipergeomeétrica generalizada de ordem ¢ e classe ¢ — p + 1.

Assim,

0Fo(z) =€ = Z e 1Fo(a;2) = (1 —2)"% (2.5.29)

A ultima igualdade relaciona a funcao ,Fj com a soma da série geométrica
generalizada, justificando-se, assim, o nome série hipergeométrica generalizada.

Usando o critério de Raabe pode-se estabelecer a convergéncia da série
(2.5.28).

A série é convergente para:
qualquerz se p <g;
|z| <1 se p=q+1;

|zl =1 se p=q+ 1,0 =Re Z?Zlaj—zzzlbk<0;
lz|=1,z#1 se p=q+1,0<o<1.

A série é divergente para:
z#0 se p>q+1;

|z| >1 se p=gq+1;
|z|=1 se p=q+1,0>1

Se o parametro do numerador a; = —n(n = 0,1, 2, ...), entao a série (2.5.28)
reduz-se a um polinémio de grau n; em particular temos

qu (0,&2,@3, -eey Qp; b17b2a abq7z) =p Fq ((a)’ (b),O) =1

Se o parametro do denominador by = —I(l = 0,1,2,...), entao a série nao
tem sentido, visto que o denominador de todos os termos desaparece.

. Qp

by

4
)
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2.5.2 Definicao de Funcao do Tipo Hipergeométrico

Definicao 2.5.2 [2] Qualquer fungdo u(z) que pode ser representada numa
vizinhanga de z = 0, como combinagao linear de fungoes, da forma

E ((a),(b),a) z* pFy ((a); (b); hz")

diz-se fungao do tipo hipergeométrico da varidvel z, (onde E ((a), (b),a) €
uma fungao dos pardmetros (a),(b) e o, v > 0 e h é uma constante) e, também,
qualquer funcao que pode ser obtida continuamente desta combinacao linear por
passagem ao limite em relagdo aos pardmetros.

2.5.3 Exemplos de Funcoes do Tipo Hipergeométrico

Existem muitos exemplos de funcoes do tlpo hlpergeometrlco Temos
2%eh% (1 — 2)7% Inz; sin ™t z; tan™ 2; (14 (1 — z) )~* e combinacdes lineares
destas. A conclusdo de que u(z) = In z pertence a esta classe vem da igualdade
Inz = (2*—1)a~! e da segunda parte da defini¢do (2.5.2). As funcdes seguintes,
que serao apresentadas no subcapitulo 2.8, sdo do tipo hipergeométrico. A
funcao hipergeométrica ou Funcdo de Gauss oF} (a;b; ¢; z) que se denota sim-
plesmente por F'(a;b;c; z). A funcdo hipergeométrica degenerada ou Fungao de
Kummer | F (a; ¢; z) também denotada pelo Simbolo de Humbert ® (a;¢;2). A
funcao oF} (c; z) que se reduz a Fungao de Bessel.

2.6 Teorema de Slater

Como vimos, podemos utilizar a tabela da transformada de Mellin para
avaliar integrais e os seus dominios de convergéncia. Este processo resulta numa
regra para encontrar a fun¢ao K (x). No entanto quando K (z) pertence a classe
das fungoes hipergeometricas, isto é, em particular, quando a transformada de
Mellin K*(x) é o produto da razao de fun¢des Gama de s por constantes, K*(x)
tem a estrutura

K*( CH I'(ai+ s)I'(bj — s)

— ey T o0 —s) c constante e I'(s) a funcdo Gama de

.5,k
Euler.

Neste caso, a transi¢do de K*(z) para K (x) é alcangada pela aplicagdo do
teorema de Slater, ou pela teoria dos residuos, base pela qual este teorema é
provado.
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2.6.1 Notacao

Antes de enunciar o Teorema de Slater vamos apresentar a notacao. Foram
usadas as notagoes

a1, 2, - @A | _ . _ I(a)D(ag)..T(ax)
: |: b17b27'-'abB :| N F[(a)’(b)] - W’

onde o produto vazio é substituido por 1.

(a) +s=a1+s, ag+8,...,a4 + s,

(b) — br = by — bg, ..., b—1 — b, bgr1 — by .., bp — bg,

C) — aj, (d)+aj 1+ a; 7(a),7(d)+aj
(2.6.30)

ZA(Z) = izajr { Ea)' — a4, (B)+a }x prcFasp_1 ( (b) + aj, 1+ a; — (c); (=1) "2 > ’

B _1\D-B
B(1/2) = P (b)" = bi, (@) + by pFg 1 (a)—l—bk,l-}-bk—(d);(L
R B e (ubk(b)’,(mbk
(2.6.31)

com |arg z| < 7.

Se as séries convergem, entdo Y. 4 (z) e > p (1) sdo fungdes do tipo
Hipergeométrico, e transformam-se uma na outra se trocarmos o vector com-
plexo A-dimensional (a) = ay,as,...,a4, e os vectores similares B-dimensional,
(b), C-dimensional, (¢) e D-dimensional, (d), e substituirmos z por 1/z. Estas
funcoes dependem analiticamente dos parametros complexos (a), (b), (¢) e (d) e
da variavel z. Se certos parametros dos vectores (a)(ou (b)) sao iguais ou diferem
de um inteiro, entdo os vectores (a)’ —a; ((b)’ — bx) contém componentes nulas
ou inteiras negativas e entao I'(—n) = oo,n = 0,1,2, ..., nas fung¢des > 4(2) e
> B (%) podem ser indeterminagoes do tipo co — oo (se as singularidades dos
numeradores dos coeficientes gama em (2.6.30) e (2.6.31) nao se anulam nos de-
nominadores correspondentes). Mas nos casos logaritmicos as indeterminagcoes
sdo removiveis por continuidade . Assim, nesse caso os valores >_ 4(2) e Y 5 (1)
significam os limites correspondentes das fun¢des regulares Y 4(z) e > 5 (3)
quando os seus parametros tendem continuamente para os valores singulares em
questao (ver o livro de Marichev [2]-Capitulo 4).

Nota 13 Sem a condigio |arg z| < 7w, as fungoes Y a(z) e > p(1/z) tém, em
geral, valores multiplos. Assim assumimos que | arg z| < 7, para valores isolados
e portanto em muitos casos esta condi¢cdo pode ser removida se nao tratarmos
funcoes que tenham valores multiplos.
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2.6.2 Enunciado do Teorema

Prova-se o teorema seguinte, dito Teorema de Slater

Teorema 2.6.1 /2] Seja

H*(s) =T : (2.6.32)
(c)+s , (d)—s

onde os vectores (a), (b), (c) e (d) tém respectivamente, A, B, C e D compo-
nentes a;, by, c; e dp,. Se sao satisfeitas as sequintes condigoes

i) — Re (aj) < Res < Re (by) , j=1,2,..,A , k=1,2,..,B; (2.6.33)
A+B>C+D,
ii){ A+B=C+D, Re s(A+D — B —C) < —Re v;
A=C,B=D, Rev<0, v=Y01 0+ be—Yic— 3y dm;
(2.6.34)
entdo para s, assim definido, temos que
/ 25! ZA(x)d:z: se A+D>B+C,
0

H(s) = /les_l ZA (x)dz + /Oo:rs_l ZB <1> dx, A+D=B+C,

1 x

& 1
sl —)d A+D<B+C
/0 T ZB ($> T se +D<b+0,

(2.6.35)
SA()=Sp5(1) se A+D=B+C, Rev+C—A—1<0,A>C.

Demonstracao. A demonstracao esté no livro [2] e tem como base o teorema
classico de Cauchy. [ |

Corolario 2.6.1 [2] Quando sao verificadas as condigoes do Teorema de Slater
(2.6.33) e (2.6.34), a imagem da inversa da fungdo (2.6.32) € a func¢ao Hiper-
geométrica A (x) que é dada por uma das sequintes expressoes
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ZA ) para x > 0, se A+ D>B+C,

1
H () = ZA ) para 0 < x < ou ZB <x> parax>1, se A+D=B+C,

1
E B <> para x > 0, se A+ D<B+C,
x
(2.6.36)

=Y Aa(1)=> p(1)se A+D=B+C, Rev+C—-A-1<0,A>C.
(2.6.37)

Em conclusao, ao aplicar o Teorema de Slater, calculamos os residuos
respectivos das fungoes Gama, dependendo da relagdo entre os parametros.

Nota 14 As condigoes do teorema de Slater assequram, pelo menos condicional-
mente, a convergéncia dos integrais (2.6.35), como integrais imprdprios, sdo,
em geral, divergentes, mas como casos individuais existem no sentido do valor
principal.

2.6.3 Exemplos de Aplicacao do Teorema de Slater

Exemplo 2.6.1 Este exemplo €, também, o primeiro passo da demostra¢ao do
teorema de Slater. E uma caso mais simples, o caso em que A = B = 1,
C =D = 0. Isto leva-nos a fungao de poténcias ¥ (x) = T'(s)(1 + x)~P. Para
tal calculamos o integral de linha

1
I= 93 LF[S,,O — slz™%ds,xz > 0. (2.6.38)

Se considerarmos L como sendo a recta paralela ao eizo imagindrio, L =
(7 — i00,y +1i00), entio o integral I[T'(p)]~!, para 0 < Re s =y < Re p, toma
um dos valores

[e.9]

D ()" /K = (1-2)"" = f(2), |2] < 1, (2.6.39)

k=0
ou

oo

f(2)=(=2)" "1 = 1/2)"" = (=2)"* Y _(a)pz F/k!, |2| > 1, (2.6.40)

k=0
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onde z = —x e a = p. Do ponto de vista de (2.5.29) isto é completamente
consistente com as formulas (2.1.5), (2.1.6) e (2.1.7) da transformada de Mellin,
e com o Teorema de Slater no caso A+ D = B+ C. O integrando em (2.6.38)
€ analitico em todo o plano complexo s, excepto nos polos de primeira ordem
da fungao-I', em s = —n,s = p+n,n =0,1,2,.... Da propriedade (2.4.4) da
fungao-T', os residuos de T'[s, p — s|z™*, nestes polos sao, respectivamente iguais
a

(=1)"/n!T(p +n)z™, T(p + n)(—=1)" T /nlz—P™, (2.6.41)

Tomando L como um contorno simples, L_pn, contendo um segmento da
recta vertical Re s =y, que separa os pontos (0,0) e (Re p,0), 0 < p < Re p,
e circunda apenas un certo nimero finito N dos polos a esquerda s = —n,n =
0,1,...,N. Entdao pelo teorema dos residuos, o integral (2.6.38) ¢ igual a soma
dos primeiros N residuos (2.6.41) nos polos dentro do contorno. Fazendo N —
oo neste resultado e assumindo que o contorno L_n extendido pela adi¢do dos
polos s = —n ao ramo esquerdo L_., ndo estd de qualquer forma perto destes
polos para um pequena distdncia € > 0. Entao no limite obtemos

% : [[s,p—slz™%ds = Z(—l)"F(p+n)x”/n! =T(p)(14+z)"". (2.6.42)
o0 n=0

O limite do lado direito existe (isto é, a série é convergente), se |x| < 1.
Entao pelo teorema sobre a passagem ao limite em igualdades, seque que para
|| < 1 o integral ao longo do ramo infinito L_o, converge. Este ramo, que
comega no infinito, no terceiro quadrante, e acaba no infinito, no sequndo, pode
ser arbitrdario; em particular, podemos expandi-lo na recta Re s = 7,0 < v <
Re p, conforme requerido em (2.1.6), enquanto preservamos a convergéncia do
integral. Se para L tomarmos o contorno similar Ly circundando os polos do
lado direito s = p4+n,n=20,1,2,..., N, entdo, do mesmo modo, temos no limite
a formula

1 00
o [ Tlsp—sla™*ds = o= 3" D(p+m)(~a) " /nl = ~T(p)(1 +2) 7,
271 Lioo =0

(2.6.43)
onde |x| > 1, © > 0. Por expansio de Ly~ a recta Re s = vy, referida anteri-
ormente, e dando uma direc¢ao a este circuito deduzimos de novo a igualdadde
que pProvamos.

Note-se que neste caso as séries (2.6.42) e (2.6.43) (com o sinal menos)
podem ser extendidas a outra como fungao de x, mas em geral, as fungées Y 4(z)
e > p(1/z) nao podem ser analiticamente extendidas a outras (se A+ B =

C+D).

Nota 15 O lado direito de (2.6.42) depende analiticamente do pardmetro p,
consequentemente, a restricio Re p > 0 anterior a (2.6.42) € desnecessdrio.
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Pode-se fazer uma extensao analitica da igualdade (2.6.42) a qualquer p #
0,—1,—-2, ..., se removermos a condi¢ao de separa¢ao dos polos do lado esquerdo
e do lado direito s = —n, p+n, n=0,1,2, ..., representados pela recta Re s = .
Por continui¢do analitica é natural considerar o ramo Lo, como sendo qualquer
circutto aberto, mas que separa todos os polos a esquerda dos polos a direita.
Isto s6 € possivel sob a condigao p = 0,—1,—2,... Neste caso a fun¢ao (1+z)~"
nao se reduz a um polinémio.

Nota 16 Se fizrarmos p = 0 no integral (2.6.42) e tomando o contorno L_., que
separa os pontos s = —1 e s =0 (=1 <~ <0), entdo devemos remover da soma
(2.6.42) o primeiro residuo (o termo de n = 0) corresponde ao polo s = 0, e seja
p — 0. Como resultado obtemos por continuidade a série de —In(1+z),|z| < 1.
Este caso particular onde polos de séries diferentes coincidem, € também dito
logaritmico.

[e.o]

Exemplo 2.6.2 Seja / e it dt = K(x), x> 0. Assim, considerando
0
Ki(r)=e", Ko(r)=¢"T 7"

Consultando a tabela da transformada de Mellin, em anexo, podemos
encontrar a imagem da primeira fungao

Ki(s) = /0 e @2V dr=T(s) , Res>D0.

A imagem da sequnda fung¢ao e *x¥ €
o0
K5(s) = / (e ") 257t de
0

— / efzx(ers)fl dx
0

= I'(v+s) , Re (v+s) > 0.

Multiplicando as imagens obtemos
K*(s) = K{(s) K5(s) = I'(s) T(v+s) = I'[s, s+,

e podemos encontrar a imagem inversa do resultado do produto, o qual € escrito
na forma T[s , s+ ).

Usamos o teorema de Slater no qual expressamos o valor de K(x) em
termos dos quais conhecemos a imagem K*(s) igual a razao dos produtos das
funcoes Gama. Neste exemplo discutimos as dimensoes A, B, C e D e os
pardmetros a;, by, c; e d,, que, pelo teorema de Slater tém os sequintes valores
A=2, B=C=D=0,a1=0¢c¢as=v. DeA+D > B+Ce A+B>C+D,
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sequndo as condigoes apropriadas, Re s > 0, Re v > 0, o pedido é dado por
K(x) =Y a(x) =2 T(v), Fi (1 —v;x)+2" ['(~v), Fi(1+v;z).

2.7 Integrais de Mellin-Barnes

Definig¢ao 2.7.1 [2] Consideremos o integral ao longo de uma linha L corres-
pondente & transformada inversa de Mellin (2.1.7) de J#*(s) (no caso L =
(y —ioco,y+i00), Im z=0),

_ b (@) +s, (0)=s ] —;,
IL(2) = 2m'/LF[ O 15 (d)—s ds. (2.7.44)

Se L é uma curva infinita, entdo o integral diz-se Integral de Mellin-Barnes.

2.8 Algumas Fungoes Especiais do Tipo
Hipergeométrico

2.8.1 Funcgao hipergeométrica de Gauss

Agora, vamos estudar a funcao hipergeométrica de Gauss um pouco mais
geral, que foi estudada por Gauss (1813). Esta fung¢io tem trés pontos singulares
regulares z = 0,1 e 0o e é definida no disco unitario como soma da série (2.5.28)
comp=2eq=1.

Z(Cgi])c:z)!kzk = Fi (a;b;¢;2) = F (a;b;c; 2) .
k=0

Através do critério de Raabe provamos que a série é absolutamente con-
vergente para |z| < 1. E absolutamente e uniformemente convergente no circulo
|z| = 1se Re(c—a—0b) > 0. Se =1 < Re(c—a—0b) <0, entao a série diverge em
z = 1 enquanto permanece condicionalmente convergente nos outros pontos do
circulo |z| = 1. Se Re(c —a —b) < —1, entao a série é divergente neste circulo.

Mas pelo Teorema de Slater podemos introduzir uma defini¢ao equivalente
da funcdo da Gauss em relagdo ao integral de Mellin-Barnes (1908), igual a
(2744) COmAzl, BZQ, C:O, D:]_, a1:0, blza, bQZb, dlzc,e
L = Liy (com —z em vez de z), temos

r [ a,b ] F(a,b;c;2) = 21/ r [ sa=8b=s } (—2)"°ds,  (2.845)
T

c ico c— s

|arg(—z2)| <, |z] < 1.
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Para manifestar a natureza das singularidades em z = 1 é conveniente usar
a representacao analitica da fungao de Gauss como Integral de Fuler

1
F(a,b;c;2z) =T ¢ 71 = 1) (1 = r2) T, (2.8.46)
b, C — b 0

Re c>Reb>0, |arg(l —z)| <, |z]| < c0.

A representagdo (2.8.46) permite-nos deduzir a Férmula de Bolza (em
funcdo do parametro a)

F(a,b;c;2) = (1 —2) *F <a,c— b; c; zi1> ,

a Formula da Transformacao

Fla,bje;z) = (1— 2" F(¢c—a,c—b;e; 2),
e obter o valor da fun¢dao de Gauss em z =1

c,c—a—»b
F(a’b’c’z)_F[c—a,c—b ],

com

Re (c—a—0b)>0, c#0,—-1,-2,...

A igualdade (2.8.45) permite-nos deduzir a representacao da fungao de
Kummer em termos do integral de Mellin-Barnes seguinte

100

c| 1 s
F(a,b;c;1—2) =T a,b,c—a,c—b]Qm'/_ioor[S’8+c_a_b’a_s’b_s](z) ds,

larg(2)] <, |2] < oo,

onde a integragao é feita ao longo de uma linha L. de —ioco a 00 com a dnica
condigao de separar os polos & esquerda s = —n,s =a+b—c—n,n=20,1,2, ...,
dos polos a direita s =a+n,s=b+n,n=20,1,2, ...
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2.8.2 Funcao hipergeométrica degenerada e Funcao de Bessel
2.8.2.1 Funcao de Kummer

A funcao hipergeométrica degenerada é, normalmente, definida como a
soma da série de Kummer (1837) seguinte

o
1F1(a;¢;2) = ®(a, ¢ 2) Zi(a %
()k
k=0

Esta série corresponde ao caso em que p = ¢ = 1 da série geral (2.5.28), é
convergente para todo |z| < 1, e tem uma singularidade essencial no infinito.

De acordo com o teorema de Slater, a func¢do de Kummer pode também
ser definida em termos do integral de Mellin-Barnes

a 1 [P s,a— S s
F[c} 1F1(a,c,z)—2m,/' F[ C_S](—z) ds,

—i00
| arg(_z)| < g7a 7& 07 17 27 EREE)

onde a integracao é ao longo de um caminho que separa os polos da esquerda
s =0,—1,-2,..., dos polos da direita s = a,a+1, ..., e o ramo L_., é admissivel.

2.8.2.2 Funcao de Whittaker

A funcdo ¥(a,c; z) foi introduzida por Tricomi em 1927. Ela é solugao
especial da equagdo de Kummer independente da solucao especial 1 F(a;c; z).
A representagao integral de ¥(a, ¢; z) na forma de Integral de Tricomi é

1

U(a,c;z) = T(a)

[ee)
/ e #1114+ )7 1dt, Re a > 0, Re z > 0,
0

A fungdo de Whittaker pode ser expressa em termos de 1 F} e ¥, da seguinte
forma

1
My ,.(2) = e / Fi(a;c;z),a = §+M—X>C:2M+1a

Wyu(z) = e #2220 (a, ¢; 2)

Nota 17 Vejamos alguns casos especiais de funcoes hipergeométricas degenera-
das e fungoes de Tricomi:
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o ¢*

o As funcoes de Bessel: J,(z); 1,(2); H,Ej)(z); K,(z); Y, (2)

o As fungées integrais exponenciais e logaritmicas: Ei(z); Fi(z); li(2)
o As fungoes integrais seno e coseno: Si(z); si(z); Ci(2)

o As fungoes de erro: Erf(z); Erfc(z)

e Os integrais de Fresnel: C(z); S(z,a); C(z,«)

o As fungoes de Gama incompletas: vy(a, z); I'(a, 2)

o As fungoes parabolicas cilindricas D, (z)

e Os polindmios ortogonais de Hermite e Laguerre: Hy(z); L$(z)

As férmulas relevantes sao dadas na lista de simbolos.

2.8.2.3 Funcao de Bessel
A funcao de Bessel define-se pela série seguinte

o0 k

z
Fi(cz) = —— =1 Fi(a;c
0 1(072) Z (C)kk' ai{go 1 1(@,0,2’/@),
K=0
que representa uma funcao analitica em todo o seu dominio. Esta série pode
ser obtida do teorema de Slater com A—=D—1 e B=C—0,

1 1 s
—— oFi(c;—2) = — r “Sds. 2.84
) oF1(c; —2) 57 /loo [ s ] 2z %ds (2.8.47)

O contorno esquerdo L_, circunda os polos a esquerda s = 0, —1,—2, ... (para
c#0,—1,-2,...). Este contorno s6 pode ser extendido a um contorno L;s,, de
v —i00 a 7y + ioco, quando z é real e z = x > 0, e quando 2y < Re ¢ (ver o
livro de Marichev [2]). Se Re ¢ > o, entao para L; podemos considerar a linha
recta Re s =, onde 0 < v < Re ¢/2.

O Termo principal da expansao da funcao (2.8.2.3) no infinito é, seguundo
Marichev [2]

[T(e)]™" 0F1(c;—2) ~ V221 4702 cos(24/z — e /2 + 7 /4), | arg 2| < 2.
(2.8.48)

As formulas (2.8.47) e (2.8.48), com ¢ = 0, —1, —2, ..., devem ser entendidas
no sentido de limite, o seu lado esquerdo foi definido por continuidade.
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As Funcoes de Bessel de ordem complexa v sdao definidas por

O et ] G = I

Ok'Fk—i—u—i-l) Fv+1) \2

Y, () = Smlm o (2) cos 70— Jo(2)], (2.8.50)
Ya(2) = lim Y (2) (n=0,41,42,..), (2.8.51)
H ()= J,(2) = (=1Y iV, (2),j = 1,2, ..., (2.8.52)

Z/2 2k+1/

_ _—ivm/2 i /2
Z Rkt o £ 1) =e Jy(z€'™7), (2.8.53)
T
KV(Z) = m Ifl,(Z) — IV(Z)] 5 (2854)
K,(z)=1lim K,(z) (n=0,£1,%2,...), (2.8.55)

v—n

Ju(z) diz-se fung¢ao de Bessel do primeiro tipo, Y,(z) fun¢ao de Bessel do Se-
gundo tipo ou fung¢ao de Neumann (&s vezes é denotada por N,(z)). H ,(,])(z)
diz-se fung¢ao de Bessel do terceiro tipo ou func¢ao de Hankel. As restantes duas
fungoes (I,(z) e K, (2)) dizem-se Fungées de Bessel modificadas: I,(z) é a fun¢ao
Modificada de Bessel do primeiro tipo de um argumento imagindrio, e a K,(z)
também se chama fun¢ao Macdonald’s.

Para distinguir os ramos dos valores singulares das fungoes de (2.8.49 a
2.8.55), o corte é feito, usualmente, de —oo a 0 ao longo do eixo y = 0, isto &,
assumido que |arg z| < 7.

Todas as fungbes apresentadas sdo definidas a partir da série oFi(c; z),
e sao solucdo especial de duas equagoes de Bessel: a equacao basica (cujas
solugoes sao J1,(2), Y1, (2) e H ,(,])(z)) e a equagao modificada (cujas solugoes
sao I1,(z) e K,(z)). Para obter informacao mais detalhada sobre este assunto
basta consultar , por exemplo, o livro de Marichev [2].

Por (2.8.47), J,(z) pode ser definido de forma equivalente por um integral
de Mellin-Barnes

1 y+ioco (V+S)/2 2\ =5
Jl,(z)—m /71'00 I‘[ 14 (v— )2 } (5) ds,z=2>0,—Rey<~y<l1.
(2.8.56)
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A restricao de v e a condicao de z ser real podem ser ultrapassadas se
a integracao é feita ao longo do ramo esquerdo L_,, que circunda os polos
§s=—y—2n,n=0,1,2,...

Analogamente, I, (z) pode ser definido pelo integral

I”(Z)_l/L_ F[(s—i—y)/Q .

44 sin (7c) 1+ (wv—s)/2,c+(v+s)/2,1—c—(v+s5)/2
(2.8.57)
Z\ —S
X <§> ds, |z| < o0,
onde c é arbitrario, e o ramo L_,, que circunda os polos s = —v —2n, com n =
0,1,2,..., ndo pode ser extendido ao contorno Ly,. Quando ¢ =0,4+1,4+2,..., 0

lado direito deve ser definido por continuidade.

Substituindo (2.8.56) na definigao (2.8.49) e usando a formula de duplicagao
(2.4.23), pode-se deduzir o integral de Mellin-Barnes para Y, (z)

ner= g [ e[GO G) e

onde o ramo L_, circunda os polos s =+v —2n,n=0,1,2, ...

Além disso, para |argz| < 7 tem-se a seguinte representacdo integral da
funcdo de Macdonald

1 Y+1i oo

K,(2v/2) I'v/2+s,—v/2+s]z °ds,y > |Re v|/2, (2.8.58)

47['7/ ~—i 00
onde o contorno ou linha de integracao também pode ser tomada como sendo o
ramo L_ cercando os polos s = tv/2 —n,n=0,1,2, ...

O comportamento da funcao de Bessel quando z — 0 pode ser estabelecido
pelas formulas seguintes

Ju(2)

O(2"); I (2) = O(|2|™ V); Y (2) = O(|z| 77 ¥1), v # 0;
Ky (2) -

02171 ¥, v # 0; Yo (2) = O(lnz]), Ko(2) = O(ln|z]).

As fungoes de Bessel tém varias representagoes integrais similares aos
integrais de Euler, Laplace e Tricomi.

2.9 Transformada de Laplace de variavel real

A transformada de Laplace de variavel real € o primeiro operador que
vamos tratar como convolucao de Mellin.

Consideremos, neste subcapitulo, a seguinte transformada de Laplace mo-

dificada
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Jf(t)%x > 0. (2.9.59)

o

Lo {f(t); 2} = g(x) = /0 e

Usando substituicoes elementares das varidveis e das funcbes podemos
chegar a transformada de Laplace (1.1.1), conforme vimos na secgao 2.2.2.
Podemos tratar o operador (2.9.59) como convolucao de Mellin (2.2.9), também
escrita por (2.2.11), onde 1 (t) = et e J#5(t) = f(t). Sendo a formula (2.2.12)
obtemos que a transformada de Mellin da convolugao (2.2.11) é igual ao produto
das convolucoes de Mellin das fungoes 77 e J#3, ou seja, J#* e J5". Agora,
usando a férmula da inversao da transformada de Mellin (2.1.7) e tendo algumas
condicoes imediatamente escrevemos que a nossa convolucao é

1 Yy+1i00
(A 0 o) () = / J(8) Ay (s)x™ ds. (2.9.60)
g

21 Sy _ieo

Mas, voltando a transformada de Laplace (2.9.59) e observando que a
transformada de Mellin da fungdo e ¢ a fungdo I'(s) aplicamos a férmula
(2.9.60) e escrevemos o operador de Laplace (2.9.59) da seguinte maneira

1 y+ico

g(x) = / L(s)f*(s)x™*ds, (2.9.61)
g

278 Sy oo

onde f*(s) é a transformada de Mellin da funcao f(t) e v um parametro real.

Suponhamos que o produto f*(s)I'(s) é uma func¢ao integravel na recta
vertical (7 — 00,y + i00), ou seja, f*(s)I'(s) € Ly (v — ico,y + ic0) (espago de
Banach), o que significa que

/+Oo ID(y +it) f*(y + it)|dt < . (2.9.62)

— 00

Voltando & representagao (2.9.61), temos a seguinte estimativa da trans-
formada de Laplace

+o0o
lg(z)| < ;ﬂ/ T (y +at) f*(y +it) |7 Vdt <

—00

1 [t
o (@) < / D (y + i) f* (y + it)|dt, (2.9.63)

T2 J_ o

o que significa que a transformada de Laplace da func¢ao g(z) é uma funcao con-
tinua e z7¢g(x) ¢ limitada para todo > 0. Portanto obtemos uma transformada
de Laplace de variavel positiva que envia func¢oes f, com transformada de Mellin
no espago (2.9.62), para fungoes continuas g, tal que z7g(z) sdo limitadas.
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Resta obter a formula da inversao da transformada de Laplace . Como a
formula (2.9.61) representa uma transformada de Mellin do produto I'(s) f*(s),
entdo assumimos que g(x)z?~! também ¢é uma func¢do integravel sobre a recta
R4, o que implica que existe transformada de Mellin g*(s), ou seja, de (2.9.61)
e obtemos a seguinte relagao

g (s) =T(s)f*(s). (2.9.64)

Resolvemos esta equagao algébrica (2.9.64) relativamente a fungao f*(s) e
obtemos

[i(s) = 7 (2.9.65)

Agora, aplicamos a transformada inversa de Mellin (2.1.7) a equacgao
(2.9.65), e, obtemos a férmula de inversao do operador de Laplace (2.9.59)

ytHioo x S
£(1) = QLM L N g ((S))t_sds. (2.9.66)

Entao podemos concluir o resultado deste subcapitulo, no seguinte teorema

Teorema 2.9.1 (Teorema da transformada de Laplace de varidvel real)
Seja f uma fungao que satisfaz as condig¢oes (2.9.62), entao o operador de
transformada de Laplace (2.9.59) é um operador limitado, e a sua imagem
pertence ao espago das fungoes continuas g(x) em Ry, tais que, x7g(x) sao
limitadas. Além disso,se g € L1(Ry;x71dx), ou seja, [ |g(x)|z7  de < oo,
entao eziste transformada de Mellin da funcao g que satisfaz a relagao (2.9.64)
e tem lugar a férmula de inversao (2.9.66).

Demonstracgao. Ao longo do desenvolvimento do subcapitulo. [ |
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Capitulo 3

Aplicacao do Método da
Transformada de Laplace a uma
Classe de Operadores Integrais
de Convolucao

Neste ultimo capitulo aplicamos o operador da transformada de Laplace
de variavel real, do subcapitulo 2.9, a alguns operadores integrais de convolugao
(2.2.9), nomeadamente, vamos considerar a transformada de Hankel, com nucleo
a fungao de Bessel (2.8.56), a transformada de Gauss, com nucleo a fungao de
Gauss (2.8.45) e transformada de Meijer, com nucleo a fun¢ao de Mcdonald
(2.8.58).

3.1 Transformada de Hankel

Consideremos a transformada de Hankel na seguinte forma
> dt
(Juf)(2) =/ Ju <2 ‘:) f#) Rev>—1. (3.1.1)
0

Como podemos ver este operador tem a forma do operador de convolugao de
Mellin (2.2.9), onde

Hlx) = J, (2V7) e Halx) = f(@).

Podemos tratar este operador (3.1.1), usando a férmula (2.9.60). Como a
formula (2.8.56) e usando a propriedade 2.3.5, temos que a funcdo de Bessel
Jy (2¢/x) pode ser representada através do integral de Mellin-Barnes que se
segue

53
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R (O

Portanto, da formula (2.9.60) imediatamente obtemos que

— 1 e r (8 + H) * —s
(Juf)(x) = 27”./“00 F(1+—%2_5)f (s)z~*ds. (3.1.3)

Agora, o objectivo deste subcapitulo é decompor o operador ou transformada
de Hankel na composicao dos dois operadores de Laplace de variavel real. As
formas destes operadores de Laplace podem ser obtidas usando resultados do
subcapitulo 2.9, nomeadamente definimos os seguintes operadores de Laplace
que sao modificagoes das formulas (2.9.61) e (2.9.66). Entao temos os operadores
de Laplace seguintes

+i00 v
(Asf)s(2) = 21m/7 P (s+2) F(s)ads (3.1.4)
Y—100
1 IR A N ©) s

Observamos que o operador (3.1.4) pode ser escrito como transformada de
Laplace da forma (2.9.59). De facto, por defini¢ao (2.4.14)

T(s+2) = / e 514t Re (s + =) > 0.
2 =, 2

Substituindo este integral em (3.1.4) e trocando a ordem de integracao, ad-
mitindo que f*(s) pertence ao espago Li(y — ico,y + i00) obtemos

1 Y+i00 0o ,
Arfg(x) = o— “(s)z~5d —tys+5-1g
(At f)s (@) / () /0 oty

21 —ioo

[e'] 5 1 y+ioco _s
= / €_tt§_1dt7 / f*(S) (§> ds.
0 T ~ t

—1300

O ultimo integral iterado sobre s, através da formula de inversdo da transfor-
mada de Mellin (2.1.7), representa f (%), portanto obtemos

(x) = /000 etzmlf (%) dt,

z
t

(A f)

(SN

fazendo a mudanga de variavel ¥ = y, temos
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(ihy@) = [T <§>;1f(y) Ly
(3.1.6)

Entao, finalmente, o nosso operador

(Asf)s (@) = 28 L {y 8 fly)ia )

Como na formula (3.1.5) a fungdo—TI" estd no denominador do nucleo do integral
n6s nao podemos escrever o operador (A~! f)(z), na forma (3.1.6). Apesar disso
a formula (3.1.5) da o valor da transformada de Mellin do operador (A~ £)(z).
Nomeadamente, obtemos

{0 Py @)} = L) (3.17)

Substituindo (3.1.7), no integral (3.1.3) obtemos

@) = g [0 o {4 g oris o,

oM )i 2
usando a formula (2.9.61) obtemos

(L f)(@) = (1 0 Ha) (),

onde

Hi() = e'tE; Aa(t) = (AT Fres (1),
ou seja,

dt

i@ = [T (F) a0,

Entao finalmente, obtemos que a transformada de Hankel é uma composta dos
operadores de Laplace de variavel real (3.1.5) e (3.1.6) ou

(JoF)@) = (A)5 (A 1ey (@), (3.18)

Entao podemos concluir o resultado deste subcapitulo, no seguinte
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Teorema 3.1.1 Seja f uma fungdo tal que a sua transformada de Mellin

f(s) € L ((’y—ioo,’y—kioo);Clli_s)) ;

entdo podemos escrever a transformada de Hankel, (J,f)(x) em (3.1.1), na

forma (3.1.8), ou seja, como a composta dos operadores de Laplace de varidvel
real (3.1.4) e (3.1.5).

ou seja,
(v +it)
L (1+%5—~—it)

dt < oo,

3.2 Transformada com funcao de Gauss

A transformada de Gauss pode ser escrita da seguinte forma

(ﬁg’bf) () =T [ " b } /OOOF (a, b c; —f) f(t)%, 2>0. (3.2.9)

Este operador tem a forma do operador de convolu¢ao de Mellin (2.2.9), onde
H(x) = F (a,b;¢;—) e Ha(x) = f(v).

Podemos tratar este operador (3.2.9), usando a formula (2.9.60) e obtemos que

Fioo (g a—s — 8
<ﬁ'ca:bf) (z) = 2171_2/7 I'( )F(I“(C _)SI)‘ (b )f*(s)x_sds. (3.2.10)
Y—1300

Pretendemos decompor este operador ou transformada de Gauss na composi¢ao
de operadores de Laplace de varidvel real. As formas destes operadores de
Laplace podem ser obtidas usando resultados do subcapitulo 2.9, nomeadamente
definimos os seguintes operadores de Laplace que sao modificagoes das formulas
(2.9.61) e (2.9.66). Entao temos os operadores de Laplace seguintes

+i00
(A Flo(z) = % /W. T (s) f*(s)z—ds, (3.2.11)
~y—ioo
+i00
(A_fa(z) = % /i I'(a—s)f*(s)z ds, (3.2.12)

(A_fp(z) = — / I'(b—s)f*(s)x™%ds, (3.2.13)
g
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Y4100 *(g
(AZHf)e(z) = Qii/v_m F{C(_)s)x_sds. (3.2.14)

Os operadores (3.2.11), (3.2.12) e (3.2.13) podem ser escritos como transfor-
mada de Laplace da forma (2.9.59), %& {f(t); 2} . De facto, como, por definigao
(2.4.14)

I'(s) :/ e ‘"7 1dt, Re (s) > 0,
0

Ia—s)= / e 't 5714t Re (a — s) > 0,
0

Lb—s)= / e =57 1dt, Re (b—s) > 0,
0

pelo que temos a condi¢ao 0 < v < min(Re a, Re b). Substituindo este integral
em (3.2.11) e trocando a ordem de integragao, admitindo que f*(s) pertence ao
espago L1 (y — ico,7y + ico) obtemos

1 Y+ico 1)
A = * —sd —t sfld
(A4 folz) [y F*(s)a—ds /0 ot gt

278 )y _ioo

e’} 1 y+ioco T\ —s
= g — / * Z) ds.
/0 ¢ 2mi ), 1) <t> y

—100

O ultimo integral iterado sobre s, através da féormula de inversao da transfor-
mada de Mellin (2.1.7), representa f (%), portanto obtemos

(efe) = [ eretr (5) o

fazendo a mudanca de variavel 7

=y, temos

() = [T (x)l F )y
(3.2.15)

Assim,



CAPITULO 3. APLICACAO DO METODO DA TRANSFORMADA DE
LAPLACE A UMA CLASSE DE OPERADORES INTEGRAIS DE
58 CONVOLUCAO

Do mesmo modo,

(A_fla(z) = ./'YHOO F(s)z%ds /Ooo ota—s—1
v

278 )y —ioo

1 Y+i00

_ > —tya—1 g3, - * —s
= /0 e "t dt /7 f(s) (xt)" " ds.

21 oo

Usando a formula de inversao da transformada de Mellin (2.1.7), temos

(A-Dhale) = | T et () dr,

0

fazendo a mudancga de varidvel zt = y, temos

(fate) = [Tt (D) W
’ (3.2.16)

Assim,

(A—fla(z) =27 LR {y" f(t);z}.

E também,

1 y+ioco 00
A, - * —sd —ttb—s—ldt
(A f)y(a) / 7 (s)ads / c

28 Jy—ioo 0

= /00 e_ttb_ldtL /V—HOO F¥(s) (zt)"*ds
B 0
g

27TZ — 0o

= /00 e UL (at)dt.

0

Fazendo a mudanca de variavel xt = y, temos

i@ = [Tt (D) rw
’ (3.2.17)

Assim,

(A-Po(@) = 2" L {y FW)a . (3.2.18)
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Como na formula (3.2.14) a fungao—TI est4 no denominador do nicleo do integral
nos nio podemos escrever o operador (A~!f).(x), na forma (3.2.18). Apesar
disso a formula (3.2.14) da o valor da transformada de Mellin do operador
(A='f)e(x). Nomeadamente, obtemos

(A f)e(w); s} = f(s) (3.2.19)

Substituindo (3.2.19) em (3.2.10), obtemos

1 Y+ic0
(9}“’%‘) (x) = — / T(s)T (a—8)T (b—s) {(AZ'f)e(z); 8} 2~ %ds.
211 o
Entao temos que g transformada de Gauss é a composi¢ao dos operadores de
Laplace de variavel real (3.2.11), (3.2.12), (3.2.13) e (3.2.14).

Podemos ver que tem lugar a seguinte representagao

(Z207) (@) = (M) (M), (A ), (A2, (F) (). (3.2.20)

Vejamos, que esta igualdade se verifica, considerando o operador (3.2.14), sob a
condic¢ao

/ ’f(”“)‘ dt < oo, (3.2.21)
oo | (e = —it)

analogamente & condicao imposta no teorema 3.1.1.

Assim, podemos escrever que

+ioco *(g
00, (0, (D) =5 [T 009 e

Usando a condigao (3.2.21) sobre f e como a fungao I'(b — s) é limitada, quando
0 < v < min(Re a, Re b), logo o produto ¢ integravel e podemos escrever

Y+i00 (g
(M), (A-)y (AZY) () (2) = zim /_A T'(a—s)T(b—s) r](;(—)s)x_sds'

Do mesmo modo e sob as mesmas condicoes

1

Y+ioco s a—s s
(Ap)g (A2), (AL, (AT, (f) (@) = / L(s)T(a—s)T (b—s)
v

I'(c—s)

fr(s)x™>ds,

21t Sy _ino
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ou seja, temos a igualdade (3.2.20).

Teorema 3.2.1 Seja f uma fungdao tal que acontece (3.2.21), entao podemos
escrever a transformada de Gauss, (fca’bf> (), na forma (3.2.20), ou seja,

como a composta de operadores de Laplace de varidvel real (3.2.11), (3.2.12),
(3.2.13) e (3.2.1}).

Nota 18 Nao podemos afirmar que na composi¢cao dos operadores, anterior, €
possivel trocar a ordem dos operadores aleatoriamente, mas podemos dizer que
aos primeiros trés operadores, ou seja, (Ay)y, (A—f), e (A_f), podemos fazé-
lo. Isto acontece porque as fungoes Gama correspondentes estao no numerador
e sendo estas fungoes limitadas e decrescentes para zero nao alteram a con-
vergéncia do integral. No caso do quarto operador estando a fungio Gama no
denominador, a troca de ordem poderd influenciar a convergéncia do integral,
porque a fungao ﬁ, de acordo com a formula de Stirling, cresce exponencial-

mente quando |s| — co.

3.3 Transformada de Meijer

A transformada de Meijer € a transformada com nucleo a funcdo de Mac-
donald (2.8.58), pelo que se pode definir da seguinte forma

T dt

(A f)(x) = /OOO K, (2 t) f(O)5 Rev> -1 (3.3.22)

Suponhamos que f € Li(R,;t""1dt). Entao, usando a formula (2.8.58) e pelo
Teorema de Fubini podemos trocar a ordem de integragdo e obtemos

() () = ﬁ /ﬁmr (5 + s) r (—5 n s) FH(s)z=5ds, v > |Re v|/2.
o (3.3.23)

Pretendemos decompo6r o operador ou transformada de Meijer na composicao
dos dois operadores de Laplace de variavel real.

Consideremos os operadores (A4 f)z(x) e (A1 f)_x(x), do tipo (3.1.4).

De (3.1.6) temos que

e, também,
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(A f) -y (@) =275 % {y5 ()i}

E, obtemos que a transformada de Meijer é uma composta dos operadores de
Laplace de varidvel real (Ay)z e (Ay)_x, ou seja,

(Hf)) = 5 (A5 (M) (). (3320

Pelo que temos

Teorema 3.3.1 Seja f € Li(Ry;t7~1dt), ou seja, fooo|f(t)|t7_ldt < o0, e,
v > |Re v|/2.

Entao podemos escrever a transformada de Meijer, (%, f)(x) em (3.3.22), na
forma (3.3.24), ou seja, como a composta dos operadores de Laplace de varidvel

real (Ay)z e (Ay)_x.

v
2

Nota 19 A condi¢io f € L1(Ry;t7~1dt) é suficiente para escrever o teorema,
uma vez que |f*(s)| < [57 | ()]t 1dt < oo, pelo que existe a Transformada de
Mellin, f*(s) = [;°t7"tdt, s =~ +ir.
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Conclusao

Neste trabalho apresentamos o método de composicao de operadores in-
tegrais do tipo convolugao de Mellin, através de transformadas direitas e in-
versas de Laplace, com multiplicadores, para estudar propriedades de limi-
tacdo e inversdo nos espagos das fungoes integraveis. Foi demonstrado que a
transformada de Laplace de varidvel real é o dnico operador integral que esté
envolvido nestas composicoes. Portanto podemos estudar varios operadores
do tipo convolucdo na base da transformada de Laplace. Esta situacado foi
possivel porque transformadas do tipo convolucao de Mellin envolvem nitcleos
com fungbes especiais do tipo hipergeométrico, cujas transformadas de Mellin
sao fracgoes dos produtos de funcoes Gama. Além disso podemos escrever
estas composicoes dos operadores de Laplace tendo em conta que para cada
funcdo Gama no numerador, corresponde uma transformada de Laplace direita,
e para cada fungdo Gama no denominador, corresponde uma transformada
de Laplace inversa. Este método também pode ser util para calcular véarias
classes de integrais impréprios de convolucao, com funcoes especiais do tipo
hipergeométrico. Aqui apresentamos o método apenas para trés operadores
integrais de convolucao nomeadamente de Gauss, de Hankel e de Meijer, mas
o método pode ser desenvolvido para diversos operadores integrais, com outras
fungbes especiais no seu nucleo.
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Apéndice A

Tabela de Transformadas de

Laplace

A tabela que apresentamos é uma tabela basica, s6 com transformadas
de algumas funcoes. Para encontrar tabelas de mais transformadas basta ver
livros sobre o tema e também alguns livros de diversas matérias, como fisica,
por exemplo, drea onde estas transformadas tem grande aplicagao.

Funcao Transformada Condigoes
u(t) < {u(t); p}
1 % (Re p>0)
et p%a (Rep>a)
" p:}il (Re p>0)
e n inteiro positivo
sin(at) ) (Re p > 0)
cos(at) }# (Re p>0)
e . sin(bt) m (Re p > a)
e, cos(bt) m (Rep>a)

t".edt W (Rep>a)

" f () (=" =L {f(t);p} | condigdes de £ {f(t); p}
f't) pZ{f(t);p} — f(0) | condicdes de Z{f(t);p}
H(t) e (Re p>0)

e f(t) Z{f(t);p—a} | condigdes de £ {f(t);p}

sinh(at) p23a2 (Re p > a)

cosh(at) pngQ (Re p > a)

t sinh(at) (pfng)Q (Re p > a)

t cosh(at) ((pp;:?;))Q (Re p > a)

tat cosh(at) — § sinh(at) (inQ)Q (Rep>a)
t~1sin(at) cot () (Re p>0)
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Apéndice B

Tabela de transformadas de
Mellin

A tabela da transformada de Mellin é um pouco diferente da tabela da
transformada de Laplace. Apresentamos uma tabela basica desta transformada,
podendo-se encontrar uma tabela bastante mais completa no livro de Marichev
[2], iniciando por explicar como se utiliza esta tabela.

As funcgoes H#1(7) e A45(T), de acordo com 2.2.2, podem ser encontradas
na segunda coluna das linhas da tabela que apresentamos a seguir.

Para obtermos o valor ¢ (x) do integral seguimos os passos seguintes:

e Multiplicamos J#{*(s) e J" (s), imagens das funcoes J#i(7) e Ja(T).
Obtemos .#*(s). Este produto é-nos dado na terceira coluna, segunda
linha da Tabela. De salientar que as fungdes J*(s) e #5(7) , j = 1,2
estao relacionadas entre elas pelo integral

H(S) :/0 A5(r)yrsdr, j=1,2.

e Aplicar a formula da transformada inversa de Mellin para J#*(s)
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Ntmero do
Bloco (formula) H () H*(s) = [y K (x)a* tda
1 2 3
1 yree * —s *
1 5 Lioo H(s)x” dx H ()
0 dt
2 / #(5) %05 () 45 (s)
3 H (ax),a >0 a S *(s)
4 x*H (x) H (s + )
5 H (@), p#0 " (s/p)
6 2 (1) H (=)
7 X (z), para
limg_oz* ' W(z) =0, | T [ ’ffsl - ] H*(s—n)
j=0,1,2,..,n—1
8 (m%)n% (x) (—=s)"H*(s)
9 (d%:n)n%/ () (1 —s)" 2 *(s)
10 / e " f(t)dt [(s)f*(1—s),Re s >0
0
11 e " I'(s), Re s >0
s+v/2
12 Tu(2v/7) F[V/Q—l—l—s]’
—Rev/2 < Re s < 3/4




Apéndice C

Lista de simbolos

Transformada de Laplace, .Z {u(t); p} — pagina 3;

Fungao Nula, N(t) — pégina 5;

Funcdo Unitéria de Heaviside, H (t) — pagina 10;
Convolucao de Laplace, f *x g — péagina 13;

Transformada de Mellin, ¢* (s) = .# {¢(7); s} — péagina 19;
Fun¢do Gamma de Euler, I'(s) — péagina 21;

Fungao Beta de Euler, B(s, p — s) — pégina 21;

Convolugao de Mellin, (¢ o %) pagina 24;

Fun¢ao Gamma, I'(s) — pégina 30;

Simbolo de Pochhammer, (s),, — péagina 31;

Funcédo Beta, B(a,b) — pégina 34;

Série hipergeométrica generalizada, ,Fy ((a); (b); ) — pagina 37,

Funcao do tipo Hipergeométrico, E ((a), (b), o) 2* ,Fy ((a); (b); hz") — péagina
38;

I[(a); (b)] — pagina 39;
(a) + s — pégina 39;
(b) — by, — pagina 39;
>~ a(z) — pégina 39;
> B(1/z) — pagina 39;

Integral de Mellin-Barnes, I (z) — péagina 44;
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Fungao hipergeométrica de Gauss, F'(a;b; ¢; z) — péagina 44;
Funcao de Kummer, 1 F} (a;¢; z) = ® (a; ¢; 2) — pagina 46;
Integral de Tricomi, ¥(a,c; z) — pagina 46;

Fungao de Whittaker, M, ,,(2) ou W ,(2) — péagina 46;
Funcéo de Bessel, oFi(c; z) — pagina 47,

Funcoes de Bessel, J,(2);Y,(2); Yn(z); H l(,j)(z);L,(z);K,,(z);Kn(z) — péagina
48;

Transformada de Laplace de variavel real, Zg {f(t); x} — pégina 50;
Transformada de Hankel, (J, f)(z) — pagina 53;

Operadores de Laplace, (A, f) e (A”'f) — pagina 54;
Transformada de Gauss, (J\é’“’bf) (x) — pégina 56;

Transformada de Meijer, (J, f)(z) — pagina 60.
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