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este artigo aborda-se a dinâmica directa de 

manipuladores robóticos com membros 

flexíveis. A estrutura mecânica do manipulador é com- 

posta de membros constituídos de segmentos interli- 

gados por juntas rotacionais. Os segmentos são consi- 

derados activos ou passivos. A junta rotacional que in- 

terliga o segmento activo de um membro, em relação 

ao membro anterior, representa um grau de liberdade 

activo, isto é, corresponde ao eixo onde estã inserido 

o actuador. Os segmentos subsequentes podem apre- 
sentar deformação (torção e/ou flexão em um ou 

dois planos) que é compensada nas articulações fic- 
tícias dos mesmos. As juntas rotacionais que interli- 

gam esses segmentos representam os graus de liber- 
dade passivos, ou seja, correspondem aos eixos 
onde são considerados os ângulos de deformação. A 

partir desta concepção da estrutura clabora-se a di- 

nâmica inversa utilizando-se uma formulação numêé- 

rica recursiva de Newton-Euler. Com a avaliação da 

dinâmica directa faz-se a simulação temporal do sis- 
tema utilizando diversos métodos de integração nu- 

mérica. São apresentadas comparações relativas a 

eficiência e precisão do sistema, assim como alguns 
resultados obtidos com os métodos de integração 
utilizados. 
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4. SISTEMA DINÂMICO 
Na primeira parte deste artigo definiram-se as estruturas 

mecânica e cinemática que caracterizam um manipulador fle- 

xível, Uma vez estabelecidos esses sistemas, nesta segunda 
parte apresenta-se as características fundamentais do modelo 
dinâmico. Desta forma, na próxima secção define-se uma 

forma de obtenção da matriz de massa e dos vectores envol- 

vidos no sistema dinâmico. De seguida apresenta-se um mé- 
todo de resolução do sistema e propõem-se alguns algorit- 
mos de integração numérica para a simulação, 

4.1. Estabelecimento do Sistema Dinâmico 
Para estabelecer a dinâmica da estrutura do manipulador, 

faz-se uso de um conjunto de equações dinâmicas que, sim- 

bolicamente, podem ser escritas na forma: 

Miã+T= To (4.1) 

É E Tao + Ta + To (4.2) 

Na equação (4,1) M representa a matriz de inércia, a qual 
dependente do vector posição g. Trata-se de uma matriz não 

singular, simétrica, positiva definida e com dimensão ng! x 

nel, O vector q representa a aceleração das juntas activas e 

passivas, com dimensional ng! x 1. O vector T, (com di- 

mensão ng! x 1) é composto pelos vectores T,. (vector 

8) ROBÓTICA E AUTOMATIZAÇÃO 



com dimensão ng! x 1 que depende de q e q) representan- 
do os efeitos das forças centrífugas, de Coriolis e de gravi- 

dade, T,, (vector com dimensão ng! x 1 que depende de 
q que quantifica a rigidez dos segmentos passivos dos 
membros da estrutura, e T,, (vector com dimensão ngl x 1 

que depende de q) que representa as perdas por fricção 
nas juntas activas e passivas. Finalmente, o vector T, 

(com dimensão ngl x 1) é o vector dos binários solicitados 

aos actuadores, 
A matriz e os vectores que definem a dinâmica do siste- 

ma (4.1) têm a seguinte forma: 

* O vector q é representado por: 

T 
r 

=. “ “Te Ts T Te r 

q =(ioo a Rar ago Too Lia Paz Bases k (á.3a) 

Nas análises da estrutura com os tipos TI, T2 e T3 (consi- 

derando-se flexão respectivamente no eixo dos Z, em Ye Ze 

em X, Ye 2) tem-se: 

i,=(0, Os (4.30) 
ij 2 

l=[0 da Ba) 

A variável Do representa a aceleração angular da junta 
activa do membro i e 0,,, representa a aceleração angular no 
membro i, do segmento j, do respectivo eixo de rotação k, 

Sendo i=1,..,nmj=0,.,nseg-1lek=1,2,3 (i.e. rotação nos 

três eixos, análise do tipo T3), ou k = 2,3 (i.e. rotação nos ei- 

xos dos Ye Z, análise do tipo T2) ou k = 3 (ie, rotação no 

eixo Z, análise do tipo TI). 

(4.3b) 

(4,.3d) 

* Para o cálculo da matriz de inércia M(q) são utilizados mé- 

todos semelhantes aos apresentados por Walker et al [2], 
para manipuladores rígidos, Desta forma, os elementos de 

M(q) são calculados através do algoritmo da dinâmica in- 

versa de Newton-Buler CDINE), não sendo considerados os 

efeitos da gravidade, das velocidades, das forças elásticas e 

forças externas. Considera-se o vector da aceleração com 

seus elementos iguais a zero com excepção do elemento 
0,4 = 1. Assim, os ng! x ngi elementos dessa matriz são ob- 

tidos calculando-se os vectores de cada coluna, como no 

primeiro método; os elementos da diagonal principal para 

baixo, a partir do seu último elemento, como no segundo 

método, ou da diagonal principal para cima, a partir do úl- 
timo elemento, como no terceiro método. 

* O vector T, (q,9), definido em (4.1), é obtido conside- 
rando-se todos os elementos do vector aceleração q 

iguais a zero. Assim, neste vector são considerados os 

efeitos da gravidade, das velocidades, das forças elásti- 

cas e forças externas aplicadas no referencial da mão. 

Como definido em (4.2), esse vector representa a soma 

de três vectores: 

— Toc é O vector (com dimensão ngl x 1) dos efeitos das for- 

ças centrífugas, Coriolis e de gravidade. Este vector é obti- 

do utilizando-se o algoritmo recursivo da DINE, sendo 

que os elementos do vector aceleração q são considera- 
dos iguais a zero, Desta forma, neste vector são avalia- 

dos os efeitos da gravidade, das velocidades e das forças 
externas. Este vector apresenta a seguinte configuração; 
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Note-se que na sub-rotina elaborada para o cálculo de 
To (q), pode-se avaliar os efeitos da gravidade, indepen- 
dentemente, fazendo-se q(t) = O 

— T,, é o vector (com dimensão ng! x 1) das forças elásti- 

cas actuantes nos segmentos flexíveis dos membros da 

estrutura. Este vector tem a estrutura: 

rar r To é + PA 
Ta =(o f, f,, ne LU e O fi 1, o Dao k (á.5a) 

r 

e Na análise de tipo TI: f, o EL (á.5b) 
a 

* Na análise de tipo T2: fl, = Tia fis (4.50) 
4 

e Na análise de tipo T3: fl,= [ Fa Fa far (4.5d) 

MTR, MPX,, MET, MIY, MET, MIZ, 
Fi OSC, Oafijo= —CSEG, Balas “es, Ba 

e MTR,, é o módulo de elasticidade transversal do segmento 

j do membro i, E 
MET,, é o módulo de elasticidade normal do segmento j 

do membro i, 
MPX,, é o momento polar da área definida por YZ do seg- 

mento | do membro i. 

MIY,, € O momento de inércia da área definida por XZ do 

segmento j do membro L, 

MIZ,, é o momento de inércia da área definida por XY do 
segmento j do membro Li, 

- O vector T,, (q) (com dimensão ng! x 1) representa o 

vector das perdas por atrito nas juntas activas e passivas. Este 

vector tem a estrutura: 

q fr, fr fr, tr 
nd nd É e nuseg—1 

Tae T T ih Tato fra from fr + cs 

Considerando-se o atrito apenas nas juntas activas da es- 
trutura segundo os modelos de atrito viscoso e de Coulomb 

[10], pode escrever-se: 

seg 

fr, = Fig Bay Ei sen(O, o) para j=0 (4.6b) 

para j> O (4.60) 

em que Y,, é a constante de atrito viscoso e Y,,, é a constante 

de Coulomb na junta activa do membro i e 

I para 6,.,>0 

O para 0.,,=0 0 sgn(ô,,,) = (4.6d) 

“1 para 0,.,<0 

As sub-rotinas da DINE elaboradas para o cálculo dos 

elementos de M(g) e T,..(q,9) foram optimizadas, sem perda 

de generalidade, tendo em vista a eliminação de operações 
redundantes, tais como, produtos por zero e pela unidade e 

de somas com zero. 

Por último, vector T,., (com dimensão ngl x 1) apresenta- 

do em (4.1), é o vector dos binários solicitados aos actuado- 

res. Ele apresenta a seguinte forma: 
F 

Ta =ÁEX,o 0 0...0..EX,, 00.05 (47) 

Definidos os vectores e a matriz do sistema (4.1), apre- 

senta-se na secção seguinte uma forma de resolução do siste- 

ma para simulação. 
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4.2. Resolução do Sistema Dinâmico 
Na resolução do sistema dinâmico (4.1), 

utilizam-se os seguintes passos para sua si- 
mulação (Fig. 4.1): 

1 — Estabelecimento do incremento de 

tempo At, do tempo inicial 1, e do tempo fi- 
nal t, de simulação, 

2 — Definição das condições iniciais: 

qto) Ato). 

Parâmetros de entrada 
n nscg nel 
to dy Ar 

Definição do Rdbot 
ço do 

Condições iniciais e desejadas 

ator dio) qu da du 

Binário Interno - Toy Matriz inercial 

| Binário de Controlo Binário de Fricção Binário de Rigidez lnári peaitaciona 
3 — Definição das trajectórias desejadas: a 

“ .. EX 

qUt, ] qu! ) e TA, a 

4-A partir do estado O TO): calcu- 
la-se a matriz de massa M(g) e o vector 

E (qd). 

5 — Considerando-se as solicitações de 

controlo nas juntas, com (4.7) obtém-se 'T 

6 — Resolução das equações (4.1) na 
forma: 

Mg=T.-T, (4.8) 

7 — O vector aceleração q(t) pode ser 
obtido método de decomposição LU do 
sistema (4,8). A sub-rotina estruturada 
para esse fim tem características idênticas 
a elaborada por Press et. al, [11], Note-se 
que utilizando essa metodologia não há 
necessidade de fazer a inversão de M(qg) 

economizando-se, assim, o tempo de pro- 

cessamento correspondente, 

8 — Com o vector aceleração q(), podem 
estimar-se os vectores q(t + Afje qu + At) 

através de um método de integração, 

9 — Regressar ao ponto 4, 

A aplicação de alguns dos métodos de integração ao sis- 

tema definido em (4,8) são descritos na secção a seguir. 

4.3. Métodos de Integração do Sistema Dinâmico 
Entre os vários métodos disponíveis foram utilizados três 

métodos numéricos para integrar o vector aceleração obtido 

a partir da resolução do sistema (4.8) e assim obter os vecto- 

res de velocidade e de deslocamento do passo seguinte, 
Deste modo, pode fazer-se a comparação entre a precisão e 
o esforço computacional a fim de concluir sobre a metodolo- 
gia mais apropriada para as análises do presente trabalho. 

Um procedimento simples de integração [10-12] consiste 

no método de Euler, ou método de segunda ordem de Run- 
ge-Kutta (RK2), em que se consídera a aceleração q(t) cons- 
tante no intervalo [tt + At |. Neste caso, a velocidade e o des- 

locamento são calculadas por: 

qt + At) = alt) + Arco) (4.93) 

q(t + At) = q(4) + At d(t) + “io (4.9b) 

Para O procedimento de integração acima referido, At 
deve ser estabelecido de forma a que não viole a condição 
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Ten Tr, | Tec M 

Mã= Tay —Tiy 

Pego 

Saida de dados 

qe are ares 

Integração Numérica 

qe A) Get At) 

Figura 5 — Fluxograma de simulação do sistema 
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de aceleração constante no intervalo [er + At] . 

Um procedimento bastante eficiente e muito utilizado 

[13] é o método de quarta ordem da formulação de Runge- 
Kutta (RK$), em que é necessária a avaliação de quatro vec- 

tores de funções paramétricas. Outro método ainda mais pre- 
ciso, é o método Runge-Kutta de décima ordem (RK10) que 

necessita de dezassete vectores paramétricas [Tá], 

1 — Conhecida a aceleração no instante t, pode-se estabe- 
lecer o primeiro estágio de cálculo dos vectores paramétricos 

do método: 

K,= Ari(t) (4.104) 

L = Ard(t) (á.10b) 

Neste caso, os vectores auxiliares g,,. e Q de cada 
passo vêm: 

Us 

t 

Jul) =)+ Da, K,., (á-1la) 
j=2 

1 

Qudt)-= a(s) a DO ;L disd (4.11b) 

f=ê 

Há a necessidade de recalcular e sistema para as condi- 
ções de q, € Qu, EM cada passo. Assim, deve-se reavaliar 
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M(G ui) € To Quit Te) para obter o vector aceleração q, (1) 
nessas condições. Dessa forma, pode-se calcular os vectores 
paramétricos K,, e L,,, da forma: 

K,,=4t Gulf) (á.12a) 

L,, =Af ARO) (4.12b) 

Possuindo-se todos os vectores paramétricos, a valor 

aproximação dos vectores q(t + Af) e q(t + Af), são estabele- 

cidos da seguintes forma: 

que + At) = q() + SK, (4.134) 
i=l 

qu + A)=q)+DoL, (413b) 
i=1 

em que i varia de acordo com a ordem do método de Runge- 

Kutta utilizado (Rk9). Para um estabelecimento coerente de As 

nos métodos acima referidos estabelece-se heuristicamente, 

um valor inicial e verifica-se a convergência nos resultados 

obtidos. Deve-se tomar em consideração que o valor inicial 

deve ser, por um lado, suficientemente grande para um cálculo 
rápido e, por outro lado, suficientemente grande para um cálcu- 
lo rápido e, por outro lado, suficientemente pequeno para haver 
uma convergência da simulação. No compromisso entre esses 

dois factores deve, também, considerar-se a acumulação de er- 

ros de arredondamento por iteração. 

5. RESULTADOS E CONCLUSÕES 
Na elaboração do modelo matemático da estrutura mecã- 

nica genérica foi considerado que a deformação dos mem- 
bros fica restrita as variações angulares nas juntas passivas, 
pelo que os segmentos podem ser considerados rígidos, 
Dessa forma, foi possível elaborar um modelo semelhante ao 

método recursivo de Newton-Euler utilizado para sistemas rí- 
gidos na resolução da dinâmica inversa, A partir de adapta- 
ções desse método, estabelece-se o sistema dinâmico com 

um número qualquer de membros e segmentos. Assim, O 
modelo desenvolvido pode ser aplicado para vários níveis de 
precisão seleccionando-se um número adequado de segmen- 
tos por membro. O modelo dinâmico resultante é altamente 

não linear e complexo, pois há a considerar a variação da 

inércia efectiva do sistema com a configuração do manipula- 

dor. Foram propostos três tipos de análise da estrutura para 

avaliar a necessidade da inclusão dos efeitos de deformação 

elástica por torção e flexão. 
Com relação aos métodos de integração, os resultados 

apresentados nessas simulações mostraram, como era de se 
esperar, que os métodos de RK4 e RKIO tem uma eficiência 
muito superior ao método de Euler. Pelas simplificações im- 

postas aos sistemas analisados não se justificou a utilização 

do método de RK10, O método de RK4 mostrou-se eficiente 
para todos os casos analisados, 

Realizaram-se várias simulações com a estrutura com um 

e dois membros variando-se o número de segmentos por 

membro, O exemplo de simulação mostrado na figura 6 re- 
presenta a resposta temporal do deslocamento e da velocida- 

de de um sistema com a configuração do manipulador, Fo- 

ram propostos três tipos de análise da estrutura para avaliar a 
necessidade da inclusão dos efeitos de deformação elástica 

por torção e flexão. 
Com relação aos métodos de aos métodos de integração, 

os resultados apresentados nessas simulações mostraram, 
como era de se esperar, que os métodos de RK4 e RK10 tem 

uma eficiência muito superior ao método de Euler. Pelas sim- 
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plificações impostas aos sistemas analisados não se justificou 
a utilização do método de RK10. O método de RK4 mostrou- 
se eficiente para todos os casos analisados. 

Realizaram-se várias simulações com a estrutura 

com um e dois membros variando-se o número de seg- 

mentos por membro, O exemplo de simulação mostrado 
na figura 6 representa a resposta temporal do deslocamen- 

to e da velocidade de um sistema simplificação em que 

considera-se que o gdl do primeiro membro é fixo, os vec- 

tores de controlo das juntas activas, das perdas por fric- 
ção e das acções de forças e/ou momentos externos 
aplicados no referencial terminal da estrutura são con- 

“0.4 

q(1,0,0) ee 

"0 =" qpl1,0,0) oe 

e fo 10,0] 

ao = apl 2,0,0) a 

Figura 6a — Resposta dos gdl's activos da estrutura 

—— 012,1,1] —e- q/2,2,1) —— q12,3,1) ce ql2,4,1) 

Figura 6h — Resposta dos gdl's passivos da estrutura 
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Fig. 60 — Coordenadas cartesianas dos referênciais terminais de cada membro 
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siderados nulos, ou seja, T,,= 0, T,, = 0, Ftot, 0=0€ 

Mtot, = 0. Assim, analisa-se O sistema com comporta- 
mento pendular em que a estrutura oscila livremente em 
cada junta activa dos seus membros. Mostra-se o comporta- 

mento do deslocamento e velocidade nas juntas activas dos 

membros e os deslocamentos relativos das juntas passivas. 

Esse comportamento refere-se a uma estrutura com dois 
membros e quatro segmentos/membro com análise do tipo 
Ti, ou seja, uma simulação com quatro modos de vibração 
por membro (i.e. quatro segmentos com um modo de vibra- 

ção em cada), Esses modos são considerados nos planos XY 

dos segmentos, ou seja, rotação nos eixos Z dos mesmos, 
com as seguintes condições iniciais: 
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APÊNDICE: DINÂMICA INVERSA 
PELO MÉTODO DE NEWTON-EULER 

A base para o estabelecimento da dinâmica inversa do 
manipulador com membros flexíveis, consiste em fazer a 

aproximação da deformação devido a flexão e torção, atra- 
vés da divisão de cada membro em pequenos segmentos rí- 
gidos. Estes segmentos são conectados entre si por juntas 

passivas, nas quais se considera a recuperação elástica devi- 

do a essa deformação. Dessa forma, a formulação geral do 

método recursivo de Newton-Euler, para o cálculo da dinã- 

mica inversa, pode ser escrito da seguinte forma: 

al 

[12] 

[13] 

[14] 

Processo iterativo de baixo para cima, ou seja i= 1,..,n 

ej=0,..,nseg-1. 

1. Velocidade angulares (w, ) 
— Segmento rígido: velocidade angular do membro i no 

segmento j = 0. 

Wo = rot, Wi. Inseg E To (1.1) 

. a sã 

Go=40 O Oo (2) 

— Segmento flexível: velocidade angular do membro í no 

segmento | > 0. 

Wyj= rlin,, Watt d (1.3) 
tj 

Os vectores rot, e rlin,, são estabelecidas por (3.1) € (3.2) 

respectivamente. 

e Na análise tipo Tl: q, É 1 0 0 Bal (1.4) 

á & r 

* Na análise tipo T2: q,= í 0 ua Da (1.5) 

* Na análise tipo T3: q, = À E RE e (1.6) 
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Mot, = rot, Mto 

Mtot, = riin, 

2. Acelerações angulares (w, ) 
— Segmento rígido: aceleração angular do membro i no 

segmento j = 0. 

Wo Fa rot, w + (rot w,. Lseg = ) a e To (1.7) = 1, seg 

— Segmento flexível: acelerações angular do membro i no 

segmento j > 0. 

Wo = "in W,, + (lin w,, )JXq,+q, (1.9) 

.. r 

* Na análise tipo TI; 4,=4 00 E (1.10) 

dai .. T 

e Na análise tipo T2: = O Ca O (11) 

e Na análise tipo T3: q - E! e uz Dor (1.12) 

3. Acelerações lineares (vloc, ) 
— Aceleração linear do membro i no segmento j = 0. 

é vloc, + ei, nsegel X (Wind X vloc,) 

(1.13) 
voc, E rotA Voc, + exime 

— Aceleração linear do membro i no segmento j > 0), 

vloc, = rlin Avioc, two xvloc +w.ox(W.o x vloc, (1.14) 
[A] [7] Lj fij-l dy [Ra ij ij 

4. Acelerações lineares dos centros de massa (vêg, ) 
— Aceleração lincar do CM do membro i no segmento j = 0. 

Veg, = VOC, + W,,X VCB, + W,,X (W,,X VCE,) (1.15) 

5. Forças e momentos aplicados nos centros de massa 
— Força no CM do membro i no segmento j = 0. 

Floc,, =m, NCg,, (1.16) 

onde m, corresponde a massa do segmento j do membro i. 

— Momento no CM do membro i no segmento j = 0, 

Mioc,, = E +WX (1, Pd (1.17) 

onde 1, corresponde a matriz de inércia no CM do segmento 

j do membro 1, Processo iterativo de cima para baixo, ou seja 

i=n,slej=nseg-1,..,0. 

6. Forças e momentos aplicados 

nas juntas activas e passivas 
— Força do membro i na junta passiva do segmento 

j=nseg-l 

Ftot Ftot,, = Floc,, FO sm (1.18) 

— Força do membro i na junta do segmento O si < nseg— 1 

Ftot =Floc +rlin | Ftot, 
ty (A | gal E je (1.19) 

— Momento na junta passiva do membro É na junta do 

segmento j = nseg — 1 

+ vloc, x rot, Ftot, , + vcg, x Floc, + Mloc, (1.20) 
MIO 

— Momento do membro i na junta do segmento O =j < nseg—1 

Mtot, + vloc,, xrin . Ftot 
ih ih 

+ VCg, X Floc,, + Mloc, (1.21) 
ij 

ROBÓTICA E AUTOMATIZAÇÃO 

7. Valores dos elementos dos binários relacionados 
com as juntas activas e passivas 

Elemento do binário correspondente no membro i na 

junta do segmento j = 0 

Btot,,, = Mtot,,, 
RU (1.22) 

Elemento do binário necessário no membro i na junta do 

segmento Os j< nseg—1 

* Na análise do tipo TI; Btot, | = Mtot, , (1.23) 

* Na análise do tipo T2: — para o eixo Y: Btot, | =Mtot,, (1.24) 
— para o eixo Z: Btot,., =Mtot,, (1.25) 

* Na análise do tipo T3: — para o eixo X: Btot, = Mitot, | (1.26) 

— para o eixo Y Btot,,, =Mtot,, (127) 

— para o eixo Z: Btot,, = Mtot,, (1.28) 

Note-se que há a possibilidade de fazer algumas simplifi- 

cações, sem perda de generalidade, tendo em vista uma 

programação mais compacta das variáveis independentes 

relacionadas com o tipo de análise realizada na estrutura, 
Dessa forma, nas rotinas elaboradas com a metodologia 
apresentada, essas simplificações foram consideradas, 
principalmente no que se refere aos produtos vectoriais 
que aparecem na formulação. 
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