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RESUMO 

 

 

Nesta dissertação apresentam-se as contribuições de um trabalho de investigação que 

tem como objetivo o desenvolvimento e implementação de uma ferramenta 

automática que disponibiliza, quase em tempo real, indicadores de fiabilidade e de 

disponibilidade para um qualquer sistema reparável.  

A ferramenta recebe dados recolhidos no equipamento em estudo, modela o processo 

gerador das avarias por recurso a vários modelos matemáticos/estatísticos, seleciona o 

modelo mais adequado aos dados recolhidos e, como base nesse modelo, apresenta 

um conjunto de indicadores úteis. Estes indicadores podem ser usados, tanto para 

prever o comportamento do sistema, como para avaliar como é que este responde a 

ações externas, como, por exemplo, à respetiva manutenção. Os trabalhos são 

iniciados com uma revisão dos conceitos e instrumentos fundamentais que suportam, 

grosso modo, o trabalho desenvolvido, seguindo-se o desenho, implementação e 

validação da ferramenta.  

A ferramenta é desenvolvida em ambiente Python e de forma automática. Este 

automatismo facilita a obtenção de resultados em tempo quase real e permite que o 

perito do processo tenha acesso a um conjunto de indicadores do estado do sistema 

sem que tenha conhecimentos específicos sobre modelação de processo geradores de 

avarias. O resumo dos dados recolhidos, assim como a informação produzida pela 

ferramenta desenvolvida são apresentados de forma organizada através de um 

dashboard, também desenvolvido em ambiente Python, de forma que a interpretação 

dos resultados seja mais rápida e eficiente. 
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ABSTRACT 

 

 

This dissertation presents the contributions of a research work that aims to develop 

and implement an automatic tool that provides, almost in real time, reliability, and 

availability indicators for any repairable system.  

The tool receives data collected from the equipment, models the process that 

generates the faults using various mathematical/statistical models, selects the most 

appropriate model for the data collected and based on that model, presents a set of 

useful indicators. These indicators can be used both to predict the behavior of the 

system and to assess how it responds to external actions, such as, for example, its 

maintenance. The work begins with a review of the fundamental concepts and 

instruments that roughly support the work developed, followed by the design, 

implementation, and validation of the tool. 

The tool is developed in a Python environment and automatically. This automatism 

facilitates obtaining results in near real time and allows the process expert to have 

access to a set of system status indicators without having specific knowledge about 

modeling fault-generating processes. The summary of the collected data, as well as the 

information produced by the developed tool, are presented in an organized way 

through a dashboard, also developed in a Python environment, so that the 

interpretation of the results is faster and more efficient. 
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1 INTRODUÇÃO 

Este capítulo faz uma introdução ao trabalho desenvolvido através da apresentação de 

uma contextualização do tema, dos objetivos do trabalho e da metodologia de 

investigação seguida. É ainda apresentada uma descrição da estrutura do documento e 

uma breve referência à linguagem de programação usada para implementar a 

ferramenta proposta. 

1.1 Contextualização 

É senso comum considerar que uma empresa é mais competitiva do que uma sua 

concorrente se, de forma sustentável, conseguir obter a preferência parte dos clientes 

de determinado produto/serviço por estas produzido/oferecido. No ramo industrial, 

essa competitividade está fortemente correlacionada com a forma como os processos 

de produção são mantidos. Ora, sabe-se que processos bem controlados promovem 

maiores níveis de produção com menores taxas de produtos não conformes, 

contribuindo para uma redução de custos de produção e da pegada ambiental. 

 A manutenção dos equipamentos/ativos terá uma quota-parte importante no bom 

desempenho dos processos de produção, pois a sua execução de forma adequada 

assegura as condições operacionais dos ativos.  

A manutenção preditiva e a manutenção com base na condição permitem antever a 

ocorrência de avarias, poupar na manutenção corretiva e prolongar a vida útil do ativo. 

Ambos os tipos de manutenção têm como input históricos de dados que fornecem a 

base para encontrar tendências traduzidas por indicadores úteis. Na obtenção dessas 

tendências, a Indústria 4.0, que engloba um amplo conjunto de métodos avançados 

como a inteligência artificial, a robótica, a internet das coisas e a computação em 

nuvem atua como importante aliada. A articulação destas quatro tecnologias permite a 

recolha de dados a partir de instrumentos/equipamentos interligados assim como o 

seu processamento em tempo real, sendo o resultado deste processamento fulcral na 

tomada rápida e assertiva de decisão. Decisões assertivas têm um impacto direto na 

redução de custos e na prevenção de danos ambientais. 
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1.2 Objetivos 

O objetivo principal desta dissertação é o desenvolvimento de uma ferramenta 

automática, orientada por dados (data driven), que disponibilize indicadores de 

fiabilidade e de disponibilidade para um sistema reparável geral de forma a, não só 

prever o comportamento do sistema com vista à aplicação de políticas de manutenção 

preditiva e de manutenção com base na condição, mas também para avaliar como é 

que este responde a ações externas, como, por exemplo, à respetiva manutenção. Este 

objetivo geral pode ser traduzido pelos seguintes objetivos específicos: 

 

✓ Familiarização com a linguagem Python; 

✓ Estudo de modelos matemáticos para o processo das avarias; 

✓ Desenvolvimento conceptual do modelo de falhas/avarias do sistema; 

✓ Implementação e teste do modelo com dados simulados e reais; 

✓ Desenvolvimento de um dashboard. 

1.3 Metodologia 

O trabalho de investigação foi desenvolvido no Laboratório de Engenharia Matemática 

do ISEP (LEMA). O LEMA é um grupo de investigação nas áreas da Matemática 

Industrial e da Engenharia Matemática. Enquanto grupo multidisciplinar, o LEMA 

desenvolve atividades nos domínios da modelação, análise numérica, sistemas 

dinâmicos, investigação operacional e análise de dados, muitas vezes aplicadas à 

resolução de problemas reais do mundo empresarial. Em particular, todo o processo 

de classificação dos problemas e a consequente modelação matemática tendo em 

vista a resolução efetiva dos mesmos é uma mais-valia do LEMA, o que lhe permite ser 

um dos parceiros das edições Portuguesas dos European Study Groups with Industry.  

 

No que respeita a procedimentos metodológicos, a primeira etapa do trabalho 

consistiu numa revisão da literatura com vista a uma descrição resumida de conceitos 

e ferramentas que suportam teoricamente o trabalho desenvolvido. Esta revisão 

pretendeu ainda perceber o estado da arte do tema estudado. A etapa dois consistiu 

na identificação de diferentes modelos matemáticos/estatísticos adequados à 

modelação dos diferentes processos geradores de avarias em sistemas reparáveis.  

Nesta etapa foram ainda estudados métodos de avaliação da tendência temporal das 

avarias de equipamentos. 

A terceira etapa consistiu na implementação computacional dos vários modelos 

estudados e a sua articulação de forma automática. 

Já a quarta etapa consistiu no teste e validação da ferramenta proposta tanto em 

dados reais como em dados simulados. 
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A última etapa passou pelo desenvolvimento de um painel visual (dashboard) que 

apresente de forma organizada e intuitiva os resultados produzidos pela ferramenta, 

como métricas e indicadores do equipamento. 

1.4 Estrutura do relatório 

Além desta introdução (Capítulo 1) que enquadra e introduz o tema estudados, esta 

dissertação é composta por mais quatro capítulos, estruturados da forma seguinte:  

 

Capítulo 2: neste capítulo são apresentados os conceitos e instrumentos fundamentais 

que suportaram teoricamente todo o trabalho desenvolvido. Não se pretende, de 

modo algum, uma descrição completa ou exaustiva dos conceitos e instrumentos, mas 

apenas considerar o detalhe necessário a uma compreensão adequada do trabalho 

realizado. Apresenta-se ainda um conjunto de referências atualizadas que abrangem a 

teoria necessária ao desenvolvimento da ferramenta proposta.  

 

Capítulo 3: Este capítulo incluirá a descrição de todos os passos seguidos até se obter 

um protótipo da ferramenta a desenvolver. São também descritos os aspetos 

computacionais associados à implementação da ferramenta.  

 

Capítulo 4: É realizada a validação da ferramenta proposta. Esta validação considerará, 

principalmente, dados sintéticos de forma a aferir a adequabilidade da ferramenta. 

 

Capítulo 5: Este capítulo encerra o documento com um resumo das contribuições mais 

relevantes do trabalho desenvolvido. É ainda realizada uma análise crítica da 

ferramenta desenvolvida e discutidas algumas possibilidades de trabalho futuro. 

 

1.5 Ferramenta computacional 

O trabalho computacional necessário neste trabalho foi desenvolvido com a linguagem 

de programação de alto nível Python. Esta linguagem foi concebida na Holanda, no 

final da década de 80, por Guido van Rossum, a partir de uma linguagem existente na 

época designada de ABC. 

Segundo Menezes (2010) o Python é uma linguagem completa, que conta com 

bibliotecas para aceder a conjuntos de dados armazenados em diferentes formatos, 

para processar ficheiros XML, para construir interfaces gráficas e mesmo jogos, entre 

outras funcionalidades. Nesta linguagem é possível recorrer a um conjunto alargado de 

funções já existentes, evitando-se assim a escrita de muitas linhas de código. Esta 

facilidade aumenta a produtividade e a eficiência do programador, pois as funções 
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disponibilizadas nas bibliotecas do Python são testadas por diferentes utilizadores e, 

portanto, são, quase sempre, isentas de erros. 

O Python é uma linguagem livre, ou seja, pode ser utilizado gratuitamente, e está 

disponível para vários sistemas operacionais tais como Linux, FreeBSD, Windows ou 

MacOSX. O acesso a esta linguagem e às suas bibliotecas opcionais podem ser 

consultadas em  https://www.python.org/.  
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Neste capítulo são apresentados os conceitos fundamentais que suportam, grosso 

modo, o trabalho desenvolvido. Na secção seguinte faz-se uma caracterização de 

sistemas não reparáveis, descrevendo-se os conceitos gerais associados a estes 

sistemas, a função de fiabilidade e a taxa instantânea de falha, e as distribuições mais 

utilizadas em fiabilidade. Segue-se, uma revisão de conceitos fundamentais associados 

com sistemas reparáveis. É, ainda, feita uma revisão referente à simulação de 

distribuições e processos e a técnicas de seleção de modelos. Termina-se o capítulo 

com uma breve revisão sobre os conceitos relacionados com manutenção. 

 

2.1 Sistemas não reparáveis  

Um sistema define-se como não reparável se for constituído por um ou vários itens 

que por razões económicas ou tecnológicas não carecem de reparação, a avaria 

significa o fim da sua vida (Santos & Brito, 2003). 

2.1.1 Alguns conceitos fundamentais  

Antes de se iniciar a descrição de distribuições de probabilidade úteis na modelação do 

tempo até à falha de componentes, introduzem-se alguns conceitos fundamentais 

relativamente a sistemas não reparáveis (também designados de componentes ou 

itens). 

 
Fiabilidade [NP EN 13306 (2007)] 

“Aptidão de um bem para cumprir uma função requerida sob determinadas condições, 

durante um dado intervalo de tempo.” 

A fiabilidade pode definir-se ainda como o grau de confiança atribuído ao 

funcionamento, sem falhas, por parte de um sistema, em certas condições 

(ambientais, carga, etc.) e durante um período de tempo superior a 𝑡 unidades 

(Ramos, 2021 e referências incluídas). 

Segundo Assis (1997), a fiabilidade resulta quer da conceção e da qualidade de fabrico 

do sistema (características intrínsecas), quer das condições de carga e ambientais em 

que decorrerá a sua operação (características extrínsecas). 

Avaria [NP EN 13306 (2007)]  

“Cessação da aptidão de um bem para cumprir uma função requerida.” 
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Os termos ’avaria’ e ’falha’ são praticamente sinónimos e podem usar-se 

indistintamente. É, contudo, comum usar-se o termo “avaria” com mais amplitude 

para um equipamento como um todo e o termo “falha” num sentido mais restrito, 

dirigido ao elemento/componente (Ramos, 2021 e referências incluídas).  

Tempo medio até à falha1. É um indicador importante para a definição da fiabilidade 

de um bem. Este é utilizado em casos de componentes não reparáveis que são 

substituídos por componentes novos à medida que vão falhando: 

           𝑀𝑇𝑇𝐹 = 𝐸(𝑇) = ∫ 𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

, (1) 

onde 𝑇 representa a v.a. “Tempo até a falha de um determinado item (em unidades de 
tempo)” e 𝑓(𝑡) é a função densidade de probabilidade dessa variável. 
 
Tempo mediano até à falha. Este indicador de fiabilidade divide a distribuição dos 

tempos até à falha em duas metades, sendo que probabilidade do item falhar antes do 

tempo mediano (𝑡0,5) inferior ou igual a 0,5. Matematicamente traduz-se por: 

                        t0,5: P(T ≤ 0,5) = 0,5. (2) 

Moda. A moda da distribuição é o tempo de falha mais provável, ou seja, é onde a 

função densidade de probabilidade, f(t), atinge o seu máximo: 

                     
                                 𝑓(𝑡𝑚𝑜𝑑𝑎) = max 𝑓(𝑡) , 0 ≤ 𝑡 ≤ ∞. 

                                         

(3) 

Variância do tempo até à falha. Este indicador fornece informação sobre a dispersão 

dos tempos relativamente ao tempo médio e é obtido pela fórmula: 

                       𝑉(𝑇) = 𝐸(𝑇2) − [𝐸(𝑇)]2 =  ∫ 𝑡2 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − [∫ 𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

+∞

0

]

2

.

+∞

0

 (4) 

 

2.1.2 Função de fiabilidade  

A fiabilidade pode definir-se matematicamente como a probabilidade do elemento 

funcionar, nas condições fixas estabelecidas, por um período de tempo definido. A sua 

expressão matemática é traduzida por: 

 

 
1 Mean Time to Failure (MTTF), na literatura em Inglês. 
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Figura 1 - Função Fiabilidade e Função Infiabilidade [(Ramos, 2021)] 

                   𝑅(𝑡) = 𝑃(𝑇 > 𝑡) = ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

∞

𝑡

 (5) 

A probabilidade da falha acontecer nesse mesmo período é expressa pela função 𝐹(. ), 

função de infiabilidade, pelo que, para um dado 𝑡: 

                   𝐹(𝑡) = 𝑃(𝑇 ≤ 𝑡) = 1 − 𝑅(𝑡) (6) 

A Figura 1 representa como as funções referidas acima estão relacionadas para o caso 

em que as falhas ocorrem de forma aleatória no tempo (taxa de falhas constante). A 

linha a cor vermelha representa a função de infiabilidade que tende para um à medida 

que o tempo aumenta e a linha a cor negra representa a função de fiabilidade que 

tende para zero com o avançar do tempo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Função de risco. A função de risco é a probabilidade de um componente/item vir a 

falhar no intervalo de tempo [𝑡, 𝑡 + Δ𝑡] sabendo que no instante 𝑡 está operacional. 

Matematicamente é representada por 

                     𝜆(𝑡) =
𝑓(𝑡)

𝑅(𝑇)
 , 𝑡 > 0. (7) 

𝜆(𝑡) descreve a forma como a taxa instantânea de falha muda com o tempo, sendo 

que pode, no caso de monotonia, ser de 3 tipos: 

➢ crescente: o risco de falha do componente aumenta com o tempo. 

➢ decrescente: o risco de falha do componente diminui com o tempo. 

➢ constante: as falhas ocorrem de forma aleatória no tempo. 
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Figura 2 - Curva da banheira [(van der Poel & van Waveren, 2012)] 

Alguns componentes apresentam uma função de risco com comportamento temporal 

traduzido por uma curva designada de curva de banheira (Figura 2). 

 

As falhas exibidas na primeira parte da curva, onde a taxa de falha diminui, são 

chamadas de falhas precoces ou falhas de mortalidade infantil. O meio da curva é 

referido como o período de vida útil, e presume-se que as falhas exibem uma taxa 

constante, ou seja, ocorrem de forma aleatória no tempo. A última parte da curva 

descreve o período de desgaste, e assume-se que a taxa de falha aumenta à medida 

que os mecanismos de desgaste aceleram (Smith, 2017).  

Compreender bem a curva da banheira permite, em primeiro lugar, determinar a vida 

útil do componente, a sua fiabilidade e mantê-lo controlado. Mas a principal vantagem 

é sem dúvida conseguir planear melhor como e quando fazer manutenção. 

 

2.1.3 Distribuições de uso frequente em fiabilidade  

Segundo (Barabadi, 2013) para se fazer uma análise de fiabilidade eficaz do sistema é 

necessário ter uma estimativa precisa da distribuição de falhas para os diferentes 

componentes que constituem o sistema. Quando os dados de falha dos componentes 

estão disponíveis e exibem um alto grau de variabilidade ou aleatoriedade, funções de 

distribuição de probabilidade (por exemplo, exponencial, lognormal, distribuição 

Weibull, entre outras) podem ser usadas para análise de fiabilidade.  

De seguida, apresenta-se uma breve descrição das distribuições de probabilidade de 

uso frequente na modelação do tempo até à ocorrência de falha de componentes. 

 

Distribuição Exponencial 

A análise de fiabilidade de componente com recurso à distribuição Exponencial é 

muito popular devido ao facto de ser o modelo adequado para situações em que as 

avarias ocorrem de forma aleatória com o tempo. O modelo exponencial é simples e 



REVISÃO BIBLIOGRÁFICA  37 

 

FERRAMENTA AUTOMÁTICA PARA AVALIAÇÃO DA FIABILIDADE E 
DISPONIBILIDADE DE SISTEMAS REPARÁVEIS   RÚBEN MARTINS 

 

fácil de implementar e tem sido demonstrado na literatura que fornece boas 

aproximações para distribuições do tempo de falha (Das, 2008). Uma variável aleatória 

𝑇 contínua segue uma distribuição exponencial com parâmetro 𝜆 (𝜆 > 0) se a sua 

função densidade de probabilidade for dada por: 

        𝑓(𝑡) = 𝜆𝑒−𝜆𝑡  , 𝑡 > 0 (8) 

A função fiabilidade é então obtida por: 

          𝑅(𝑡) = 𝑃(𝑇 > 𝑡) = ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢 = 𝑒−𝜆𝑡, 𝑡 > 0

∞

𝑡

, (9) 

e a função de infiabilidade, 𝐹(𝑡), é expressa por: 

𝐹(𝑡) = 𝑃(𝑇 < 𝑡) = 1 − 𝑅(𝑡) = 1 − 𝑒−𝜆𝑡, 𝑡 > 0 (10) 

O tempo médio até á falha2 (MTTF) e a variância de uma variável exponencial são 

expressas, respetivamente, por: 

𝑀𝑇𝑇𝐹 = 𝐸(𝑇) = ∫ 𝑅(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝑒−𝜆𝑡 𝑑𝑡 =
1

𝜆

∞

0

∞

0

   𝑒    𝑉(𝑇) =
1

𝜆2
. (11) 

Note-se que tanto o valor médio como a variância de uma variável aleatória com 

distribuição exponencial são funções do parâmetro dessa distribuição. 

Por fim, a função de risco expressa-se por: 

𝜆(𝑡) =
𝑓(𝑡)

𝑅(𝑡)
=

𝜆𝑒−𝜆𝑡

𝑒−𝜆𝑡
= 𝜆. (12) 

O resultado anterior permite concluir que a distribuição exponencial é adequada para 

modelar situações em que as avarias ocorrem de forma aleatória no tempo já que a 

sua função de risco é constante, ou seja, não depende do tempo.  

 

Distribuição de Weibull 

A distribuição Weibull tem o nome do físico sueco Waloddi Weibull, que a usou em 

1939 para representar a distribuição da resistência à rutura de materiais e em 1951 

para uma variedade de outras aplicações. É, talvez, o modelo de vida útil mais 

frequentemente usado na literatura de fiabilidade (Nafidi et al., 2019). Segundo Kang 

et al (2021) a distribuição Weibull encontra aplicações nas áreas da meteorologia, 

economia, administração de empresas, saúde, física, ciências sociais, hidrologia, 

 

 
2 Mean time to failure, na Iiteratura em Inglês. 
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Figura 3 - Gráfico pdf da distribuição de Weibull [(Ben-Daya et al., 2009)] 

biologia e engenharia. Esta é ainda uma distribuição versátil já que a sua função 

densidade de probabilidade pode apresentar diversas formas. Dependendo do valor 

do parâmetro de forma, 𝛽, a sua função de taxa de falha pode ser decrescente, 

constante ou crescente. Como tal, pode ser usada para modelar o comportamento de 

falha de vários sistemas da vida real (Ben-Daya et al., 2009). 

A função de densidade de probabilidade da distribuição Weibull com três parâmetros é 

dada por: 

𝑓(𝑡) =
𝛽(𝑡 − 𝛾)𝛽−1

𝜂𝛽
𝑒𝑥𝑝 [− ( 

𝑡 − 𝛾

𝜂
 )

𝛽

] , 𝑡 ≥ 𝛾, (13) 

onde 𝛾 ∈ ℝ é o parâmetro de posição ou vida garantida, 𝜂 >  0 é o parâmetro de 

escala ou vida característica, 𝛽 >  0 é o parâmetro de forma.  

Quanto o parâmetro 𝛾 assume o valor zero, ou seja, as falhas podem ocorrer desde a 

origem dos tempos, obtém-se a distribuição de Weibull com dois parâmetros. Neste 

caso, a função densidade de probabilidade é dada por: 

𝑓(𝑡) =
𝛽

𝜂
 (

𝑡

𝜂
)

𝛽−1

𝑒𝑥𝑝 [− (
𝑡

𝜂
)

𝛽

] , 𝑡 > 0. (14) 

A Figura 3 mostra o gráfico da função densidade de probabilidade de uma variável de 

Weibull biparamétrica para diferentes valores de parâmetro de forma (𝛽) e parâmetro 

de escala (𝜂)  constante e de valor igual a 10. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

No caso biparamétrico, as funções de fiabilidade e de risco são dadas, respetivamente, 

por: 

𝑅(𝑡) = 𝑃(𝑇 > 𝑡) = 𝑒𝑥𝑝 [− (
𝑡

𝜂
)

𝛽

]  𝑒 (15) 
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Figura 4 - Gráfico da função de risco de Weibull [(Ben-Daya et al., 2009)] 

                                                        𝜆(𝑡) =
𝛽

𝜂
(

𝑡

𝜂
)

𝛽−1

, 𝑡 > 0. (16) 

Na Figura 4 estão representadas várias funções de risco para diferentes parâmetros de 

forma sendo que o parâmetro de escala é constante e assume o valor de 10. 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Segundo Ramos (2021 e referências aí incluídas), quando 𝛽 =  1, as taxas de falha são 

constantes ao longo do tempo indicando assim falhas aleatórias. Enquanto se 𝛽 <  1 

indica mortalidade infantil, ou seja, que as taxas de falha são altas e decrescentes no 

início da vida do produto ou sistema. Por sua vez, se 1 <  𝛽 <  4: indica um desgaste 

antecipado, tornando-se um problema caso as falhas ocorram dentro da vida 

projetada para o sistema ou produto. Por fim, se 𝛽 >  4 indica desgaste de fim de 

vida. 

O tempo médio e mediano até á falha e obtém-se pelas expressões seguintes: 

𝑀𝑇𝑇𝐹 = 𝐸(𝑇) = 𝜂 × Г (1 +
1

𝛽
) (17) 

𝑡0,5 = 𝜂[− 𝑙𝑛(0,5)]
1
𝛽 , (18) 

onde Г(.) representa a função gama que é data por por Г(𝑡) = ∫ 𝑥𝑡−1𝑒−𝑥+∞

0
𝑑𝑥.     (19) 

 

Distribuição lognormal 

A distribuição lognormal é um modelo muito flexível que se pode ajustar a muitos 

tipos de dados de falha. Esta distribuição tem aplicações em engenharia de 
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Figura 5 - Gráfico função densidade de probabilidade da distribuição lognormal para μ=0 e σ=1 [(Ben-Daya 
et al., 2009)] 

manutenção, sendo capaz de modelar a incerteza dos tempos até à falha (Pham, 

2005). A função densidade probabilidade de uma variável aleatória com distribuição 

lognormal pode ser expressa por, 

𝑓(𝑡) =
1

𝜎𝑡√2𝜋
𝑒−

1
2

(
𝑙𝑛 𝑡−𝜇

𝜎
)

2

, 𝑡 > 0,  (20) 

onde 𝜇 e 𝜎 são os parâmetros da distribuição com 𝜎 >  0. Uma representação gráfica 

da função densidade probabilidade de uma variável aleatória com distribuição 

lognormal está representado na Figura 5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A média e a variância desta distribuição expressam-se, respetivamente, por: 

     𝐸(𝑇) = 𝑀𝑇𝑇𝐹 = 𝑒𝜇+ 
  𝜎2

2     e    𝑉𝑎𝑟(𝑇) = 𝑒2𝜇+𝜎2
(𝑒𝜎2

− 1).                          (21) e (22) 

Por fim, as expressões de fiabilidade e de risco são: 

𝑅(𝑡) = 𝑃(𝑇 > 𝑡) = 1 − 𝛷 (
𝑙𝑛 𝑡 − 𝜇

𝜎
)  𝑒 (23) 

𝜆(𝑡) =
𝜑 (

𝑙𝑛 𝑡 − 𝜇
𝜎 )

𝑡𝜎 [1 − 𝛷 (
𝑙𝑛 𝑡 − 𝜇

𝜎 )]
 (24) 

onde 𝜑 e Φ são, respetivamente, a função densidade de probabilidade e a função de 

distribuição de uma variável aleatória com distribuição normal. 

 

Distribuição Gamma 

Segundo Pham (2005) a distribuição gamma pode ser usada como uma função de 

probabilidade de falha para componentes cuja distribuição é assimétrica. Este é um 
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modelo flexível que pode oferecer um bom ajuste para alguns conjuntos de dados de 

falha, não sendo, no entanto, amplamente utilizado como uma distribuição modelo 

para mecanismos de falha comuns. Um uso comum deste modelo ocorre em 

aplicações de fiabilidade bayesiana. A distribuição Gamma, na sua forma mais simples, 

é caracterizada por dois parâmetros: o parâmetro de forma (𝛽) e o parâmetro de 

escala (𝜂). A sua função densidade probabilidade é dada por: 

𝑓(𝑡) =
𝜂𝛽

Г(𝛽)
(𝑡)𝛽−1𝑒−𝜂𝑡, 𝑡 >  0, (25) 

 

onde 𝜂 >  0 e 𝛽>0.  Г(. ) representa a função gama já introduzida anteriormente. 

Note-se que esta função tem um comportamento muito similar à distribuição de 

Weibull no que respeita à variação da taxa de falha em função da alteração do 

parâmetro de forma, já que: 

➢ Quando 0 <  𝛽 < 1, a taxa de falha diminui;  

➢ Quando 𝛽 >  1, a taxa de falha aumenta; 

➢ Quando 𝛽 =  1 a taxa de falha é constante. 

Note-se ainda que quando 𝛽 =  1 tem-se a distribuição exponencial. 

O tempo medio até à falha e a variância são expressos, respetivamente, por: 

                                               𝐸(𝑇) =
𝛽

𝜂
    e   𝑉(𝑇) =

𝛽

 𝜂2.                                           (26) e (27)                                     

Por fim, as funções de fiabilidade e de risco são obtidas por: 

𝑅(𝑡) = ∑
(𝜂𝑡)𝑛

𝑛!
𝑒−𝜂𝑡

𝛽−1

𝑛=0

, 𝑡 > 0 (28) 

𝜆(𝑡) =

𝜂
Г(𝛽)

(𝜂𝑡)𝛽−1𝑒−𝜂𝑡

∑
(𝜂𝑡)𝑛

𝑛! 𝑒−𝜂𝑡𝛽−1
𝑛=0

, 𝑡 > 0. (29) 

 

Distribuição Normal 

A distribuição normal é uma distribuição contínua que tem amplas aplicações. A 

função densidade de probabilidade tem a conhecida forma de sino e é simétrica em 

relação ao eixo que passa pelo valor médio da variável normal (Ben-Daya et al., 2009) e 

expressa-se, matematicamente, por: 

𝑓(𝑡) =
1

𝜎√2𝜋
𝑒−

1
2

(
𝑡−𝜇

𝜎
)

2

, 𝑡 ∈ ℝ, (30) 
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Figura 6 - Distribuição normal com μ=10 e σ=2 [(Ben-Daya et al., 2009)] 

onde 𝜇 ∈ ℝ (valor médio) e 𝜎 ∈ ℝ+ (desvio padrão) representam os parâmetros da 

distribuição. 

A título de ilustração, o gráfico da função densidade probabilidade da distribuição 

normal com valor médio 10 e desvio padrão 2 encontra-se representado abaixo (Figura 

6). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A distribuição normal com parâmetros μ=0 e 𝜎2 = 1 é designada de distribuição 

normal padrão e a sua densidade probabilidade expressa-se por: 

𝑓(𝑡) =
1

√2𝜋
𝑒−𝑡2/2, 𝑡 ∈ ℝ. (31) 

As funções de infiabilidade e fiabilidade3, por sua vez, são dadas por, respetivamente: 

                             𝐹(𝑡) = 𝑃(𝑇 ≤ 𝑡) = 𝛷 (
𝑡−𝜇

𝜎
)   e  𝑅(𝑡) = 1 − 𝛷 (

𝑡−𝜇

𝜎
),             (32) e (33)         

onde 𝛷(. ) representa a função distribuição de uma variável aleatória com distribuição 

normal padrão.  

 

Distribuição Beta 

Segundo Pham (2005), a distribuição beta tem muitas aplicações na engenharia de 

fiabilidade, sendo, portanto, utilizada de forma frequente, apesar do seu suporte ser o 

intervalo [0,1]. 

A distribuição beta é parametrizada por dois parâmetros positivos, 𝛼 e 𝛽, que 

controlam a forma da distribuição e sua função densidade probabilidade pode 

exprime-se por, 

 

 
3 Neste contexto, 𝑡 > 0. 
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Figura 7 - Distribuições Beta assimétricas [(Gámiz & 
Lindqvist, 2016)] 

Figura 8 - Distribuições Beta simétricas [(Gámiz & 
Lindqvist, 2016)] 

𝑓(𝑡, 𝛼, 𝛽) =
Г(𝛼 + 𝛽)

Г(𝛼) + Г(𝛽)
𝑡𝛼−1(1 − 𝑡)𝛽−1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1, (34) 

 

onde Г(. ) é a função gama e 𝛼, 𝛽 > 0 os parâmetros de forma. 

O valor médio e a variância desta função são dados, respetivamente por: 

𝐸(𝑇) =  
𝛼

𝛼 + 𝛽
  𝑒  (35) 

𝑉𝑎𝑟(𝑇) =
𝛼𝛽

(𝛼 + 𝛽)2 (𝛼 + 𝛽 + 1)
. (36) 

 

As duas figuras abaixo exemplificam várias formas que os gráficos da função densidade 

probabilidade de distribuições beta podem tomar em função dos valores dos seus 

parâmetros. A Figura 7 ilustra distribuições Beta assimétricas, enquanto que a Figura 8 

é relativa a distribuições beta simétricas que são obtidas quando os parâmetros de 

forma assumem os mesmos valores. 
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2.2 Fiabilidade de sistemas reparáveis  

Um sistema diz-se reparável se após deixar de realizar uma ou mais de suas funções de 

forma satisfatória, poder ser restaurado para um desempenho totalmente satisfatório 

por qualquer método que não seja a substituição de todo o sistema (Lindqvist, 1999). 

2.2.1 Alguns conceitos fundamentais  

Antes de se iniciar a descrição dos modelos probabilísticos com aplicação na 

modelação de processos de geração de avarias em sistemas reparáveis, introduzem-se 

alguns conceitos fundamentais. 

Manutenção [NP EN 13306 (2007)]  

“Combinação de todas as ações técnicas, administrativas e de gestão, durante um ciclo 

de vida de um bem, destinadas a mantê-lo ou a repô-lo num estado em que possa 

desempenhar a função requerida.”  

Gestão de manutenção [EN 13306(2017)] 

“Todas as atividades de gestão que determinam os objetivos, a estratégia e as 

responsabilidades respeitantes à manutenção e que os implementam por diversos 

meios tais como o planeamento, o controlo e supervisão da manutenção e a melhoria 

de métodos na organização, incluindo os aspetos económicos.” 

Downtime 

O tempo de inatividade ou interrupção.  O Downtime é o período durante o qual o 

equipamento está em estado de avaria (Smith, 2017). 

Up time 

O tempo de atividade (Up time) descreve por quanto tempo um sistema está 

operacional. 

Tempo médio de reparação 

O tempo médio de reparação4 representa o valor que se espera observar para o tempo 

de reparação (𝑇) e é dado por, 

𝑀𝑇𝑇𝑅 = 𝐸(𝑇) = ∫ 𝑡 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

, (37) 

onde 𝑔(𝑡) representa a função densidade de probabilidade da variável aleatória que 

representa o tempo de reparação aqui representada por 𝑇. 

 

 

 
4 Mean time to repair, na literatura em Inglês. 
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Figura 9 - Diagrama exemplificativo da disponibilidade média 

Tempo médio entre avarias  

Este é um importante indicador de fiabilidade utilizado em sistemas reparáveis, que 

representa o valor que se espera observar para o tempo decorrido entre duas avarias5 

de um determinado equipamento (Pham, 2005). 

Disponibilidade [NP EN 13306 (2007)] 

“Aptidão de um bem para cumprir uma função requerida sob determinadas condições 

num dado instante, ou durante um intervalo de tempo, assumindo que é assegurado o 

fornecimento dos recursos externos necessários.” 

Segundo Pham (2005) a disponibilidade de um sistema é definida, matematicamente, 

como a probabilidade de o sistema ser bem-sucedido no intervalo de tempo. 

Disponibilidade instantânea 

Na prática, a disponibilidade instantânea (D) é igual à razão entre o tempo útil (𝑡𝑢) 

(tempo de bom funcionamento) e o tempo útil somado do tempo de paragem (𝑡𝑝) 

(Ben-Daya et al., 2009): 

𝐷 =
𝑡𝑢

𝑡𝑢 + 𝑡𝑝
 (38) 

 

 Disponibilidade média  

A disponibilidade média é a proporção de tempo para o qual o sistema está disponível 

para uso durante uma missão ou período de tempo. Representa o valor médio da 

disponibilidade instantânea função ao longo do período (0, 𝑇] (Katukoori, 1995). 

Sem perda de generalidade, para ilustrar o cálculo da disponibilidade média 

considerou-se o diagrama da Figura 9 onde os 𝑋𝑖 representam os tempos de bom 

funcionamento e os 𝐷𝑖  os tempos de paragem. 

  

 

 
5 Mean time between failures, na literatura em Inglês. 
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Figura 10 - Gráfico da taxa de risco para reparação perfeita, imperfeita e mínima [(Carlo & Arleo, 2017)] 

A expressão de cálculo da disponibilidade média para o exemplo da figura anterior é:  

Disp. méd(0, 𝑡1) =
1

𝑡1−0
𝐴𝑟𝑒𝑎1(0, 𝑡1) =

1

𝑡1
∑ (𝑇𝑖 − 𝑇𝑖−1)𝑌(𝑇𝑖−1) + (𝑡1 − 𝑇4)𝑌(𝑇4)4

𝑖=1 .         (39) 

A generalização desta fórmula é um processo trivial.  

 

2.2.2 Processo de Poisson Homogéneo  

De acordo com Lindqvist (1999), os modelos mais usados para modelar os processos 

de avaria de um sistema reparável são os processos de renovação (RP), os processos 

de Poisson homogêneos (HPP) e os processos de Poisson não homogêneos (NHPP).  

A teoria da renovação teve a sua origem no estudo de estratégias de substituição de 

componentes técnicos, mas mais tarde foi desenvolvida como uma teoria geral dentro 

de processos estocásticos. Como o nome do processo indica, é usado para modelar 

renovações ou substituições de equipamentos (Rausand & Hoyland, 2004). 

Segundo BahooToroody et al. (2020), o modelo de reparação perfeita (também 

conhecido como processo de renovação) representa um modelo em que os tempos 

entre as avarias sucessivas de um determinado sistema são variáveis aleatórias 

distribuídas de forma idêntica. 

Neste tipo de sistema de modelação de avaria, considera-se que o sistema fica como 

novo após a falha, tal como se pode verificar na Figura 10. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O nome do processo de Poisson surgiu em homenagem ao matemático francês Siméon 

Denis Poisson. No processo homogéneo de Poisson (HPP), os tempos entre ocorrências 

(avarias) sucessivas são exponencialmente distribuídos com o mesmo parâmetro com 

o mesmo parâmetro 𝜆 (taxa de falha).  
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Um processo de contagem {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0} é dito ser um HPP com taxa 𝜆 (𝜆 > 0) se 

(Rausand & Hoyland, 2004), 

               1.  𝑁(0) = 0 (no instante inicial não ocorrem avarias) 

          2.  𝑁(𝑡) tem incrementos independentes 

          3. O número de ocorrências em qualquer intervalo de tempo de comprimentos 

     𝑡 tem distribuição de Poisson com média 𝜆𝑡. Ou seja, para todos os 𝑠, 𝑡 ≥  0, 

𝑃(𝑁(𝑡 + 𝑠) − 𝑁(𝑠) = 𝑛) =
(𝜆𝑡)𝑛

𝑛!
 𝑒−𝜆𝑡, 𝑛 = 0,1,2, …. (40) 

Como consequência do ponto 3 da definição anterior, 

𝐸(𝑁(𝑡)) = 𝑉𝑎𝑟(𝑁(𝑡)) = 𝜆𝑡. (41) 

Em suma o processo homogéneo de Poisson pode ser usado para modelar processos 

geradores de avaria com taxa de ocorrência constante ao longo do tempo. 

2.2.3 Processo de Poisson não homogéneo  

Um processo de contagem {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0} é dito ser um Poisson não homogéneo (NHPP) 

com função intensidade 𝜆(𝑡), para 𝑡 ≥  0 se respeitar quatro condições (Rausand & 

Hoyland, 2004), 

1.    𝑁(0) = 0 

2.   {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0} tem incrementos independentes 

3.    P(𝑁(𝑡 + 𝛥𝑡) − 𝑁(𝑡) ≥ 2 = 𝜊(𝛥𝑡), o que significa que o sistema não tem mais de 

uma falha ao mesmo tempo 

4.    P(𝑁(𝑡 + 𝛥𝑡) − 𝑁(𝑡) = 1 = 𝜆(𝑡)𝛥𝑡 + 𝜊(𝛥𝑡) 

O parâmetro fulcral do NHPP é a sua função intensidade λ(t). A Figura 11 representa 

uma função intensidade onde os tempos de falha ocorrem em 𝑆1, 𝑆2…: 

 

 

 

Figura 11 - Função intensidade NHPP [(Rausand & Hoyland, 2004)] 

λ(t) 
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Um modelo NHPP modela situações que se enquadram no grupo de reparação 

mínima, o que significa que após a reparação o sistema encontra-se em situação quase 

igual à que estava imediatamente antes da falha (Lindqvist, 1999). 

Apesar dos modelos mais comuns para o processo de avaria de um sistema reparável 

serem os processos de Poisson não homogêneos (NHPP), usados em situações de 

reparações mínimas, e os processos de renovação (RP) onde se enquadram os 

Processos de Poisson Homogéneos (HPP), relacionados com situações de reparações 

ou substituições perfeitas, para algumas aplicações é necessário recorrer a modelos 

mais gerais e que se enquadram no grupo dos sistemas de reparação imperfeita 

(Gámiz & Lindqvist, 2016) e sobre os quais se faz uma muito breve referência de 

seguida pois não serão usados no âmbito deste trabalho. 

2.2.4 Processos de renovação imperfeita  

Nas últimas décadas foi dada especial aos modelos para situações de reparação 

imperfeita (Finkelstein, 2015). A reparação imperfeita enquadra-se na reparação que 

transforma um sistema avariado numa condição intermediária entre “tão bom quanto 

novo” e “tão ruim quanto velho” (Yang et al., 2016). Ou seja, além de um estado “tão 

bom quanto novo” e “tão ruim quanto velho”, os sistemas reparáveis também podem 

chegar a estados “melhores do que os antigos, mas piores do que os novos”, 

“melhores do que os novos” ou “piores do que os antigos”. Os modelos para situações 

de reparação imperfeita tentam incorporar esses estados. Os modelos matemáticos 

envolvidos para acomodar esses estados são muito mais complicados, mas adequados 

para condições operacionais reais e podem produzir resultados melhores do que as 

modelações de tipo mínimo ou perfeito (Tanwar et al., 2014). 

Entre os modelos para situações de reparação imperfeita, encontram-se os processos 

mistos, os modelos virtuais de redução de idade, os processos geométricos, os 

modelos de redução de risco, os modelos de componentes virtuais e generalizações 

destes (Nafisah et al., 2019). 

Um modelo de manutenção imperfeita amplamente utilizado é o modelo Brown-

Proschan (BP). Este assume que no momento de cada avaria ocorre uma reparação 

perfeita com probabilidade 𝑝 e uma reparação mínima ocorre com probabilidade 1 −

 𝑝, independentemente do histórico de avarias anterior (Gįmiz et al., 2011). O modelo 

é relevante, por exemplo, em situações onde algumas das avarias menores de um 

sistema complexo são minimamente reparadas, enquanto outras avarias mais sérias 

resultam em substituição do sistema com a avaria (X. Liu et al., 2020). 

Os modelos de idade virtual são os modelos de reparação imperfeita usados com mais 

frequência. O princípio é que o desgaste não depende da idade cronológica do 

sistema, mas sim de uma idade virtual, normalmente entre o instante inicial e o tempo 

decorrido desde que o sistema era novo. Um modelo de idade virtual é inteiramente 

caracterizado pela taxa de avaria de um novo sistema e pelas suposições de idade 

virtual. Kijima(1989) propôs duas classes de modelos de idade virtual. Um modelo Tipo 
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Figura 12 - Ilustração da definição do processo TRP [(Gįmiz et al., 2011)]. 

I que pressupõe que uma reparação rejuvenesce a idade virtual numa quantidade 

proporcional ao último tempo entre avarias, enquanto o modelo do Tipo II supõe que a 

quantidade rejuvenescida é proporcional à idade virtual logo antes da reparação. Um 

caso particular é considerar que a eficiência da reparação é uma constante 𝜌 ∈  [0, 1], 

denominada de fator de restauração (Nguyen et al., 2017). Em suma, Kijima no seu 

primeiro modelo, presume que as reparações servem apenas para remover os danos 

criados na última avaria. No seu segundo modelo, presume que a ação de reparação 

poderia remover todos os danos acumulados até aquele instante de tempo (Kahle, 

2007). 

No modelo de Kijima Tipo I, a idade virtual do sistema é dada por: 

𝑣(𝑖) =  ∑ 𝐷𝑘𝑋𝑘

𝑖

𝑘=1

, (42) 

onde 𝐷1, 𝐷2 … é uma sequência de variáveis aleatórias com suporte no intervalo [0,1]. 

No modelo de Kijima Tipo II, a idade virtual expressa-se por: 

𝑣(𝑖) =  ∑ (∏ 𝐷𝑗

𝑖

𝑗=𝑘

)

𝑖

𝑘=1

𝑋𝑘. (43) 

Neste modelo, as condições de 𝐷𝑘 são as mesmas do modelo de Kijima Tipo I. 

É de referir que os modelos de reparação perfeita e reparação mínima são casos 

particulares em que 𝑣(𝑖) = 0 e 𝑣(𝑖) =  𝑇𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , respetivamente. 

O processo de renovação de tendência (TRP) é um tipo diferente de modelo de 

reparação imperfeita. O TRP é definido como um processo de renovação transformado 

no tempo onde a transformação é realizada via a função intensidade 𝜆(·) (Gámiz & 

Lindqvist, 2016). Sendo 𝜆(𝑡) uma função não negativa definida para 𝑡 ≥ 0, e seja 

Ʌ(𝑡) = ∫ 𝜆(𝑢)𝑑𝑢
𝑡

0
. Os processos 𝑆1, 𝑆2, … são chamados TRP (𝐹, 𝜆(. )) se os processos 

transformados Ʌ(𝑆1), Ʌ(𝑆2)… são 𝑅𝑃(𝐹), ou seja, se Ʌ(𝑆𝑖) − Ʌ(𝑆𝑖−1), 𝑖 = 1,2, …, são 

variáveis aleatórias independentes com a mesma distribuição de função distribuição 𝐹. 

A Figura 12 ilustra a definição do processo TRP. 
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Figura 13 - cubo modelo [(Lindqvist, 1999)] 

De acordo com Lindqvist et al. (2003), o problema de distinguir entre os dois tipos 

"extremos" de reparação, corresponde à primeira "dimensão" de uma análise de um 

sistema reparável sob a forma de um cubo modelo (Figura 13). A segunda “dimensão” 

é o aparecimento ou não de tendência nos tempos entre avarias. Finalmente, a 

terceira “dimensão” corresponde à existência de heterogeneidade não observada 

entre os sistemas.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

É de referir que na construção do cubo modelo (Figura 13) os processos HPP, NHPP, RP 

e TRP com heterogeneidade estão identificados com “H” antes das respetivas 

abreviaturas. Ao analisar o cubo conclui-se que cada vértice do cubo representa um 

modelo, e as linhas que os conectam correspondem à mudança de uma das três 

"coordenadas" (𝐹, 𝜆 (·), 𝐻).  O movimento para a direita corresponde a introduzir uma 

tendência temporal. Um movimento para cima corresponde a um caso onde os 

modelos de Poisson não se adequam. Um movimento em profundidade (para dentro) 

corresponde à contemplação de heterogeneidade (Lindqvist, 1999). 

2.3 Simulação  

No contexto empresarial, muitos problemas são de tal maneira complexos que os 

gestores têm que tomar as suas decisões com base em sistemas de suporte de ajuda. 

Esses sistemas devem ser adequados para fornecer respostas satisfatórias às suas 

estratégias, questões táticas ou operacionais. A maioria desses problemas podem ser 

modelados como sistemas discretos complexos. As tomadas de decisão relativamente 

aos mesmos podem ser abordadas usando técnicas de simulação (Bem-Daya et al., 

2009). 



REVISÃO BIBLIOGRÁFICA  51 

 

FERRAMENTA AUTOMÁTICA PARA AVALIAÇÃO DA FIABILIDADE E 
DISPONIBILIDADE DE SISTEMAS REPARÁVEIS   RÚBEN MARTINS 

 

Com o rápido crescimento do poder de computação nas últimas décadas, a simulação 

por computador tornou-se muito popular em muitas aplicações, principalmente onde 

a experimentação real é cara (em termo monetários, tempo, ou outra razão) ou talvez 

impossível. Os modelos de simulação são frequentemente usados para avaliar a 

fiabilidade de sistemas complexos de grande escala. À medida que os modelos de 

simulação se tornam mais realistas e os seus graus de liberdade aumentam, estimar a 

fiabilidade permanece um desafio, porque cada replicação de simulação é cara a nível 

computacional. Além disso, a avaliação da fiabilidade de um sistema altamente fiável 

geralmente requer um grande número de replicações de simulação para quantificar 

com precisão uma pequena probabilidade de evento de falha ou outros indicadores 

(Choe et al., 2015). 

Os algoritmos para estimar a fiabilidade de um sistema geralmente podem ser 

agrupados em duas categorias: métodos analíticos e métodos de simulação. Os 

métodos analíticos apresentam abordagens elegantes para enumerar sequências de 

avaria significativas, mas envolvem suposições simplificadoras restritivas sobre o 

comportamento estrutural e limites aproximados durante o cálculo da probabilidade. 

Os métodos de simulação são mais simples de implementar, robustos em desempenho 

e podem incorporar comportamento estrutural realista, mas tendem a ser 

computacionalmente caros para sistemas práticos de alta fiabilidade (Mahadevan & 

Raghothamachar, 1999) 

2.3.1 Modelo uniforme  

É fácil perceber que um algoritmo pode gerar uma sequência de números que possui 

precisamente as mesmas estatísticas de uma sequência de números gerada por um 

processo aleatório natural, porque, em princípio, um algoritmo pode ser feito para 

produzir qualquer sequência numérica dada, de comprimento finito. Uma sequência 

de números gerada por um algoritmo, mas permutável com uma sequência 

verdadeiramente aleatória, é chamada de pseudo-aleatória. A diferença entre uma 

sequência verdadeiramente aleatória e uma sequência pseudo-aleatória é que a 

sequência gerada por um algoritmo pode se repetir.  

Existem diversos algoritmos para gerar números aleatórios, diferindo uns dos outros 

na medida em que exibem as seguintes propriedades desejáveis (Ecker & 

Kupferschmid, 1988): 

➢ Longo período de repetição - é desejável que o algoritmo seja capaz de 

completar uma simulação sem que os números aleatórios se comecem a 

repetir. 

➢ Independência estatística aparente de números sucessivos - é necessária para 

garantir que a sequência pseudo-aleatória seja permutável com uma sequência 

verdadeiramente aleatória 

➢ Distribuição uniforme – Por vezes, uma simulação requer intervalos de tempo 

aleatórios que são extraídos de uma distribuição de probabilidade uniforme, ou 
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Figura 14 - Algoritmo congruencial multiplicativo [adaptado de (Ecker & Kupferschmid, 1988) ] 

seja, uma distribuição cujos valores são igualmente prováveis dentro de um 

determinado intervalo. Mesmo que tal não aconteça, é conveniente ter um 

gerador de números aleatórios que produza valores uniformemente 

distribuídos porque os valores de uma distribuição uniforme são fáceis de 

transformar em valores de qualquer distribuição de probabilidade arbitrária 

que possa ser desejada. 

➢ Velocidade- As simulações reais normalmente requerem muitos números 

aleatórios, portanto, a velocidade com que um algoritmo pode ser executado 

pode ter uma grande influência no tempo consumido pelo computador. 

Normalmente, a simplicidade é a chave para a alta velocidade. 

➢ Repetibilidade- Embora seja importante que a sequência seja pseudo-aleatória 

no sentido já definido, deve ser possível usar a mesma sequência pseudo-

aleatória de uma simulação para a próxima.  

 

O gerador de números aleatórios mais simples é o algoritmo congruencial 

multiplicativo, que se encontra representado, numa forma resumida, na Figura 14. 

 

 

 

 

 

É de salientar que todos os números usados no algoritmo são inteiros não negativos. O 

parâmetro 𝑚 é chamado de multiplicador, o parâmetro 𝑝 é chamado de módulo, e o 

número inicial 𝑢0 é chamado de semente. O princípio de funcionamento deste 

algoritmo é a fórmula de recorrência: 

𝑢𝑘+1 = (𝑚 𝑢𝑘)𝑚𝑜𝑑 𝑝, (44) 

onde 𝑥 𝑚𝑜𝑑 𝑝 é o resto da divisão inteira de 𝑥 por 𝑝. 

Note-se que cada número na sequência é gerado a partir do anterior. 

 

2.4 Seleção de modelos 

A seleção do modelo estatístico adequado é uma tarefa crucial neste trabalho. Um 

modelo adequado é um modelo que inclui um número reduzido de parâmetros a 

serem estimados (modelo parcimonioso) e que se adeque bem dados observados. A 



REVISÃO BIBLIOGRÁFICA  53 

 

FERRAMENTA AUTOMÁTICA PARA AVALIAÇÃO DA FIABILIDADE E 
DISPONIBILIDADE DE SISTEMAS REPARÁVEIS   RÚBEN MARTINS 

 

literatura descreve vários critérios para seleção de modelos [veja-se, por exemplo 

(Bozdogan, 1987),(Wolfinger, 1993),(Littell et al., 1996)] destacando-se, por serem os 

mais utilizados, aqueles que são baseados na função de verosimilhança. A função de 

verossimilhança (𝐿) representa o quão provável é uma determinada população 

produzir uma amostra observada. 

O Teste da Razão de Verossimilhança (TRV), o Critério de Informação de Akaike (AIC) e 

o Critério de Informação Bayesiano ou de Schwarz (BIC) são três métodos de seleção 

de modelos baseados na 𝐿.  

O TRV considera a estatística 𝑇𝑆 = 2 × (𝑀𝐿2 − 𝑀𝐿1), onde 𝑀𝐿2 representa o 

máximo do logaritmo natural da função de verossimilhança (𝐿2) para o modelo com 

maior número de parâmetros 𝑀2 e 𝑀𝐿1 representa o máximo do logaritmo natural da 

função de verossimilhança (𝐿1) para o modelo mais simples 𝑀1. No caso de 𝑀1 ser o 

melhor modelo para o conjunto de dados disponíveis, 𝑇𝑆 segue, assintoticamente, 

uma distribuição qui-quadrado não centrada e cujo seu número de graus de liberdade 

é diferença entre o número de parâmetros dos dois modelos em comparação. A 

hipótese de que o modelo 𝑀1 apresenta melhor ajuste é rejeitada, ao nível de 

significância de 𝛼 × 100%, sempre que o valor observado de 𝑇𝑆 é superior ao quantil 

de ordem 1 − 𝛼 da distribuição qui-quadrado. 

O AIC foi introduzido por Hirotugu Akaike em 1973 no artigo ((Akaike, 1998)). O AIC 

bonifica a qualidade de ajuste (altos valores para a função de verossimilhança) e, por 

outro lado, penaliza a quantidade de parâmetros do modelo. Esta penalização previne 

o sobre-ajuste. Dada uma coleção de modelos estatísticos candidatos para os dados, o 

modelo com menor AIC é o escolhido de acordo com este critério.  A estimativa do AIC 

para um determinado modelo com k parâmetros pode ser expressa por: 

𝐴𝐼𝐶 = 2 × 𝑘 − 2 × 𝑙𝑛 (𝑀𝐿̂), (45) 

onde 𝑀𝐿̂ é o máximo da função de verossimilhança do modelo. Note que o AIC não 

fornece uma medida de qualidade do modelo global, é uma medida relativa no que diz 

respeito à comparação entre modelos candidatos. Portanto, no caso de todos os 

modelos propostos se ajustam mal aos dados, o AIC não tem a capacidade para alertar 

para tal facto. 

O BIC (Schwarz, 1978) é, como já referido, um critério para seleção de modelos entre 

um conjunto finito de modelos. O modelo com o valor de BIC mais baixo é o preferido. 

Este critério é baseado na função de verossimilhança L e está intimamente relacionado 

com o critério AIC. O BIC é expresso por: 

𝐵𝐼𝐶 = 𝑘 × 𝑙𝑛 (𝑛) − 2 × 𝑙𝑛 (𝑀𝐿̂), (46) 

onde 𝑀𝐿̂  é o máximo da função de verosimilhança do modelo, n é a dimensão da 

amostra e k é o número de parâmetros estimados. 
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Não rejeitar 𝐻0 

Rejeitar 𝐻0 Rejeitar 𝐻0 

Valores da ET 

Figura 15 - Teste de hipóteses bilateral [(Sandrini, 2017)] 

Os testes de hipóteses de avaliação de presença de tendência na taxa de ocorrência de 

avarias ou de existência de aleatoriedade são também muito úteis na seleção de 

modelos no contexto deste trabalho, em particular, na seleção dos modelos para os 

processos geradores de avarias. Existem vários testes de hipóteses com este propósito, 

entre os quais se destacam o teste de Laplace (selecionado no âmbito deste trabalho) 

e o teste de Lewis-Robinson.  

Um teste de hipótese é um processo estatístico que auxilia o investigador a tomar uma 

decisão do tipo sim ou não sobre uma ou mais populações previamente definidas, a 

partir de uma ou mais amostras oriundas dessas populações.  

Para realizar um teste de hipóteses, começa-se por formular duas hipóteses distintas: 

hipótese nula (𝐻0) e a hipótese alternativa ou fundamental (𝐻1). De seguida, é 

realizado um procedimento, baseado numa função da amostra (ou amostras), 

designada de estatística de teste (𝑇𝑆), que averigua se se deve rejeitar ou não 𝐻0. Os 

valores de 𝑇𝑆 para o qual se rejeita H0 são denominados de região crítica. A dimensão 

da região crítica é influenciada pelo nível de significância 𝛼 a que o teste está a ser 

submetido. Note-se ainda que a posição da região crítica varia consoante a 

classificação dos testes de hipóteses (estes classificam-se de acordo com a forma da 

hipótese fundamental (𝐻1)) que podem ser bilaterais ou unilaterais (à direita ou à 

esquerda). Na Figura 15 está representa a vermelho a região crítica de um teste 

bilateral para uma 𝑇𝑆 que segue a distribuição normal padronizada: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O teste de Laplace é um teste estatístico que declara que a hipótese nula (𝐻0) é 

associada aos processos de renovação, ou seja, não existe tendência entre os tempos 

das ocorrências, portanto os eventos ocorrem de forma aleatória. Por outro lado, a 

hipótese alternativa (𝐻1) é associada ao processo não homogêneo de Poisson (NHPP), 
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verifica-se tendência entre os tempos de ocorrências, e conclui-se, portanto, que os 

eventos não ocorrem de forma aleatória: 

 

 𝐻0: o processo de falhas é modelado por um PR 

𝐻1: o processo de falhas é modelado por um NHPP 

 
Após se estabelecerem as hipóteses de teste, o procedimento que permite averiguar 

se devemos rejeitar ou não 𝐻0 , inicia-se pelo cálculo de 𝜇𝑜𝑏𝑠, que tem duas fórmulas 

de cálculo distintas, uma para quando o histórico de avarias é limitado pelo tempo de 

observação e outra para quando o histórico é limitado pelo número de avarias, que 

são dadas respetivamente por: 

𝜇𝑜𝑏𝑠 = √12𝑁 × (
∑ 𝑡𝑖

𝑁
𝑖=1

𝑁 × 𝑇𝑜
− 0.5) (47) 

𝜇𝑜𝑏𝑠 = √12(𝑁 − 1) × (
∑ 𝑡𝑖

𝑁−1
𝑖=1

(𝑁 − 1) × 𝑇𝑜
− 0.5). (48) 

Nas expressões anteriores, 𝑡𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑁, representam os tempos as ocorrências e 

𝑇0 é, no primeiro caso, o tempo de observação do sistema e o tempo de ocorrência da 

última ocorrência no segundo caso. 

 A 𝑇𝑆 = 𝑈 segue, quando 𝐻0 é verdadeira uma distribuição aproximadamente normal 

de média zero e variância 1 (normal padrão). 

De seguida é necessário calcular o valor de valor-p6 ou valor de prova que é dado pela 

expressão seguinte no caso do teste ser bilateral: 

valor-p = 2 × 𝑃(|𝑈| > 𝑢𝑜𝑏𝑠|𝐻0 é 𝑣𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑖𝑟𝑎) = 2 × (1 − 𝜙(𝑢𝑜𝑏𝑠)), (49) 

onde 𝜙(. ) representa a função de distribuição de uma variável aleatória com 

distribuição normal padrão. 

Por fim, se o valor de prova (valor-p) for inferior a 𝛼 (nível de significância) rejeita-se 

𝐻0. 

 

2.5 Manutenção  

A manutenção refere-se a um conjunto de atividades ou tarefas executadas num 

sistema com o propósito de o manter num estado em que este possa executar de 

forma aceitável as funções que lhe foram atribuídas. A manutenção dos sistemas é 

 

 
6 p-value, na literatura em inglês. 
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Figura 16 - Visão geral de diferentes tipos de políticas de manutenção [adaptada de (Azadeh & Abdolhossein Zadeh, 
2016)] 

necessária para aumentar a fiabilidade geral, evitar falhas dos mesmos e diminuir os 

custos (Azadeh & Abdolhossein Zadeh, 2016). 

A Figura 16 representa uma visão geral dos diferentes tipos de políticas de 

manutenção. 

 

 

Neste documento é dado um enfase a manutenção preditiva uma vez que é o tipo de 

manutenção que está diretamente relacionada com o tema do mesmo. 

A manutenção preditiva significa manutenção com foco na previsão de falhas, através 

do acompanhamento de certos parâmetros e condições dos equipamentos. Esta não 

surge como substituta da manutenção corretiva e preventiva, mas sim como uma 

ferramenta adicional, que busca minimizar, através do monitoramento de parâmetros 

específicos, custos de manutenção e perdas em equipamentos (de Faria et al., 2015). 

Este tipo de manutenção pode-se dividir em dois grandes ramos: Manutenção 

Centrada na Fiabilidade e Manutenção Baseada na Condição. 

 

Manutenção Centrada na Fiabilidade 

O desenvolvimento dos métodos de Manutenção Centrada na Fiabilidade (RCM) surgiu 

na indústria aeronáutica, sendo que foram os grupos de gestão da manutenção 

formados dentro desta indústria que desenvolveram este processo de manutenção, 

que foi publicado nas décadas de 70 e 80 (Sajaradj et al., 2019). Posteriormente, 

observou-se que a RCM também poderia ser aplicada a outros ramos de engenharia 
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para possíveis melhorias na manutenção dos sistemas. Como resultado disso, muitos 

investigadores aventuraram-se no estudo do RCM dando-lhe diversas definições 

baseadas em diversas aplicações (Airoboman et al., 2016). 

 

Segundo Niu et al., (2010), a RCM pode ser definida como uma abordagem de 

melhoria industrial focada na identificação e no estabelecimento de políticas 

operacionais de manutenção e de melhoria de capital que irão gerir os riscos de falha 

do equipamento de uma forma mais eficaz. De acordo com Eriksen et al., (2021) para 

implementar a RCM deve-se responder às seguintes perguntas: 

➢ Quais são as funções e padrões de desempenho associados ao equipamento no 

seu atual contexto operacional? 

➢ De que forma pode deixar de cumprir plenamente as suas funções?  

➢ Qual é a causa de cada falha funcional?  

➢ O que acontece quando ocorre cada falha?  

➢ De que forma cada falha importa?  

➢ O que pode ser feito para evitar cada falha? 

➢ O que deve ser feito se não for encontrada uma tarefa preventiva adequada? 

Se a RCM for aplicada corretamente, poderá reduzir-se a quantidade de trabalho da 

manutenção de rotina em 40–70%. Os benefícios da RCM geralmente podem ser 

classificados em duas grandes categorias: redução de riscos e economia de custos (Niu 

et al., 2010). De forma a reforçar a importância da manutenção RCM no contexto 

empresarial, a Tabela 1  apresenta alguns casos de estudo de aplicação desta política 

de manutenção e os seus respetivos efeitos. 

 

Tabela 1 - Casos de estudo relativos à manutenção RCM 

Referencias 

bibliográficas  
 Descrição dos casos de estudo  

(Yavuz et al., 

2019) 

Neste artigo foi realizada uma aplicação da abordagem RCM em 

máquinas de embalagem com propósito de analisar o seu respetivo 

efeito no OEE. Como resultado desta aplicação, a disponibilidade 

do equipamento aumentou e problemas relacionados com a 

qualidade foram eliminados. De salientar que, em Maio de 2018 o 

OEE era cerca de 76,2%, enquanto que em Outubro de 2018 o OEE 

já apresentou aproximadamente o valor de 79,2%, portanto 

verificou-se um aumento positivo no OEE do equipamento 

estudado. 



REVISÃO BIBLIOGRÁFICA  58 

 

FERRAMENTA AUTOMÁTICA PARA AVALIAÇÃO DA FIABILIDADE E 
DISPONIBILIDADE DE SISTEMAS REPARÁVEIS   RÚBEN MARTINS 

 

(Rahimdel et 

al., 2013) 

Neste artigo, foi analisada a fiabilidade do sistema hidráulico de 

máquinas de perfuração na Mina de Cobre Sarcheshmeh no Irão.  A 

análise mostrou que quatro máquinas estudadas possuem gráficos 

de fiabilidade e comportamento de falha muito semelhantes. Em 

todas elas, o sistema hidráulico apresenta um índice de falhas 

redutor e entraram na sua vida útil após aproximadamente 600 h. 

De acordo com a análise de fiabilidade, o intervalo de manutenção 

para um nível de fiabilidade de 80% é de 10 h. Isso significa que o 

sistema hidráulico das máquinas deve ser verificado e inspecionado 

a cada 10 horas. 

(Nejad et al., 

2014) 

Este artigo apresenta um plano de manutenção baseado na 

fiabilidade destinado a componentes da caixa de engrenagens das 

turbinas eólicas. As engrenagens e rolamentos são classificados 

com base nos seus danos por fadiga e é desenvolvido um mapa de 

manutenção para focar nos componentes com maior probabilidade 

de falha por fadiga e menor nível de fiabilidade. Ao usar este plano, 

o inspetor de manutenção procura defeitos naqueles componentes 

com maior probabilidade de falha, em vez de examinar todas as 

engrenagens e rolamentos. Esta abordagem pode ter como 

vantagem detetar a fonte de falha num menor tempo. 

(Afefy et al., 

2019) 

Neste artigo, é proposta uma nova estrutura de manutenção 

centrada na fiabilidade (RCM). A estrutura proposta de RCM foi 

aplicada e avaliada em um caso estudo real; mais concretamente 

na fábrica de produção de açucar “Fayoum Sugar Works Company” 

localizada no Egito. Os resultados revelam que a disponibilidade 

aumentou de 57,1% para 90,74% e a fiabilidade também aumentou 

de 99,73% para 99,88%. 

(Morad et al., 

2014) 

Neste artigo foi realizado um estudo de fiabilidade baseada na 

manutenção, relativamente aos camiões na Mina de Cobre Sungun. 

A análise realizada indica que as rodas são o componente mais 

crítico. Posteriormente, a análise baseada na disponibilidade indica 

que a disponibilidade média do camião basculante é de 91,8% às 

12.000 horas de operação. Os resultados da pesquisa são 

fornecidos à equipa de gestão da manutenção para planear 

melhores decisões sobre a operação de manutenção, 

monitoramento da condição dos itens críticos, stock de peças de 

reposição e seu nível de reordenamento, o que leva à redução do 

tempo de inatividade do equipamento. 
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Manutenção Baseada na Condição  

A Manutenção Baseada na Condição (CBM) é uma estratégia de manutenção preditiva 

e preventiva baseada no estado de condição técnica dos ativos. A condição dos ativos 

é determinada pela monitorização de fatores específicos que revelam o seu estado, 

como por exemplo a temperatura, corrosão ou fluxo (Taboada et al., 2021). Em geral, o 

principal objetivo da CBM é fazer uma avaliação em tempo real das condições dos 

equipamentos para tomar decisões de manutenção, reduzindo assim as manutenções 

desnecessárias e os custos associados (Goyal & Pabla, 2015). Esta estratégia de 

manutenção baseia-se na suposição de que a maioria das falhas não ocorrem 

instantaneamente, e é possível detetar o seu aparecimento numa fase inicial do 

processo de deterioração. O principal desafio é determinar o momento exato em que a 

manutenção deve ser realizada e identificar a ação mais adequada (Teixeira et al., 

2020). De forma a reforçar a importância da CBM no contexto empresarial, a Tabela 2 

apresenta alguns casos de estudo de aplicação desta política de manutenção e os seus 

respetivos efeitos. 

 

Tabela 2 - Casos de estudo relativos à manutenção CBM 

Referencias 

bibliográficas 
Descrição dos casos de estudo 

(Duan et al., 

2020) 

Neste artigo, desenvolveu-se um modelo CBM estocástico para 

bombas de navios, cujas informações provenientes do sensor 

podem ser modeladas por um processo estocástico. É proposta uma 

política de CBM de dois níveis, em que as variáveis de decisão na 

otimização da CBM são determinadas por um algoritmo 

computacional. Por fim é ilustrada a superioridade desta nova 

abordagem por um estudo numérico e pelo caso real da bomba do 

navio. 

(Q. Liu et al., 

2022) 

Neste artigo, é proposto um modelo de manutenção baseado na 

condição (CBM) para sistemas reparáveis sujeitos a processos de 

falha dependentes (falhas suaves devido à degradação do sistema e 

falhas graves devido a choques aleatórios). Os efeitos das ações de 

manutenção (manutenção preventiva e manutenção corretiva) são 

também considerados no modelo. O modelo é utilizado para lidar 

com o problema de otimização de manutenção de linhas de 

transmissão de alta tensão. Os resultados mostram que o modelo é 

viável e pode ser aplicado no campo da otimização da manutenção.  

(Wang et al., 

2012) 

Este artigo apresenta um modelo para auxiliar a tomada de decisão 

de manutenção com base em dados monitorados relativos a 

concentrações de metais medidas e observadas em amostras de 

óleo de uma frota de motores diesel marítimos. É demonstrado 
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como o modelo desenvolvido pode ser utilizado num processo de 

decisão que determina o momento adequado para realizar a 

substituição preventiva com base num critério de minimização de 

custos. 

(Ma et al., 

2020) 

Neste artigo, investigou-se as abordagens de análise de fiabilidade e 

otimização de manutenção de dois equipamentos de refrigeração. 

Foi desenvolvida uma política RCM com base com base em 

informações de monitoramento de temperatura. Os resultados 

mostram que a política de manutenção usada supera uma política 

clássica de manutenção baseada em idade quando o custo de 

tempo de inatividade não é baixo ou o custo de substituição 

preventiva da barra fechada não é muito alto. 

(Wan et al., 

2018) 

O custo de manutenção de uma turbina a gás é significativamente 

maior do que seu custo de compra original. Este estudo apresenta 

uma nova abordagem de manutenção baseada na condição (CBM) 

aplicada numa central termoelétrica em Hangzhou, China. A eficácia 

desta abordagem é comprovada, pois uma geração extra de energia 

de 302.640 MW-h pode ser alcançada devido à manutenção 

reprogramada. 
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Figura 17 - Fluxograma do modelo lógico da ferramenta [Autor] 

3 DESENVOLVIMENTO DA FERRAMENTA 

Após a exposição dos conceitos teóricos essenciais para o desenvolvimento desta 

dissertação, é iniciado o desenvolvimento da parte prática, nomeadamente, a 

elaboração da ferramenta computacional. O fluxograma da Figura 17 permite ter uma 

visão geral da estrutura lógica da ferramenta a desenvolver, desde a leitura dos dados 

até ao cálculo dos indicadores de fiabilidade/disponibilidade. 
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Figura 19 - Função python para calcular 𝑋𝑖 [Autor] 

 

 
 

Figura 18 - diagrama dos tempos de ocorrências [Autor] 

 

3.1 Terminologia utilizada e leitura de dados  

Nesta secção os tempos das ocorrências são denodos de 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3 ⋯, os tempos de 

reparação por 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3, ⋯ e os tempos entre ocorrências por 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, ⋯. A Figura 

18 representa o esquema destas notações adotadas:  

 

 

 

 

Pela análise do diagrama facilmente se percebe que se forem conhecidos dois 

elementos (tempos), facilmente se consegue descobrir o elemento em falta. Veja-se, 

por exemplo, que 𝑋2 = 𝑇2 − (𝑇1 + 𝐷1).  

 

Para a construção da ferramenta computacional, e sem perda de generalidade para a 

leitura de dados armazenados em outros formatos, estabeleceu-se que esta deve ler 

uma folha Excel onde devem constar na primeira coluna da mesma os dados 

referentes aos tempos das ocorrências (𝑇𝑖) e na segunda coluna os dados referentes 

aos tempos de reparação (𝐷𝑖).   

 

Após a importação dos dados, foi escrita uma função em Python que recebe estes e 

calcula os tempos entre ocorrências, ficando assim ficam conhecidos todos os 

elementos necessários para o funcionamento da ferramenta. A Figura 19 representa a 

função que permite a obtenção dos 𝑋𝑖: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2 Estudo da tendência dos dados  

Uma vez efetuada a leitura do histórico dos tempos de avarias e a obtenção dos 

tempos entre avarias, é necessário recorrer a um teste para verificar se existe 



DESENVOLVIMENTO DA FERRAMENTA  65 

 

FERRAMENTA AUTOMÁTICA PARA AVALIAÇÃO DA FIABILIDADE E 
DISPONIBILIDADE DE SISTEMAS REPÁRAVEIS  RÚBEN MARTINS 

 

Figura 20 -Função python que implementa o teste de Laplace [Autor] 

 

tendência temporal nas avarias, ou seja, para verificar se as avarias ocorrem de forma 

aleatória no tempo ou se revelam alguma tendência. Nesta tarefa foi usado o teste de 

Laplace descrito no capítulo anterior. 

 
Na Figura 20  apresenta-se a função Python que implementa o teste de Laplace 

bilateral. 

 

 

A função Laplace recebe um ficheiro com informação sobre as avarias e retorna o 

resultado 1 ou 0, consoante os dados apresentem ou não tendência.    

3.3 Dados sem tendência  

Caso não se rejeite a hipótese nula no teste de Laplace, ou seja, não se conclua que 

existe tendência, dois cenários colocados: (1) os tempos de ocorrências são gerados 

por um HPP; (2) os tempos de ocorrências são gerados por um PR. Conforme abordado 

no capítulo anterior, se os tempos entre ocorrências seguirem uma distribuição 

exponencial o processo a adotar será o HPP, caso sigam outra distribuição de 

probabilidade será considerado um processo de renovação.  
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Figura 21 - Função python para escolher distribuição de probabilidade mais adequada a dados [Autor] 

 

3.3.1 Ajuste de distribuições  

A seleção da melhor distribuição de probabilidade para os tempos entre avarias é feita 

com recurso à função do python distfit.  Esta função ajusta diferentes 

distribuições univariadas aos dados e retorna uma seriação de distribuições 

juntamente com as estimativas dos seus parâmetros. Esta seriação é baseada em 

diferentes critérios, desde testes de hipóteses, soma de quadrados dos desvios entre a 

distribuição teórica e a empírica e outras métricas de seleção de modelos.   

No âmbito deste trabalho, as distribuições de probabilidade candidatas foram: normal, 

lognormal, beta, exponencial, Weibull (biparamétrica) e gamma. A distribuição 

selecionada foi a que surgiu no topo da lista ordenada de distribuições.   

O raciocínio descrito acima materializa-se na função escrita em linguagem python 

funcaomodelo3 apresentada na figura seguinte. 

Conforme já referido, o HPP é adequado sempre que as avarias ocorram de forma 

aleatória e o tempo entre avarias é bem modelado pela distribuição exponencial.  

Portanto, em termos práticos, será usado o HPP sempre que a função anterior retornar 

como argumento de saída a distribuição exponencial e será considerado o PR caso seja 

retornada uma das restantes distribuições candidatas. Após a seleção de uma 

distribuição adequada para os tempos entre avarias, o que equivalente à seleção do 

modelo adequado para o processo gerador das avarias, segue-se a etapa da simulação 

de amostras dos modelos estimados.    

3.3.2 Simulação de amostras a partir de Processos Homogéneo de Poisson 

Existem, na literatura, vários algoritmos que permitem simular amostras de tempos a 

partir de HPP (veja-se, por exemplo, os trabalhos de Chen (2016) e de Burnecki & 

Weron (2010)). Um exemplo de um algoritmo para a geração de uma amostra HPP 

encontra-se representado na Figura 22 e foi baseado no trabalho de Chen (2016). É de 
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Figura 22 - Algoritmo para a geração de uma amostra de HPP [adaptado de (Chen, 2016)] 

Figura 23 - Função python para gerar amostras de  HPP [Autor] 

salientar que este algoritmo considera o caso em que a simulação termina quando o 

valor simulado para o tempo de ocorrência excede T (limite superior do intervalo de 

tempo considerado). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O código para python seguinte (Figura 23) implementa a sequência de ações 

apresentadas no algoritmo anterior. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A  Figura 24 ilustra 3 realizações de processos HPP, limitadas pelo tempo máximo de 

simulação de 20 unidades de tempo (u.t.). Os pontos a azul resultam de um PPH com 

𝜆 = 0,3 ocorrência/u.t., os pontos a laranja resultam de 𝜆 = 1,0 ocorrências/u.t. e, por 

fim, os pontos a verde traduzem a taxa de 𝜆 = 3,0 ocorrências/u.t. 

 

Como se pode observar, e como era esperado, à medida que aumenta o valor de 𝜆, o 

número de ocorrências no intervalo de tempo considerado também aumenta. Por 

outro lado, é clara a ausência de tendência dado o comportamento linear dos pontos. 
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Figura 25 – Algoritmo para geração de uma amostra PR [(Sandrini, 2017)] 

Figura 24 - Simulação de 3 amostras HPP[Autor] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.3.3 Simulação de amostras a partir de Processo de Renovação  

Recorde-se que o PR é uma generalização do HPP e também modela situações físicas 

com taxas de ocorrência constante. Neste processo, os tempos entre ocorrências não 

têm de seguir, necessariamente, uma distribuição exponencial como acontece no caso 

do PPH. O algoritmo implementado para simular amostras de um PR encontra-se 

ilustrado na Figura 25 (Sandrini, 2017 e referências aí incluídas): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
A função python que implementa o procedimento de simulação de amostras a partir 

de processos de renovação para as distribuições candidatas (normal, lognormal, 

exponencial, Weibull (bi-paramétrica) e gama), encontra-se no Anexo 1 por ser 

extenso. 

A Figura 26 ilustra 3 amostras geradas a partir de processos de renovação com tempos 

entre avarias modelados com a distribuição normal (azul), com a distribuição gama 

(laranja) e com a distribuição lognormal (verde). 
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Figura 26 - Simulação de 3 amostras de PR [Autor] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pela análise do gráfico rapidamente se conclui que, como esperado, não existe 

qualquer tendência nos tempos entre ocorrências. 

 

3.4 Dados com tendência  

Tal como já foi referido anteriormente, quando as avarias ocorrem de forma não 

aleatória, o NHPP é um possível modelo para o processo gerador das avarias. Nesta 

classe de modelos, a taxa de ocorrência não é constante podendo tomar várias formas. 

No âmbito deste trabalho, consideraram-se dois modelos para a taxa de avarias (λ(t)): 

o modelo lei de potência e o modelo de Cox-Lewis.  

3.4.1 Modelo lei de potência  

Este modelo é utilizado para análises de fiabilidade em sistemas reparáveis devido à 

função de intensidade λ(t) admitir diferentes comportamentos, ou seja, modela 

diferentes tendências das avarias (Fraga & Pinto, 2013.). A função taxa de avarias 

expressa-se por: 

𝜆(𝑡) = 𝜆 𝛽 𝑡𝛽−1, 𝑡, 𝜆, 𝛽 > 0. (50) 

Da análise da expressão anterior é fácil concluir que λ(t) é uma função monótona 

crescente sempre que 𝛽 > 1, é uma função monótona decrescente sempre que 𝛽 < 1  

e é uma função constante quando 𝛽 = 1. 

As estimativas de máxima verosimilhança dos parâmetros de λ(t) são obtidos através 

das expressões: 
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Figura 27 - Função python para estimar os parâmetros do modelo lei de potência [Autor] 

 

𝛽̂ =
𝑁

∑ 𝑙𝑛 (
𝑇
𝑡𝑖

)𝑁
𝑖=1

 𝑒  
(51) 

𝜆̂ =
𝑁

𝑇𝛽̂
, (52) 

onde 𝑡𝑖 representa o tempo de ocorrência da avaria 𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑁, 𝑁 é o número de 
avarias e 𝑇 é o tempo de observação do sistema. 

 

A Figura 27 ilustra a função funçaomodelo1 desenvolvida também em python que 

recebe os tempos das ocorrências e devolve as estimativas do modelo lei de potência. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.4.2 Modelo de Cox-Lewis 

Este modelo desenvolvido por Cox e Lewis é outra forma aceite para a função de 

ocorrência no modelo NHPP, sendo uma boa alternativa ao modelo de Crow. Trata-se 

de um modelo parametrizado por dois parâmetros 𝛼0 e 𝛼1 e cuja taxa de avarias dada 

pela expressão: 

𝜆(𝑡) = 𝑒𝛼0+𝛼1×𝑡, 𝑡 ≥ 0, −∞ < 𝛼0, 𝛼1 < ∞.  (53) 

O parâmetro 𝛼0 é semelhante ao parâmetro de escala, enquanto que 𝛼1 é um 

indicador de crescimento. 
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Figura 28 - Função python para estimar parâmetros do modelo Cox-Lewis [Autor] 

 

À semelhança do modelo anterior, para estimar os parâmetros do modelo de Cox e 

Lewis pode aplicar-se o método da máxima verosimilhança.  A estimativa de 

verosimilhança de 𝛼1 é obtida, de modo iterativo, pela seguinte expressão: 

∑  𝑡𝑖 + 𝑁 × 𝛼1
−1 − 𝑁 × 𝑇 × (1 − 𝑒−𝛼1𝑇)−1 = 0.

𝑁

𝑖=1

 (54) 

 
Após a obtenção de uma estimativa para 𝛼1, a estimativa de máxima verosimilhança 

do parâmetro 𝛼0 é obtida pela fórmula seguinte: 

𝛼̂0 = ln (
𝑁𝛼̂1

𝑒𝛼̂1T − 1
), (55) 

 
onde 𝑡𝑖 representa o tempo de ocorrência da avaria 𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑁, 𝑁 é o número de 

avarias e 𝑇 é o tempo de observação do sistema. 

 
É importante referir que este modelo é indicado para modelar tempos de reparação de 

sistemas reparáveis quando 𝛼1 > 0. 

  

A Figura 27 ilustra a função funçaomodelo2 desenvolvida em python que recebe os 

tempos das ocorrências e devolve as estimativas do modelo de Cox e Lewis. 

 

 



DESENVOLVIMENTO DA FERRAMENTA  72 

 

FERRAMENTA AUTOMÁTICA PARA AVALIAÇÃO DA FIABILIDADE E 
DISPONIBILIDADE DE SISTEMAS REPÁRAVEIS  RÚBEN MARTINS 

 

3.4.3 Avaliação da adequabilidade dos modelos 

A avaliação da adequabilidade do modelo lei de potência e do modelo de Cow-Lewis 

aos dados foi realizada com recurso ao teste de Cramér-Von Mises. Perante uma 

amostra aleatória,  𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 , … , 𝑋𝑁, o teste considera na hipótese nula (𝐻0) que o 

modelo é adequado.  A estatística de teste do teste de Cramér-Von Mises (𝐶𝑁) para o 

caso do modelo lei de potência e de Cox-Lewis é, respetivamente: 

 

𝐶𝑁 =
1

12𝑁
+ ∑ [(

𝑡𝑖

𝑇
)

𝛽̂

−
2𝑖 − 1

2𝑁
]

2𝑁

𝑖=1

e (56) 

𝐶𝑁 =
1

12𝑁
+ ∑ [(

𝑡𝑖

T
)

𝛼̂1

−
2𝑖 − 1

2𝑁
]

2𝑁

𝑖=1

, 

 

(57) 

 
onde 𝑡𝑖 representa o tempo de ocorrência da avaria 𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑁, 𝑁 é o número de 

avarias e 𝑇 é o tempo de observação do sistema. 𝛽̂ e 𝛼̂1 são as estimativas do 

parâmetro que controla o tipo de tendência no modelo lei de potência e no modelo de 

Cox-Lewis, respetivamente. 

 

É importante referir que, caso o fim de observação do histórico de avarias seja limitado 

pelo número de avarias, é necessário obter estimativas não enviesadas dos 

parâmetros de forma antes de substituir os mesmos nas expressões acima descritas. 

Essas estimativas expressam-se por: 

 

                                                     𝛽̂ =
𝑁−1

𝑁
𝛽̂  e 𝛼̂1 =

𝑁−1
𝑁

𝛼̂1.                               (58) e (59)                        
 

Após a obtenção do valor 𝐶𝑁 para os dados observados, é necessário verificar o desvio 

do mesmo relativamente a um limite tabelado (a tabela de valores limite para o 

critério de Cramér Von Mises pode ser consultada no Anexo 2). O modelo que 

apresentar menor desvio é o modelo mais adequado para modelar os dados, sendo, 

por isso, o modelo escolhido. 

3.4.4 Simulação de amostras a partir de Processos Não Homogéneos de Poisson 

Tal como para o HPP, existem vários algoritmos para gerar realizações de NHPP (veja-

se, por exemplo, os trabalhos de Pasupathy (2011) e de Chen (2016)). A Figura 29 

ilustra um algoritmo para a geração de uma amostra a partir NHPP e que é baseado no 

algoritmo “Thinning” de Burnecki & Weron (2010). 
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Figura 31 - Função python para gerar NHPP governado pelo modelo Cox-Lewis [Autor] 

 

Figura 29 - Algoritmo para gerar NHPP [(Sandrini, 2017)] 

Figura 30 - Função python para obter amostras de NHPP governado pelo modelo lei de potência [Autor] 

 

No contexto deste trabalho, foram escritas duas funções em python para simular 

realizações de NHPP. Uma delas gera realizações NHPP com taxa de avarias governada 

pelo modelo lei de potência (Figura 30) e na segunda função a taxa de avarias é 

governada pelo modelo de Cox-Lewis (Figura 31): 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Objectivo: Gerar  𝑇𝑖 em (0, 𝑡𝑓) 

1. Inicializar 𝑡 = 0, 𝑛 = 0, 𝜆 = 𝑚𝑎𝑥𝑡∈[0,𝑡𝑓]𝜆(𝑡); 

2. Atribuir 𝑡 = 𝑡 − ln(𝑈[0,1])/ 𝜆, se t>𝑡𝑓, parar; 

3. Se 𝑈[0,1] ≤  𝜆(𝑡)/𝜆, atribuir 𝑛 = 𝑛 + 1, 𝑇𝑛 = 𝑡; 

4. Voltar ao passo 2. 
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Figura 35 - Histograma de número avarias em função do tempo para 𝛼1>1 [Autor] 

Figura 32 - Histograma de número 
esperado avarias em função do 

tempo para β>1 [Autor] 

Figura 33 - Histograma de número 
esperado avarias em função do 

tempo para β=1 [Autor] 

Figura 34 - Histograma de número 
esperado avarias em função do 

tempo para β<1 [Autor] 

As figuras abaixo mostram 3 histogramas de amostras limitadas pelo tempo máximo 

de simulação de 1000 u.t, geradas pelo NHPP governado pela modelo de lei potência 

para diferentes valores β: 

 

 
 

 

   
Tal como era expectável, a Figura 32, que apresenta β=2,5, revela uma taxa de 

ocorrências crescente, já a Figura 33 em que β=1,0 apresenta uma taxa de avarias 

aproximadamente constante, e, por fim, a Figura 34 tem como β=0,2 apresenta uma 

taxa de ocorrências decrescente. 

 

Relativamente ao modelo de Cox-Lewis, foi gerada também uma amostra com tempo 

máximo de simulação de 22000 u.t., para um caso em que 𝛼1 > 1 e verificou-se, como 

era expetável, que a taxa de avarias é crescente ao longo do tempo (Figura 35): 
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Figura 36 - Simulação da distribuição normal para μ=3 e σ=1 [Autor] 

 

3.5 Tempos de reparação 

Relativamente à modelação dos tempos de reparação, foi admitido que estes ocorrem 

de forma aleatória no tempo, pelo que é razoável modelá-los por via de uma 

distribuição de probabilidade.  No ajuste da distribuição de probabilidade que traduz 

adequadamente os tempos de reparação, 𝐷𝑖, recorreu-se à função funçãomodelo3 

que foi desenvolvida e utilizada anteriormente no âmbito do processo de renovação. 

Uma vez identificada a distribuição para os tempos de reparação e a estimação dos 

respetivos parâmetros, facilmente se consegue simular amostras de tempos de 

reparação. A Figura 36 seguinte ilustra a função densidade de probabilidade estimada 

a partir de uma amostra gerada a partir da distribuição normal de valor médio 3 e 

variância 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Uma outra suposição importante feita diz respeito à independência entre os tempos 

entre avarias e os tempos de reparação. 

3.6 Ferramenta computacional  

Uma vez finalizada toda a estrutura lógica subjacente à ferramenta computacional, é 

necessário criar uma interface gráfica (dashboard) do utilizador. Esta interface permite 

uma utilização mais amigável da ferramenta pois funciona por meio de elementos 

visuais em contraste com a interface da linha de comando.  

Para a criação do dashboard recorreu-se a uma biblioteca python designada de 

Tkinter. O dashboard desenvolvido exige que o utilizador preencha alguns campos 

tais como: o nome do ficheiro Excel com os dados, o nome da folha desse mesmo 

ficheiro, o tempo de observação, o nível de significância a usar nos testes de hipóteses, 

o tempo de simulação e o tempo (t) para o qual será calculada a disponibilidade 

média. Por sua vez a ferramenta disponibiliza os seguintes indicadores: MTTR, MTBF, 

disponibilidade instantânea, disponibilidade média [0,𝑇𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙], disponibilidade média 
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Figura 37 - dashboard da ferramenta computacional [Autor] 

[0, t]. São ainda mostradas informações sobre o processo utilizado, assim como sobre 

a distribuição associada aos tempos de reparação. Por fim são ainda apresentados 2 

gráficos, o primeiro diz respeito à variação do número esperado de avarias em função 

do tempo, enquanto o segundo mostra a função densidade de probabilidade associada 

aos tempos de reparação. A Figura 37 abaixo representa o dashboard: 

 

É importante notar que todas as funções desenvolvidas em python tiveram de ser 

articuladas de forma que a ferramenta funcione de forma automática.  
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4 Validação da Ferramenta  

Após a conclusão da ferramenta computacional, é tempo de testá-la de forma a ter 

uma perceção sobre o desempenho da mesma em diferentes cenários. Esta é, então, a 

secção de teste da ferramenta, que se circunscreve a aplicações tanto com dados 

simulados, como com dados reais.  

4.1 Teste com dados simulados 

Nesta subsecção serão simuladas várias amostras de dados e, posteriormente, será 

feita uma análise dos outputs emitidos pela ferramenta de forma a avaliar o seu 

desempenho. 

 

4.1.1 Simulação de amostra a partir de HPP 

Para simular uma amostra de tempos de ocorrências cujo processo de ocorrência pode 

ser modelado por um HPP, recorreu-se à função python, apresentada anteriormente, 

que simula realizações desse mesmo processo. A função tem como parâmetros de 

entrada a  de taxa de falha (𝜆) e o tempo de simulação (𝑇𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙𝑎çã𝑜). A função retorna 

os tempos de 𝑁 avarias. A Tabela 3 indica os detalhes da amostra que se simulou: 

 

 
Tabela 3 - Detalhes da amostra para gerar 𝑇𝑖 através de um HPP 

Parâmetros                                 Valor  

       λ                                  0,03 avaria/u.t.  (input) 

    𝑇𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙𝑎çã𝑜                      1610 u.t. (input) 

         N                                     56 (output) 

 

 

Relativamente aos tempos de reparação, optou-se por simular os mesmos com base 

numa distribuição lognormal, os parâmetros da mesma encontram-se na Tabela 4: 
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Tabela 4 - Parâmetros da distribuição lognormal para gerar amostra de 𝐷𝑖  

Parâmetros                 Valor  

    Média                          3 u.t. 

 Desvio Padrão            0.006 u.t. 

         N                              56 

 

Por fim, no que diz respeito aos dados a introduzir na ferramenta, foram os seguintes 

(Tabela 5): 
Tabela 5 - Inputs amostra HPP 

Parâmetros                 Valor  

 𝑇𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎çã𝑜                 1610 u.t. 

         α                             0.1 

  𝑇𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙𝑎çã𝑜                  5000 u.t. 

         t                            2000 u.t. 

 

Uma vez introduzidos todos os inputs necessários na ferramenta, realizaram-se várias 

simulações. Note-se que de simulação para simulação os resultados variam 

ligeiramente entre si, mas essa diferença é pequena. Os intervalos de resultados 

emitidos pela ferramenta apresentam-se abaixo (Tabela 6): 

 
Tabela 6 - Resultados para amostra HPP 

Parâmetros                Valores aproximados 

     MTTR                            2,9 a 3,1 u.t 

     MTBF                            24 a 27,1 u.t 

Disp instan.                      88,3 a 90,2 % 

Disp méd [0, t]                 88,4 a 90,6 %       

Disp méd [0, T]                89,1 a 91,2 % 

 

 

A Figura 38 mostra o exemplo de uma das simulações que foi realizada onde é possível 

ver que os resultados vão de encontro aos da tabela acima, assim como, os gráficos do 

número de avarias e da distribuição dos tempos de reparação. 
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Figura 38 -Resultados no dashboard para a amostra HPP [Autor] 

 

Pela análise do gráfico do número de avarias, verifica-se que o declive da reta se 

mantém praticamente constante o que significa que não existe variação da tendência, 

portanto as ocorrências ocorrem de forma aleatória tal como é expectável num 

Processo homogéneo de Poisson. De acordo com a pesquisa bibliográfica efetuada, no 

HPP admite-se que o sistema não se degrada com o tempo, ou seja, quando um 

sistema é reparado fica como novo (modelo de reparação perfeita), sendo, portanto, 

natural que os valores entre ocorrências apresentem um comportamento sem 

tendência ao longo do tempo. 

 Nesse sentido ao comparar a disponibilidade média num intervalo de tempo 

correspondente ao período de início de vida, com a disponibilidade média 

correspondente ao período total de vida verifica-se que os valores são muito 

aproximados. É importante ainda referir que a distribuição dos tempos de reparação 

tem desvio padrão baixo (0,006), portanto a variância dos mesmos é pequena. Isto, 

significa que os tempos de reparação no período inicial de vida são semelhantes aos 

tempos de reparação no fim de vida, sendo então este outro fator que contribui para a 

homogeneidade da disponibilidade média. Relativamente ao resultado do MTTR já 

seria de esperar um valor próximo de 3 uma vez que está em concordância com a 

simulação feita para os tempos de reparação (distribuição lognormal de média 3).  

A justificação para a obtenção de disponibilidades na ordem dos 90% deve-se ao facto 

em média o sistema funcionar durante 26 u.t e ter um tempo de paragem de 3 horas 

(1 - 3/26 ≈90%). 
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4.1.2 Simulação de amostra a partir de PR 

Nesta subsecção foi obtida uma amostra a partir de processos de renovação, em que 

os tempos entre ocorrências da mesma seguem uma distribuição de Weibull. A Tabela 

7 indica os detalhes da amostra. 

 
Tabela 7 - Detalhes da amostra para gerar 𝑇𝑖 através de um PR 

Parâmetros                   Valor  

     Forma                           1,5 

  Localização                     40 

    𝑇𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙𝑎çã𝑜                  3000 u.t 

         N                                75 

 

 

Em relação aos tempos de reparação, utilizou-se uma simulação que segue a 

distribuição Beta com as seguintes características (Tabela 8): 

 

 
 Tabela 8 - Parâmetros da distribuição Beta para gerar amostra de 𝐷𝑖 

Parâmetros                 Valor  

Forma1 (α)                     4 

Forma2 (β)                     4 

         N                             75 

 

 

Por sua vez na Tabela 9, estão presentes todos os dados necessários a inserir no 

dashboard: 

 
Tabela 9 - inputs amostra PR 

Parâmetros                 Valor  

 𝑇𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎çã𝑜                 3000 u.t. 

         α                             0.01 

  𝑇𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙𝑎çã𝑜                  5000 u.t. 

         t                            1000 u.t. 

 

 

Os resultados obtidos encontram-se a seguir (Tabela 10): 
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Figura 39 - Resultados no dashboard para a amostra PR [Autor] 

Tabela 10 - Resultados para amostra PR 

Parâmetros                  Valores aproximados 

     MTTR                           0,47 a 0,52 u.t. 

     MTBF                           38,90 a 39,1 u.t. 

Disp instan.                       98,63 a 98,91% 

Disp méd [0, t]                 98,64  a  98,93%       

Disp méd [0, T]                 98,66 a  98,82% 

 

 

A Figura 39 ilustra exemplos de valores obtidos no dashboard para uma simulação 

realizada, assim como os respetivos gráficos associados: 

De forma semelhante ao HPP, num processo de renovação os tempos de ocorrências 

são independentes, portanto assume-se novamente que o sistema não se degrada 

com o tempo. Relativamente ao gráfico do número esperado de avarias, facilmente se 

percebe que este apresenta um declive constante indicando que não existe tendência 

na taxa de aparecimento de avarias. Dessa forma, é expectável que os valores de 

disponibilidades no período inicial de vida do sistema [0, t] sejam semelhantes aos 

valores da disponibilidade média total [0, T] (considerando que os tempos de 

reparação não tem grande variação ao longo do tempo). De acordo com os resultados 

obtidos, verifica-se que ao comparar as disponibilidades estas não variam muito entre 

si (andam na casa dos 98%) tal como seria de esperar. A explicação para os valores das 

disponibilidades serem bastante elevados deve-se ao facto de os temos de paragem 
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(0.5 u.t. em média) serem muito inferiores quando comparados aos tempos de 

funcionamento (39 u.t em média). 
No que diz respeito ao valor medio dos tempos de reparações, espera-se um valor 

próximo de 0.5 uma vez que a média da distribuição beta é dada por: 𝜇 =
α

α+β
. 

4.1.3 Simulação de amostra a partir de NHPP para β>1 

Nesta fase é simulada uma amostra NHPP em que a função taxa de falha é regida pelo 

modelo Lei de potência, para tal recorreu-se à função Python desenvolvida neste 

trabalho que realiza esse mesmo efeito. 

 

A Tabela 11 apresenta todos os dados relevantes constituintes dessa mesma amostra: 

 
Tabela 11 - Detalhes da amostra para gerar 𝑇𝑖 através de um NHPP, em que β>1 

 

 

 

 

 

 

 

A amostra relativa aos tempos de reparação, foi simulada com base numa distribuição 

normal com as seguintes características (Tabela 12): 

 
Tabela 12 - Parâmetros da distribuição Normal para gerar amostra de 𝐷𝑖 

 

 

 

 

 

Antes da obtenção dos resultados é necessário inserir na ferramenta os inputs, que 

neste caso foram ( Tabela 13): 

 
Tabela 13 - Inputs amostra NHPP, para β>1 

Parâmetros                 Valor  

 𝑇𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎çã𝑜                 3000 u.t 

         α                             0.1 

  𝑇𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙𝑎çã𝑜                  5000 u.t 

         t                            500 u.t 

 

Por sua vez, a Tabela 14 apresenta os resultados obtidos: 

 

Parâmetros                   Valor  

     Forma                          1,7 

     Escala                      0,000064 

    𝑇𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙𝑎çã𝑜                  3000 u.t. 

         N                                46 

Parâmetros                      Valor  

     Média                          5  u.t. 

Desvio padrão                 1  u.t. 

         N                              46 
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Figura 40 - Resultados no dashboard para a amostra NHPP, para β>1 [Autor] 

 

Tabela 14 - Resultados para amostra NHPP, para β>1 

 

 

 

 

 

 

 

 

Na Figura 40 encontram-se representados os gráficos e os indicadores emitidos no 

dasboard referentes as amostras em análise. 

 

Pela análise do gráfico do número esperado de avarias facilmente se verifica que existe 

uma alteração do declive do mesmo. Na fase inicial o declive é mais reduzido o que 

remete para uma taxa de aparecimento de avarias mais lenta, enquanto na fase final o 

declive é mais acentuado indicando um surgimento mais rápido de avarias. Isto vai de 

encontro ao princípio do NHPP regido pelo modelo lei de potência para β>1, que 

assume que o sistema se degrada ao longo do tempo (dependência temporal). Posto 

isto, é espectável que na fase inicial de vida do sistema em analise, a disponibilidade 

seja superior à disponibilidade média total (mais uma vez, considerando que os 

tempos de reparação não tem grande variância ao longo do período de vida em 

estudo). Nesse sentido obteve-se resultados na ordem dos 96% para a disponibilidade 

no período inicial de vida, enquanto a disponibilidade média foi na ordem dos 91%. A 

ordem de grandeza destes valores de disponibilidade deve-se ao facto de o tempo de 

Parâmetros                 Valores aproximados 

     MTTR                           4,7 a 5,1 u.t. 

     MTBF                           46,2 a 51,3 u.t. 

Disp instan.                     90,2 a 91,7% 

Disp méd [0, t]                95,1  a 97,9%       

Disp méd [0, T]              90,8  a  92,3% 
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funcionamento (cerca de 48 u.t em média) ser bastante superior ao tempo de paragem 

(cerca de 5 u.t). Relativamente ao MTTR é natural dar um valor próximo de 5 uma vez 

que se simulou uma distribuição normal de media = 5, com um desvio padrão reduzido 

(1). 

 

4.1.4 Simulação de amostra a partir de NHPP para β<1 

Por fim, de forma idêntica á simulação anterior, obteve-se de novo uma amostra 

NHPP, mas desta vez com um parâmetro de forma inferior a 1. A Tabela 15 descreve as 

informações relevantes constituintes da amostra obtida: 

 
Tabela 15 - Detalhes da amostra para gerar 𝑇𝑖 através de um NHPP, em que β<1 

 

 

 

 

 

 

Já o que diz respeito aos tempos de reparação desta vez considerou-se uma simulação 

com base numa distribuição exponencial com as seguintes características (Tabela 16): 

 
Tabela 16 - Parâmetros da distribuição exponencial para gerar amostra de 𝐷𝑖  

 

 

 

 

 

Por sua vez, os dados inseridos na ferramenta foram os seguintes (Tabela 17):  

 
Tabela 17 – Inputs amostra NHPP, para β<1 

Parâmetros                 Valor  

 𝑇𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎çã𝑜                 3000 u.t 

         α                             0.05 

  𝑇𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙𝑎çã𝑜                  10000 u.t 

         t                            500 u.t 

 

 

A Tabela 18 mostra os resultados obtidos: 

 

Parâmetros                   Valor  

     Forma                          0,2 

     Escala                           5,7 

    𝑇𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙𝑎çã𝑜                  3000 u.t 

         N                                31 

Parâmetros                 Valor  

         λ                            0,22 

         N                              31 
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Figura 41 - Resultados no dashboard para a amostra NHPP, para β<1 [Autor] 

Tabela 18 - Resultados para amostra NHPP, para β<1 

 

 

 

 

 

 

 

 

A ilustração dos resultados no dasboard, para um teste efetuado, pode ser consultada 

na Figura 41: 

 

Em contraste com a simulação anterior (caso em que: β>1), aqui o gráfico do número 

esperado de avarias apresenta um declive bastante acentuado na fase inicial do 

período de vida (correspondente a uma taxa de aparecimento de avarias maior) 

enquanto na parte final este já é menor, indicando, portanto, um aparecimento de 

avarias mais lento. É de recordar que estas situações são comuns no período inicial da 

curva da banheira, o chamado período de mortalidade infantil. Perante isto, é 

espectável que na fase inicial de vida do sistema em analise, a disponibilidade seja 

inferior à disponibilidade média total (considerando que os tempos de reparação não 

tem grande variância ao longo do período de vida em estudo). Nesse sentido os 

resultados obtidos para as disponibilidades estão em concordância com o que é 

suposto. Note -se que em média por cada 150 u.t de funcionamento do sistema este 

tem um período de paragem de 4.5 u.t., resultando, portanto, num valor elevado de 

disponibilidade média. 

Parâmetros                    Valores Aprox. 

     MTTR                              3.8 a 4,9 u.t 

     MTBF                             136 a 181 u.t 

Disp instan.                       96,5 a 97,9 % 

Disp méd [0, t]                84,1  a 92,3 %       

Disp méd [0, T]               97,6  a  98,5 % 
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Em relação ao tempo medio de reparação, é esperado um valor próximo de 4.5 uma 

vez que a média da distribuição exponencial é obtida por: μ =
1

0.22
≈ 4,5. 

 

4.2 Teste com dados reais  

Após se verificar que a ferramenta apresenta resultados fiáveis para dados simulados, 

procedeu-se ao teste da mesma utilizando dados reais. Dessa forma, recorreu-se ao 

histórico de avarias de um sistema simples constituído apenas por dois componentes A 

e B (Disponível em: https://reliawiki.org/index.php/Event_Log_Data). Para obter o 

mesmo, um engenheiro começou a gravar os eventos em 1 de janeiro de 1997 às 12h e 

parou de gravar em 18 de março de 1997 às 13h. De referir ainda que, o sistema em 

estudo, encontra-se em funcionamento das 8h às 17 h (9 horas por dia).  

O objetivo desta análise é obter as distribuições de falhas e de tempos de reparação 

mais adequadas apenas para o componente A (o processo para analisar o componente 

B seria exatamente o mesmo, não havendo, portanto, necessidade de repetir duas 

vezes o mesmo raciocínio). A Tabela 19 abaixo apresenta o histórico relativamente ao 

componente A: 

 
Tabela 19 - Histórico de avarias de um componente real 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Uma vez que a ferramenta computacional foi concebida para ler dados de tempos de 

ocorrências em vez dos tempos entre ocorrências, é necessário transformar os dados 

recolhidos acima. Nesse sentido, facilmente, se obteve a Tabela 20: 

 

 

# 𝑋𝑖 (h) 𝐷𝑖  (h) 

1 13 3,8167 

2 78,43333 3,333 

3 8,93333 0,4167 

4 56,25 29,6167 

5 33,05 0,4833 

6 100,483 4,5167 

7 35,7 17,2833 

8 112,3167 0,4833 

9 23,1 0,4500 

10 13,96667 5,5000 

11 90,51667 0,4667 

12 33,6 - 
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Tabela 20 - Dados reais a introduzir na ferramenta 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

De seguida, é necessário introduzir os parâmetros necessários na ferramenta para que 

esta consiga emitir os resultados. De referir que o 𝑇𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎çã𝑜 é um parâmetro que tem 

de se calcular, uma vez que se conhece o intervalo de tempo em que o engenheiro 

analisou o equipamento (1 de janeiro de 1997 às 12h até 18 de março de 1997 às 13h). 

O valor deste é obtido então por: 

𝑇𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎çã𝑜 =  5 + 30 × 9 + 28 × 9 + 17 × 9 + 5 = 685ℎ (60) 

 

Nota: A expressão representa a soma das 5 horas observadas no dia 1 de janeiro com 

as 9 horas diárias dos restantes 30 dias de janeiro, com as 9 horas diárias dos 28 dias 

de fevereiro, com as 9 horas dos primeiros 17 dias de março e por fim com as 5 horas 

observadas no dia 18 de março.  

 

Os restantes parâmetros adotados encontram-se na Tabela 21: 

 
Tabela 21 – Parâmetros para analisar caso real  

Parâmetros                     Valor  

 𝑇𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎çã𝑜                      685 h 

         α                                0.05 

  𝑇𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙𝑎çã𝑜                      3000 h 

         t                               1000 h 

 

 

 

# 𝑇𝑖(h) 𝐷𝑖(h) 

1 13 3,8167 

2 95,25003 3,333 

3 107,5167 0,4167 

4 164,1834 29,6167 

5 226,8501 0,4833 

6 327,8167 4,5167 

7 368,0334 17,2833 

8 497,6334 0,4833 

9 521,2167 0,4500 

10 535,6333 5,5000 

11 631,65 0,4667 

12 665,7167 - 
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Figura 42 – Resultados no Dashboard para caso real [Autor] 

A Tabela 22 abaixo mostra os resultados obtidos após introduzir os dados na 

ferramenta: 

 
Tabela 22 - Resultados obtidos para caso real 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A ilustração dos resultados no dasboard, para um teste efetuado, pode ser consultada 

na Figura 42: 

 

Pela análise facilmente se percebe que os valores obtidos para a disponibilidade estão 

ordem dos 90%-95%.  De acordo com a fonte onde se encontra esse caso de estudo o 

valor de Uptime do sistema é de 599.35h enquanto o valor de Downtime é de 

66,3667h. Isto traduz-se num valor obtido para a disponibilidade esperada na ordem 

de 90,03% ( 𝐷𝑖𝑠𝑝 = 599,35/(599,35 + 66,3667) = 90,03%). Ao comparar os valores 

de disponibilidade obtidos na ferramenta com o que é expetável, verifica-se que existe 

uma ligeira diferença, mas nada de muito significativo. Essa diferença é explicada 

devido a dimensão da amostra ser muito reduzida (N=12), uma vez que quanto menor 

for a dimensão da amostra maior será a margem de erro associada. 

Parâmetros                    Valores Aprox. 

     MTTR                            2,72 a 3,81 h 

     MTBF                          33,42 a 39,22 h 

Disp instan.                      90,1 a 92,7 % 

Disp méd [0, t]             90,06  a 94,88 %       

Disp méd [0, T]              91,68  a  98,5 % 
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Desta forma, pode-se concluir que a ferramenta consegue escolher o modelo mais 

adequado a um conjunto de dados reais, emitindo com uma boa precisão os valores 

associados de disponibilidades. Dado que os valores de disponibilidade estão próximos 

da realidade, será justo assumir também que os valores de MTTR E MTBF também 

estão realistas (o cálculo da disponibilidade instantânea é dado por 𝐷𝑖𝑠𝑝 =

𝑀𝑇𝐵𝐹/(𝑀𝑇𝐵𝐹 + 𝑀𝑇𝑇𝑅) × 100 ). Uma vez testada com sucesso em dados reais e 

simulados, dá-se por encerrada a validação da ferramenta. 
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5 CONCLUSÕES E PROPOSTAS DE TRABALHOS FUTUROS 

5.1 CONCLUSÕES 

A realização deste trabalho permitiu verificar os conceitos gerais associados aos 

sistemas reparáveis e não reparáveis, assim como identificar importantes indicadores 

de fiabilidade e de disponibilidade para qualquer sistema reparável. Foram também 

identificados os diferentes modelos matemáticos/estatísticos adequados à modelação 

dos diferentes processos geradores de avarias em sistemas reparáveis – processos de 

renovação, processos de Poisson homogéneos e não homogéneos, distribuições de 

probabilidade para o caso dos tempos entre avarias que são independentes e 

igualmente distribuídos. É também realizada uma investigação dos algoritmos relativos 

a esses processos assim como técnicas de seleção de modelos. 

Foi ainda efetuada uma aprendizagem da linguagem Python que permitiu elaborar a 

ferramenta computacional. Esta tem como função ler os dados do histórico de avarias 

e de tempos de reparação, fornecendo de seguida vários indicadores de fiabilidade e 

emitindo gráficos afetos aos dados em analise. Após a construção de todo o modelo 

lógico da ferramenta assim como o respetivo dasboard, surgiu a necessidade de 

validação de resultados. Para tal, numa primeira fase foram criadas várias amostras 

(para tempos de ocorrências e tempos de reparação) através da simulação de dados, 

de forma a poder controlar o processo. Numa segunda fase já foram recolhidos dados 

reais de forma a ver o comportamento da ferramenta para dados não controlados. A 

analise dos resultados foi de encontro ao que era expectável, portanto a ferramenta 

correspondeu na totalidade, dando-se assim a validação da mesma. 

De acordo com a pesquisa efetuada, a manutenção centrada na fiabilidade e 

manutenção baseada na condição permitem não só antever a ocorrência de avarias, 

mas também poupar na manutenção corretiva e prolongar a vida útil dos ativos. Nesse 

contexto foram apresentados vários casos de estudo de implementação destas 

políticas, visando demonstrar a importância das mesmas e ilustrar as suas vantagens 

no mundo empresarial.  

Conclui-se que a manutenção preditiva tem uma quota-parte importante no bom 

desempenho dos processos de produção, e que existe uma necessidade cada vez 

maior dos gestores da manutenção recorrerem a ferramentas automáticas orientadas 

por dados (data driven) que disponibilizem indicadores de fiabilidade e de 

disponibilidade para um sistema reparável geral. 
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5.2 PROPOSTA DE TRABALHOS FUTUROS 

Como propostas para trabalhos futuros propõe-se o alargamento das funcionalidades 

da ferramenta, nomeadamente a emissão de um número maior de indicadores de 

fiabilidade (por exemplo calcular a probabilidade de o equipamento falhar num 

determinado intervalo de tempo, etc) assim como a emissão de mais gráficos afetos ao 

processo (por exemplo gerar um gráfico que mostre a relação entre o tempo de 

funcionamento e o tempo de paragem do equipamento, etc). 

 É ainda proposto o alargamento dos modelos que contemplam a estrutura lógica da 

ferramenta. Por exemplo seria útil adicionar mais distribuições de probabilidade para 

modelar os tempos de reparação assim como para os tempos entre avarias dos 

processos de renovação. De igual modo, seria benéfico contemplar mais modelos 

afetos aos NHPP (neste trabalho utilizou-se apenas o modelo de Crow e de Cox-Lewis). 

Numa perspetiva bastante mais ambiciosa, seria interessante alargar a ferramenta 

para a modelação de dados com base em modelos de reparação imperfeita. 
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7 ANEXOS  

7.1 ANEX01- Função para gerar processo de renovação 
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7.2 ANEXO2-Valores críticos para o teste de Cramér Von Mises 
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Fonte: 

https://www.webdepot.umontreal.ca/Usagers/angers/MonDepotPublic/STT3500H10/

12avril/Cramer-von%20Mises.pdf 
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7.3 ANEXO3-Função para realizar teste de Cramér Von Mises 
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7.4 ANEXO4 – Funções de calculo no programa principal 
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7.5 ANEXO5-Código do programa final  
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7.6 ANEXO6- Geração das 3 amostras exemplificativas de HPP e respetivo 

gráfico 
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7.7 ANEXO7-Geração dos processos exemplificativos NHPP e respetivos 

histogramas  

 

7.7.1 Modelo lei de potencia (β>1) 
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7.7.2 Modelo lei de potência (β>1) 
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7.7.3 Modelo lei de potência (β<1) 
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7.7.4 Modelo Cox-Lewis (𝛼1 > 0)  
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7.8 ANEXO8- Geração das 3 amostras exemplificativas de PR e respetivo gráfico 
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7.9 ANEXO9- Geração do gráfico exemplificativo dos tempos de reparação com 

distribuição normal 

 

 

 

 

 

 

 


