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Resumo

Num universo despovoado de formas geométricas if@ex;feonde proliferam superficies
irregulares, dificeis de representar e de medirgeametria fractal revelou-se um
instrumento poderoso no tratamento de fendmenosraist até agora considerados
erraticos, imprevisiveis e aleatorios. Contudo, newho na natureza € fractal, o que
significa que a geometria euclidiana continua aldire necessaria, 0 que torna estas

geometrias complementares.

Este trabalho centra-se no estudo da geometritalfraga sua aplicacdo a diversas areas

cientificas, nomeadamente, a engenharia.

Séao abordadas nocdes de auto-similaridade (exaaxianada), formas, dimensdao, area,
perimetro, volume, numeros complexos, semelhancdigileas, sucessdo e iteracdes
relacionadas com as figuras fractais. Apresentaexsenplos de aplicacdo da geometria
fractal em diversas areas do saber, tais comoafidiologia, geologia, medicina,

arquitetura, pintura, engenharia eletrotécnicacads financeiros, entre outras.

Conclui-se que os fractais sdo uma ferramenta itap@ para a compreensao de
fendmenos nas mais diversas areas da ciéncia. Ariamgia do estudo desta nova
geometria, € avassaladora gracas a sua profuraligioetom a natureza e ao avancado

desenvolvimento tecnoldgico dos computadores.

Palavras-Chave

Fractal, caos, nao-linearidade, similaridade, dsé@en leis de poténcia, geometria,

Natureza.






Abstract

In a universe of imperfect geometric shapes, wheegular surfaces abound, hard to
represent and to measure, the fractal geometryedrde be a powerful tool in the

treatment of natural phenomena, so far considereatie unpredictable and random.
However, not everything in nature is fractal, megrthat Euclidean geometry continues to

be useful and necessary, which makes these complamegeometries.

This work focuses on fractal geometry and its agapion to several scientific areas, such

as engineering.

Are addressed notions of self-similarity (accuratatistics), shapes, size, area, perimeter,
volume, complex numbers, series and iterationsuo€tions related to the fractal figures.
Examples of the application of fractal geometryarious areas of knowledge, such as
physics, biology, geology, medicine, architectuggainting, computer engineering,

electrical engineering, financial markets, amorteds, are presented.

It is concluded that the fractals are an important for the understanding of phenomena
in the most diverse areas of science. The impoetafiche study of this new geometry is
overwhelming, due to its deep relationship to ratand to advanced technological

development of computers.

Keywords

Fractal, chaos, non-linearity, similarity, dimensipower laws, geometry, nature.
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1. INTRODUCAO

Muitos objetos conhecidos e que vemos no dia-afba, possuirem geometria muito
simples, podem ser descritos atraves de formaaidgdeomo retangulos, cilindros, cones
ou esferas. A maioria dos objetos desenvolvidos peimem pode ser facilmente descrita
por um conjunto de formas euclidianas basicas,anpge dizer dos objetos encontrados na
natureza? Quem é capaz de descrever a forma darvora, de uma montanha ou de um

floco de neve?

Desde que Euclides, famoso matematico da Grécigaamtesenvolveu a hoje designada
geometria euclidianaprevaleceu um certo comodismo, baseado na idegud todos o0s
objetos podem ser descritos através de compodighegmas regulares simples. Euclides
definiu a natureza como um conjunto de formas e¥gslbasicas, como linhas, retangulos,
cones e triangulos. Todavia € visivel que as foridaais de Euclides sdo apenas uma
aproximacdo, na maioria dos casos grosseira daladal dos objetos naturais [2]. Na
época de Euclides, por volta de 300 A.C., e atpduros anos atras, isto era aceitavel.
Porém, os recentes avancos da tecnologia dos cadgras e da matematica levaram ao
surgimento de novas técnicas capazes de descreremmaior exatiddo e realismo 0s
padrbes encontrados na natureza. E assim surgieomefria fractal. Anteriormente,
matematicos como Galileu (1564-1642), recorreramriangulos e outras figuras

euclidianas para ler a natureza, Mandelbrot, canutdizou outra linguagem para este



mesmo proposito: a dos fractais. Mandelbrot intradlo termo fractal em 1977, baseado
no nome latino “fractus”, derivado do verbo “frengjeque significa partir, quebrar [10]. A
principal carateristica de um fractal é a propredado nivel de detalhe do
“rendilhado/rugosidade” grafico que apresenta nésvanecer com a escala, sendo que,
em muitos casos, uma ampliagdo sobre quaisquespdot fractal revela pequenas copias
da imagem original, e isto acontece independentEmda ampliacdo utilizada num

determinado intervalo.

Na natureza ndo se pode esperar encontrar umuligperfeito todavia, as formas fractais

sdo muito mais verosimeis, como se fossem frutomke geometria mais ligada a natureza.
O impacto cientifico da geometria fractal alast@wutras areas, tornando a palavra
“fractal” vulgar em trabalhos de ciéncia ou mesrachdmanidades. As actuais aplicacdes
dos fractais sdo inumeras. Por exemplo, na realizde imagens para cenarios de filme,
medicdo das zonas costeiras (Mandelbrot (1967)),[4i&scricdo de arvores [42], e de

culturas bacterianas [13][44], vasos sanguineck M3 pulmdes [46], na musica onde a

repeticdo sao carateristicas gerais [9], em anmeasdeiras [32], entre outras.

A facilidade com que se pode hoje criar fractaigosp usando computadores, da ilusao de
proximidade com teorias cientificas elaboradas, cwamnca antes sucedera. Por outro
lado, as imagens, sendo absolutamente novas, péeseatam nenhuma realidade em

particular, mas diferentes possibilidades mais enas plausiveis.

Neste trabalho serdo descritas as varias propesdael um fractal, far-se-a o calculo de
dimensdes fractais e estudar-se-ao aplicagéesatiais em diversos campos das ciéncias,

como a engenharia, a biologia, medicina e outras.ma



1.1. CONTEXTUALIZACAO

O tema dos fractais é bastante recente, pois apleadsi dada importancia a partir da

segunda metade do século XIX. Contudo os fracéatemonstraram ter correlagdo com
quase todos os dominios do conhecimento e surgestatiemente novas aplicacdes dos
mesmos. Os fractais “puros” estdo patentes apenasmtematica, mas podem servir para
modelar fendmenos e objetos da fisica, da astraaiai sismologia, da meteorologia, da
biologia, da medicina, das ciéncias humanas, daoesia, de diversas formas de arte, da

informatica, da industria e outros mais.

Fractais como os conjuntos de Cantor e de Sierpadskgerados através de um processo
de remocédo de alguma parte da figura inicial entguas conjuntos de Koch, Peano e de

Hilbert séo gerados através de um processo dagdieda figura inicial.

Os seguintes fractais classicos foram apresentadosegunda metade do século XIX,
pelos matematicos: Cantor (Geog Cantor (1945-19h8jematico russo cujos seus
trabalhos ligados com a teoria dos conjuntos es#dbase do aparecimento do famoso
fractal conjunto de Cantor), Koch (Helge Von Kodi870-1924) matematico sueco que
introduziu em 1904 o fractal conhecido como a cuieaKoch), Sierpinski (Waclaw
Sierpinski (1882-1969) matemético polaco que ceoul916 o fractal que recebeu o seu
nome tridngulo de Sierpinski), Peano (Giuseppe ®#éa858-1932) matematico italiano,
descreveu a primeira curva em 1890. Desde entdamfadescobertas, por outros
matematicos, curvas que por possuirem carategst@amuns a primeira, foram
denominadas curvas de Peano) e Hilbert (David Hili®862-1943), matematico alemao
gue criou o fractal a curva de Hilbert) investigavabjetos que punham em causa algumas

das bases matematicas da época relacionadas cuitise agdlgebra e geometria.

Em meados do século XIX, ndo havia quase nenhupmasentacédo grafica dos fractais e
despendia-se muito tempo em calculos devido asténgia de computadores na época.
Por vezes, conjuntos destgo, com propriedades “estranhas” - curvas que eram
diferenciaveis em nenhum ponto, auto-similares, comprimento indefinido ou que nao
podia ser medido, as quais o conceito de dimergdmdgica parecia ndo se adequar -

eram vulgarmente apelidados dmonstros e de casos patoldégicossem interesse




matematico e eram apresentados sem qualquer sup@tdmagem ou apenas

acompanhados por esbocos de pouca qualidade difica

Em 1970, Benoit Mandelbrot, retomou o interessepejuestdes relacionadas com a
publicacdo de Gaston Julia e, com a ajuda dos noeiogutacionais que tinha ao seu
dispor na IBM, onde trabalhava, iniciou a partir 1857, no centro de investigagao
Thomas J. Watson [59], o seu estudo. Contudo campgmeiramente por estudar séries
temporais relacionadas com precos e posteriormemte um problema que, naquela
época, preocupava os técnicos da multinacionalgeegtava relacionado com o ruido das
linhas telefénicas utilizadas para interligar cotapores. Mandelbrot para o problema
propés um modelo baseado no conjunto de Cantommisrou que ndo era possivel
eliminar os ruidos, mas poder-se-ia estabelecercanirolo dos mesmos mediante
oportunas estratégias de redundancia. Em 1962, éitanotl publicou a memoaria, uma das
suas primeiras referéncias sobre séries tempamainancas. Em 1967 publicou, sobre
um tema que encontrou numa publicacdo do ciertigénico Lewis F. Richardson.

A sucessdao de todos os seus trabalhos de investigag@ dar origem ao trabalho de 1975
intitulado. E nesse trabalho que é introduzidormedractal para identificar as classes de
objetos rugosos, quebrados e aparentemente sena fgue reinam absolutamente no
mundo em que vivemos. “A geometria fractal é a getamn das formas irregulares que
encontramos na natureza” [3][8]. A definicdo detfahainda ndo esta totalmente definida
e precisa. Até mesmo a matematica, a mais coneisadds as linguas, tem dificuldade em
descrever um fractal [52]. A geometria fractal d¢st@s numa extensdo da geometria
euclidiana tradicional. Ela ndo a substitui, ergmpta, trazendo a possibilidade de
descrever com precisdo objetos diretamente relesanara a compreensao do mundo real.
A geometria fractal pode ser vista como um novon@ ou uma nova linguagem, assim
torna-se possivel descrever a forma de uma nuvemaanesma precisao da arquitetura de

uma casa.

Mandelbrot em 1980 apresenta, o primeiro tracad@alltledo do gréfico do sistema

dindmico no campo complexo denominado conjunto daddlbrot £,,., = Z2 + C, onde

C € um numero complexo e o parametro em questaopv@ayelmente o fractal mais

popular e, possivelmente, um dos objetos matensaticatemporaneos visualmente mais

conhecidos neste meio.



Mandelbrot juntamente com Richard F. Voss (coledmdrabalho na IBM) criaram, um
sistema grafico computacional inovador que pernditiar imagens de fractais a cores até
entdo nunca vistas e que foram publicadas no haredicdo de 1982. Neste mesmo livro
Mandelbrot coloca os fractais num sem numero déegtws cientificos. Um pouco mais
tarde aplicaram-se estes meétodos, e outros maigzadas na criacdo de imagens de
paisagens, montanhas, nuvens e de galaxias paesfiomo os da sadar Warse em

outros mais [59].

Mandelbrot, ao escrever variadissimos artigos glan com a geometria de fendmenos
observados em varios campos da ciéncia e de faiatava, gerou um interesse sobre este

assunto.

A interdisciplinaridade na geometria fractal, estamcada nos proprios livros de
Mandelbrot que discutem arvores, rios, montanhasems, pulmdes, linhas de agua,
turbuléncia, economia, frequéncia de palavras nemtot e muitos outros tépicos

interligados por conceitos geométricos.



1.2. OBJETIVOS

Objetivos desta dissertacdo sao apresentar osifantostrando as varias propriedades,

comparar as aplicacdes da geometria fractal ralante a geometria euclidiana e mostrar

as vérias aplicacdes que estes podem ter nos imaisas campos da ciéncia.

1.3. CALENDARIZACAO

A calendarizacdo das varias fases de desenvolvinamttrabalho € na seguinte tabela

(Tabela 1). As tarefas desenvolvidas consistiramestodo de bibliografia, que teve como

base artigos cientificos e livros na érea; na aétere analise de informacéo existente e,

por fim, na elaboracdo do relatorio final. O estwt#o bibliografia foi a tarefa que se

prolongou mais no tempo, dada a falta de conhe¢ormmestrando sobre este assunto.

Out. | Nov. | Dez. Jan. Fev. | Mar. | Abr. | Mai. | Jun. Jul.

ETAPAS

Semanas

Recolha bibliografia

10s

Estudo da bibliografia

14s

1123 4|1|2|3|4|1|2]|3]|4|1]|2|3|4|1|2]3]|4|1)|2|3|4|1|2|3|4]|1|2|3|4|1|2|3|4]|1|2]|3|4

Estudo de software's Netlogo e
Ultrafractal

8s

Elaboragdo do relatério

8s

Tabela 1 Calendarizacdo do projeto.



1.4. ORGANIZACAO DO RELATORIO

O relatorio foi estruturado em 4 capitulos, nomezatae:

1. Introducédo: é realizada uma contextualizacdo saisefractais e sobre a

importancia desta nova forma de geometria,

2. Fractais: apresentam-se o0s varios tipos de fraghagpriedades, carateristicas,
calculos de dimenséo fractal;

3. Aplicacbes da geometria fractal: nos campos daogenl biologia, fisica,

medicina, musica, engenharias, area financeira;

4. Conclusoes.






2. FRACTAIS

Hoje em dia, com o desenvolvimento dos computadareplicacéo pratica dos fractais é
cada vez maior, constituindo uma nova perspetivardarar a realidade e também uma
ferramenta cientifica de enorme potencialidadeesguencontra ainda a dar os primeiros
passos. No entanto, aquilo que mais contribui @arsua divulgacdo é certamente a
espetacularidade das suas imagens que, no minanppodem considerar intrigantes e

bizarras.

Um fractal tem como carateristicas a escala, cofitf@lde, auto-similaridade (exata e
aproximada) e dimensdo. A sua definicAo ndo seaelngunas definicbes classicas da

geometria euclidiana [11].

Um objeto ou figura geométrica € um fractal se sgmear uma ou mais das seguintes

propriedades:

= Ter uma “estrutura fina/ rugosa”, que contém detalbhma escala arbitrariamente
pequena e quanto mais se amplia a sua imagemgdetaibes € possivel observar.
Isto ndo ocorre com figuras geomeétricas conven@pneomo exemplo: a
circunferéncia, se ampliarmos suficientemente ugueeo arco da mesma e dele
retirarmos um pequeno arco que também ampliaremepetindo sucessivamente

0 processo, obteremos um arco virtualmente retiline



» Ser demasiado irregular para se poder descreviémésmte em termos classicos,
guer em termos globais quer ao nivel da sua gemnetal. Ndo se trata do lugar
de pontos que satisfaz uma determinada condic&o das pontos que representam
0 conjunto solucdo de uma equacao simples, sendmeta complicado descrever o

gue se passa a volta de cada um dos seus pontos.

= Possuir algum tipo de auto-similaridade (exatapxprada) também designada,
por Mandelbrot, de homotetia (propriedade das &igugeomeétricas que, sendo
semelhantes, tém posicao relativa tal, que qualpoeto de uma delas € colinear
com o ponto correspondente da outra e com um gomague se diz centro de
homotetia (ou homotesia)).

o Auto-similaridade exata: este tipo de fractal desige como “puro”
contém copias de si proprio a escalas tdo pequenasto se queira.
Fractais gerados por sistemas de funcdes iteragj@eadmente apresentam
auto-similaridade exata, sendo este processo nsimples e direto. O
procedimento recursivo gera, em cada iteracdo, cihpséa ampliada dos

elementos que o constitui.

0 Auto-similaridade aproximada: o fractal possui rdedi numéricas ou
estatisticas que s@o preservadas em diferentelaeséa definicbes de
fractais geralmente implicam alguma forma de autolaridade
aproximada. Os fractais aleatorios sdo exemploBaidtais que possuem
auto-similaridade aproximada, uma vez que, paested tém uma estrutura
ou uma distribuicdo estatistica idéntica mas n&w refplicas exactas.

Exemplos destes sdo os designados: fractais neeratu

= A dimenséo fractal representa o nivel de irregdéate de um objeto geométrico. A
dimenséao fractal de um conjunto pode ser diferdatsua dimenséao topoldgica. O
conceito de dimenséo fractal esta relacionado céomaa que um conjunto tem de

ocupar o espaco e, inclusivamente pode ndo seiomeno inteiro.

O conceito matematico de dimenséao topoldgica decomjunto versus dimenséo fractal,
esta exemplificado na Figura 1. Dizemos, por exemgue um plano é bidimensional

porque um ponto de um plano é descrito por duasienadas cartesianas [11].
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Figura 1 Comparacéo entre dimenséao euclidiana (a esquerdafmactal (a direita).

Por exemplo, a Curva de Hilbert, embora seja umzalia uma dimenséo (de dimensao
topologica 1), comporta-se quase como um espagdimehsdes, para um numero infinito

de iteracdes, preenche totalmente uma area.

A dimensdo de Hausdorff - Besicovitch € uma dimengde pode tomar valores nao

inteiros e € igual a dimenséao topoldgica para pagss Euclidianog,, [48][58].

Fractais sdo formas complexas que ndo podem seidase@dpenas por dimensao
topoldgica. A dimensdao fractal surge entdo como ahl@nativa de medigéo ja que pode
assumir valores fracionarios, obtendo assim o gewgcomplexidade de uma forma [63].
Pode-se afirmar que a dimenséo fractal de um ctmjanum valor que diz o quanto

densamente um conjunto ocupa o0 espag¢o métrico eralguexiste.

Para definir dimenséo é necessario saber qual odméte calculo que se utilizou. Esta
pode ser calculada pelo método da auto-similaridmheando o limite do quociente das
mudancas logaritmicas em tamanho e em escala delan@dmedida que a escala de
medida se aproxima de zero (ver férmula (1)). Sa eorva pode ser subdividida €
partes, sendo o todd vezes maior do que cada uma delas, a dimensacadsdbrff

Besicovitch sera:

_ In(N) (1)
© Ln(M)

11



Dimenséo de Hausdorff Besicovitch formula (2):

N=rP 2

Um outro método de determinar a dimenséao fractainddractal (de conjunt§ no espaco
euclidiano) € a determinacdo da chamada dimenséordagem de células de uma grelha
ou de empacotamentdgx-counting dimension or packing dimen3joque é uma
dimensao que coincide em muitos casos com a dimelesBausdorff - Besicovitch.

O box-countingou box-dimensioné um dos métodos mais utilizados. A sua grande
popularidade deve-se a sua facilidade de uso ecnlogalmatematicos e em estimativas
experimentais. O algoritmo para o calculo dessaed##o considera uma figura qualquer
coberta por um conjunto de quadrados, e calculaneero de quadrados necessarios para
cobrir toda a figura que é representado N¢s), sendos a escala, ou seja, numero de
vezes que a imagem sera dividida. Essa divisdo ggrdebservada na Figura 2. Imagina-se
esse fractal desenhado sobre uma grelha uniformersspacada e conta-se 0 niumero de
células de uma grelha necessarios para cobrirjorton A dimensado de empacotamento é

calculada vendo como esse numero muda a medidazgraos uma grelha mais fina.

Na curva de Koch obtemos o seguinte resultadojdaexhalitica de 1.2619 e de medida

experimental de 1.2268.
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Figura 2 Exemplo de tamanhos de grelhas usados box—counting

Os fractais podem ser divididos em vérias categ@@gundo o modo como séo formados
ou gerados tais como:

A. Fractais aleatorios, gerados por processos estamssio invés de deterministicos
como é o caso da Figura 3 que ilustra os fractaigrais com auto-similaridade
aproximada ou outro exemplo o voo de Lévy [59];

Figura 3 Couve-flor (brocolis, a esquerda) e carvalho (a daita) [20].
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B. Ponto fixo de um sistema de funcdes iterativas.ddmunto de func¢des € aplicado
sucessivamente a um subconjunto compacto de untespétrico um numero
infinito de vezes. Estes fractais também se desigia fractaigieterministicoou
geométricossao subconjuntos gerados por transformacdes gecasésimples do
préprio objeto nele mesmo, possuem uma regra fexaubstituicAo geométrica,
aplicada a cada iteracdo como por exemplo a cle\Redno e conjunto de Cantor,
(Figura 4), curva e “Floco de Neve” de Koch, espod¢ Menger (Figura 5) e
triangulo de Sierpinsky (Figura 6).

Figura 4 Curva de Peano (a esquerda) e conjunto de Cantor ¢reita) [30].

Ll -
‘f
v
CN-
By
o f
o
f
 §

Figura5 Curva de Koch (a esquerda) e esponja de Menger (areita) [25].
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Figura 6 Tridngulo de Sierpinski, algumas iteracdes [27].

C. Fractais definidos por uma relagédo de recorrémeracada ponto do espaco, estes
fractais sdo gerados por computadores e tambémhsicados de fractais de fuga
do tempo ou fractais em sistemas dindmicos, commogintos de Mandelbrot e
Julia, (Figura 7), com a borboleta de Lorenz e gojalo caos (Figura 8). O
conjunto de Mandelbrot é um dos fractais mais codios, uma figura tdo
complexa que seria impossivel conhecé-la ao lorgaurda vida inteira sem a
evolucdo dos computadores. Matematicamente, o minjde Mandelbrot é
caraterizado pela seguinte férmuta> z2? + ¢ sendac um ndimero complexo, e é o

parametro em questéao [48].

Figura 7 Conjunto de Mandelbrot (a esquerda) e conjunto deldia (a direita).
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Figura 8 Borboleta de Lorenz (a esquerda) e teoria do caoa (lireita) [21].

2.1. FRACTAIS GEOMETRICOS CLASSICOS

Nesta seccdo sera feita uma abordagem a algunspkesemie fractais classicos que
utilizam no seu processo de construcdo, o prodesstivo, 0 sistema de funcdes iteradas
(SFI). Fractais como os conjuntos de Cantor e de Sigkpsado gerados através de um
processo de remocdo de alguma parte da figuralirecconjuntos de Koch, Peano séo

gerados através de um processo de alteracao da fimcial.

16



2.1.1. A CURVA DE KOCH

A curva de Kock ou a “ilha de Koch” baseiam-se mnocesso de construgao, 0 processo
recursivo, tendo a curva de Koch uma figura iniaial segmento de reta, e a ilha de Koch,

um triangulo equilatero, que € composto por tr&seke segmentos de reta.

A curva de Koch tem varias vantagens. Por exemmlocorpo humano, bem como na
maioria dos seres vivos, superficies enrugadas sshnesmo, servem para maximizar a
superficie total e assim aumentar o seu desemdenbmnal. O facto de mais superficie

estar compactada num mesmo volume, tras a este®®hjma dimensédo nao inteira. A

curva de Koch parece estar entre uma linha e ufggul, devido a ser uma linha fechada
de comprimento infinito. As ferramentas que permitecéalculo da dimensdo dao a curva
de Koch uma dimensé&o aproximada de 1,26 (calcutedg abaixo), o que quer dizer a sua

dimenséo “foge" as dimensdes euclidianas da liadbaimenséao 1.

O exemplo que se segue mostra um modelo fractal gescrever o sistema circulatério
(Figura 9). A vantagem dos corpos dos animais pasauorgdos com carateristicas
fractais € para obterem estruturas mais eficiegnte$ermos energéticos, dado ser possivel
fazer com mais superficie o que, em alternativia tde ser realizado com mais volume
(Figura 10). Encontra-se assim uma solu¢do maisoeeica, resultando que o ser vivo em

guestao precisa de menos alimento [59].

Figura 9 Sistema circulatério [59].
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Figura 10 Rugosidades dos intestinos e do cérebro [59].

O processo iterativo da curva de Koch pode seritiesia forma que se segue:

1) Comecar com um segmento de reta ver (Figura 11):

Figura 11 Segmento de reta inicial do processo iterativo daurva de Koch.

2) O procedimento a efetuar na primeira iteragéo, s@negra recursiva, consiste em
dividir o segmento de reta em 3 partes iguais (@di2), manter as duas pontas e
substituir a do meio de um triangulo equilateroqaal se removeu a base e cujos

lados tém comprimento igual & terca parte do setpmmeitial.

Figura 12 12 lteracdo do processo iterativo da curva de Kod5].
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3) Aplicar o procedimento descrito em 2) a cada usi4leegmentos obtidos da reta
na iteracao anterior (Figura 13).

/\
A A

Figura 13 22 Iteracéo do processo iterativo da curva de Kod25].

4) Repetir o processo indefinidamente, aplicando aemimento descrito em 2) a

cada segmento de reta produzida na etapa antararopter o que designamos de
curva de Koch (Figura 14).

w5

Figura 14 n-ésima iteracao do processo iterativo da curva d€och [28].

A construgdo da curva de Koch apresenta uma no#wrfie-similaridade em todas as
escalas. Por exemplo, se fizermos ampliacdo sobmir@a no pequeno retangulo
assinalado na imagem da Figura 15 (em cima), olteamicmagem da mesma figura (em

baixo) que é exatamente igual a curva de Kochraigpodendo efetivamente ser vista

. .. ~1
como o resultado de um reescalonamento da imaggmadmpela razag.
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Figura 15 Ampliacdo de uma parte da curva de Koch [28].

De seguida, descreve-se o processo iteratiithdale Koch Figura 16 explicando o seu
processo iterativo, salientando-se as varias mdades deste fractal e que podera ser

adaptado a outros que sejam obtidos pelo mesmcegsoc(SFl). Segue a seguinte

AN EN
L EIE

Figura 16 Figura inicial da ilha de Koch e os primeiros 5 pasos iterativo [25].

demostracao:

A ilha de Koch é uma figura geométrica regular &tzh cuja fronteira € composta por
infinitos lados cada vez mais pequenos, sendo &é&es/ezes mais pequenos em cada
iteracdo. Na Tabela 2 seguinte estdo representadosmprimento de cada segmento, 0
namero dos segmentos e o0 perimetro da curva de. KGmisidera-se o lado do triangulo
inicial gerador igual a 1 unidade.
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N° iteracdes Comprimento do NuUmero de segmentos Perimetro
segmento
0 1=23° 3x4°=3 1
1 1/3 = 3-1 3 x 41 =12 1.33
2 1/9 =32 3 x 42 =48 1.77
3 1/27 =33 3 x 43=192 2.37
4 /gy =374 3 x 4=768 3.16

Tabela 2 lteragdes, comprimento do segmento, niimero de segnios e perimetro.

Na tabela abaixo é feito um resumo do comportamaatourva de Koch, relativamente a:

N9 egmentos koch (N° d€ SEgMENtOSK,0MPgegmentos Koch (COMpPrimento dos segmentos),

P.urva Koch (P€rimetro da curva) e por i}, va koch (@rea da curva).

Designacao Expressao Comportamento da curva
N®scgmentos koch 3 x 4" Sucessdo monoétona crescente; oo
Compgegmentos Koch 37" Sucessdo monodtona decrescente, quakde oo,

n-0

1:’curval Koch

(3 x 4") x (3™

Peurva koch = , POISN — oo. E uma progressdo

geomeétrica cujo primeiro termo é positivo de ragdo

>1. (ver formula (3))

Acurva Koch

V3

3V3  2v3

~
= =

4+20 5

0.7

Acurva koch € finita= 0.7. (ver a partir formula (7))

Tabela 3 Comportamento da curva de Koch.
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Quanto ao perimetro da curva de Koch é represeptdaeguinte expressao:

Pcurva Koch = NgSegmentos koch X Compsegmentos Koch (3)
Pcurva Koch = (3 X 4_n) X (3—n) (31)

" 3.2
Peyrva koch = 3 X <§>

O resultado da expressao acima indica @B yq kocn — © quandon = ©, Peva koch €
uma progressao geomeétrica, cujo primeiro termosgipo, e a razao € superior a 1, sendo

assim o perimetro da curva de Kaofinito.

Seguindo a mesma linha de pensamento, o calculy,gg, xocn tendo como condigdes

iniciais, o comprimento do lado do triangulo ig@all unidade, o comprimento de cada
lado de cada nova figura triangular reduzida dtofage razéo§ e assim, a area de cada
triangulo formado das sucessivas iteragoes, sefhecio de; [48] (ver Figura 17). Desta

forma ady—_curva kocn € traduzida pela seguinte expressao:

V3 4

A =
0—curva Koch
2 4

. . ~ ‘A . . 3,1
Para exemplo realizandold iteracdotemos 3 novos triangulos cuja arega p logo o

valor da seguinte expressao é:

V3 ( V3 1> V3 V3 (5)
IX—X—=|=—
479

A1_curvaKoch = T 4 12
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. . ~ _ . 3 1\ .
Logo na n-ésima iteracdo temds 4"~ novos tnangulo% X (;) logo o valor da &rea

da figura seguinte é:

p _\/3+\/3+\/3X4+x/3x(4)2+\/3x(4)3+ +\/3X(4)"‘1 (6)
n—curva Koch = ~ 12 12 9 12 9 12 9 12 9

Figura 17 Divisdo de um tridngulo equilatero em nove trianguws equilateros iguais [48].

~ V3 ~ .y
Resultando a expressdo como a soma efites os termos de progressdo geométrica de

~ 4 . . . NE . . . ..
B,_,, de razéae com o primeiro termo |gual-162r e cuja soma das primeiros termos é:

v 1-() ¥

SH—EX

4
-3

Logo quandot — +x, S,, = % e portanto a area da curva de Koch é:

V3 3V3 2V3 ®
Acurva Koch = T+W = T ~ 0.7

Desta forma conclui-se que a area da curva de Kfinlta.
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Antes de definir a dimenséo da curva de Koch setpie umas breves explicacdes sobre o
conceito dimensao, classificamos as linhas cometabjde dimenséo 1, superficies com
dimenséo 2 e sélidos com dimenséo 3 (ver FiguraE) superficies podemos calcular
areas gque, nos casos mais simples, se obtém nealtigb 0 comprimento pela largura.
Nos solidos podemos determinar volumes que, nosscasais simples, se obtém
multiplicando comprimento, largura e altura [10].

-1 r=1,N=1 1=1/2,N=2 1=1/4, N=4

r=1,N=1 =12, N:

"
()
»

r=)/4,N=4*

Figura 18 Exemplos de dimensdes de objetos superficies e dadi [10].
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A férmula (9) indica o célculo da dimensdo de aijetom auto-similaridade e segue

abaixo o respectivo desenvolvimento da mesma:

log () ©

Onde:

D: é a dimenséo do objeto;

e n: numero de partes iguais da iteragas; 4;

L: € o comprimento da linha, igual a 1 unidade;

N: comprimento de cada segmento, oNde g;

Substituindo os valores, a dimensao da curva dé& kera o valor abaixo:

(10

~ 1.2619.
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2.1.2. O CONJUNTO DE CANTOR

O conjunto Cantor é obra do mateméatico George Canie viveu no século XIX, é
considerado o precursor dos fractais e este cangimésultante da remocéo sucessiva do
terco central de um segmento de reta. Na Figurpoti@-se visualizar as primeiras trés

iteracdes da sua construgao.

Este conjunto tem algumas propriedades como:

. . . ~ . . 2
« Tem comprimento zero, pois a cada iteracdo o congmtio do conjunto e do
comprimento da iteragéo anterior. Por exemplo semprimento inicial for 1, ao
. . . . ~_ 2 . ~ 2, 2 . 2 2 2
fim da primeira iteracéo € na segunda iteracao e -, na terceira € X =X,

pelo que o comprimento quUand¥Qerqcao 1im,, =0

e O seu limite é+oo, pois 0s extremos dos segmentos de reta hunaas@yidos e

em cada passo o numero de extremos € multiplicad®.p

7 7

« E auto-similar, isto é cada parte é uma cépia derépria, como pode ser

observado nas seguintes Figura 19 e Figura 20:

CO
0 1
C1+ ] ' i
0 1/3 2/3 1
C2 L — — — —
ceodo 4o 3ol
9 9°3 3°'9 9
C’ — — — —
o O o P O o O v O o S 2 K - K P
2 9 3 3 27 27 9

Figura 19 Apresentacao de 3 iteracdes e respetivos intervalgse constituem o conjunto de
Cantor [15].
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Figura 20 Zoom de algumas iteracdes do conjunto de Cantor [15

Intuitivamente observa-se que estamos diante de infiradade de pontos, assim a
dimenséo fractal ndo sera nula. Por outro lado sectaramente que ndo temos uma reta
devido aos “espacos” referentes aos tercos cenetirmdos, logo a dimensao fractal

também nao é 1.

Portanto a dimensao do conjunto de Cantor esta rie@mgida entre 0 e 1. Aplicando a

formula (11) obtemos o seguinte valor da dimensao:

1
logi log 2 (12)
D= 1=D=1 3z0.6309.
log 08
2.1.3. TRIANGULO DE SIERPINSKI

Este fractal é aproximadamente 40 anos mais joveen ajconjunto de Cantor e foi

apresentado pelo matematico polonés Waclaw Sidipins

O triangulo de Sierpinski pode ser construido pderentes formas, desde alguns
processos geradores completamente distintos aténanpslo jogo do caos (fractal de
sistema dindmico ponto 2.2.3). A Figura 21 é o waig resultante da remocao sucessiva
do triangulo equilatero do centro, quando se diwde triangulo equilatero em quatro
triangulos iguais. Na figura seguinte pode-se VizaBas primeiras quatro iteracdes da sua

construcéo [48].
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Figura 21 Processo iterativo do triangulo de Sierpinski (prineiras 4 iterac6es)[27].

Analisando a Tabela 4, retiramos algumas propriesiadmo:

7 . ~ 3 ~
» Tem éarea zero, pois a cada passo a area reduzss yesultando a progresséo

geométrica de razdo < 1 que quande o a area do tridngulo tende para zero.

* Tem perimetro infinito sendo o resultado da pragiteggeométrica de razao> 1 que

guandon - o 0 seu resultado tende para infinito.

« E auto-similar, pois cada parte é uma copia dedgiria.

N° iteracdes Area Tendéncia do valor Perimetro Tendéncia do valoj
da Area do Perimetro
0 A = P —
1 3 N 3 2
A1 =A X Z Pl =P X E
2 A A 3 h P. P 3’ d
= X |— = X | =
2 (4) 2 (2)
3 4= 3 N 3\3 7
=4 %(3) P=p x(3)
n 3 = E 3 n ~ E
4 =4 x (Z) Razdo: (< 1), tende| p, =p x (5) Razao: (> 1),

para valor O

tende para valow

Tabela 4 Area e perimetro do triangulo de Sierpinski até 3iteracao.
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Desta forma a dimenséo do triangulo de Sierpinskida pela seguinte expressao:

(12

Figuras como o “tapete de Sierpinski” e a “espagdlenger” Figura 22 a sua construcéo

assemelha-se ao triangulo de Sierpinski.

Figura 22 Tapete de Menger (a esquerda) e esponja de Mengardireita)[3].

2.1.4. CURVA DE PEANO

A curva de Peano, apresentada em 1890, é um exataplon fractal que preenche o
plano. Uma curva que preenche o plano passa pos tosl pontos de uma determinada

area, acabando por, gradualmente a ocupar naltudel

O ponto de partida para a construcdo da curva ded?& um segmento com uma unidade
de comprimento. Na 12 iteracdo, o segmento € suwiolsti por 9 segmentos de
comprimento igual a um terco do comprimento do dmi inicial, e colocados como
indica a primeira imagem da Figura 23. Esses 9 satpa constituem a 12 iteracdo da
construcdo recursiva da curva de Peano. Depoigyae$s0 recursivo aplica-se a cada um

dos 9 segmentos, até ao infinito.
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Figura 23 Processo recursivo da construcéo da curva de Peaf28].

Observe-se que as curvas obtidas nas diferentagGts da recurséo, a partir da primeira,
intersectam-se a si proprias nos vértices dos peguguadrados que se vao formando em
cada iteracdo. Pode-se demonstrar que no limite,éisna curva de Peano, se passa o
mesmo, dando-se o preenchimento do plano. Agoda segmento de reta é substituido
por varios segmentos de reta com tamanho infenoporcional por um factor de escala
3. Repetindo-se este processo de construcdo da,cobserva-se no final da sua

construcdo um quadrado completamente preenchidaré23).

Observando-se a Tabela 5 verifica-se as variagipdaules da curva de Peano, a area esta
limitada a area do quadrado.

A dimenséao da curva de Peano pode ser calculasegténte forma:

13
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N° iteracdes Numero de segmentosComprimento de cada Perimetro
segmento
0 1 1 1
! 9 = 9x==3
2 9x9= 92 1 1 1
—X=-=—= 92 x — =32
373 32 32
3 9x9x9= 93 1 1 1 1 5 5
—X=X=-=— X ==
33 3 33 9 33 3
4 9x9x9x9= 9% 11 1 1 1
X =X=X—=— 9 x — =34
3 34 34
n gn 3"
3n
n Tende paraco Tende para0 Tende paraco

Tabela 5 IteracBes, nimero de segmentos, comprimento de ssgntos, comprimentos da linha

da curva de Peano até a 4 iteracao.

2.1.5. CURVA DE HILBERT

A curva de Hilbert preenche completamente um pl&az um mapa de um intervalo
unidimensional para uma area bidimensional. Julgavanpossivel existir uma funcéo
deste tipo até que, em 1891, David Hilbert desoabsua curva. Esta curva tal como a de

Peano é construida através de um processo recursivo

A figura inicial € um quadrado unitario, ver a Higw®4 e a figura geradora consiste em
dividi-lo em quatro quadrados iguais, unindo ostpsncentrais de cada um desses
quadrados. A curva é formada, ndo pelos quadradss sim pelos segmentos de reta

formados pela ligacdo desses pontos centrais. ©ssEM0OS passos, sdo construidos
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utilizando o processo anterior, como esta desoatéigura 25. A Figura 26 representa o

modelo a 3 dimensdes, a direita a cor dos segmsigioi§ica o nivel de iteracdes.

Observa-se na Tabela 6, as varias propriedadesda de Hilbert.

Figura 24 Figura inicial (a esquerda) e geradora da curva delilbert (a direita) [22].

19 - Passo 29 -Passo 39 -Passo n - Passos

Figura 25 Processo recursivo da construcéo da curva de Hilbej22].

A curva de Hilbert, tal como a de Peano, tem comg@nitoinfinito limitado a area de um

guadrado.

A sua dimenséo é calculada da seguinte forma:

1 14
D_logZ_D_logél_ (14)
_1 17 log2
0g>
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N° iteracdes N° de quadrados Comprimento do lado
do quadrado
0 1 1
1 4 1
20
2 16 = 42 1
2t
3 64 = 43 1
22
4 256 = 4* 1
23
n 4n
2n—1
n Tende paraco Tende para0

Tabela 6 NUmero de quadrados e comprimento de cada lado dmadrado.
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Figura 26 Curva de Hilbert a 3 dimensées. A direita, as coreepresentam o nimero de

iteracdes [22].
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2.2. FRACTAIS EM SISTEMAS DINAMICOS

Um sistema dinamico néo-linear, € um sistema néealpterminista, onde as implicacdes
dos seus integrantes individualmente sdo aleat@iasio previsiveis. Estes sistemas
evoluem no dominio do tempo com um comportamergediglibrado e aperiddico, onde
0 seu estado futuro é extremamente dependente Westado atual, e pode alterar

radicalmente a partir de pequenas mudancas nonpeese

Estes sistemas podem surgir em campos da ciéntia na biologia, geologia, medicina,
fisica, pintura, engenharias, mercados financeiresn muitos mais a teoria dos sistemas
dindmicos que se baseia em teorias matematicas)heaos processos com o objetivo de
prever a evolucdo dos mesmos. Esta teoria procaraparente acaso, uma ordem inerente
determinada por leis bem definidas [14]. Aparentg@me sistemas dinamicos que
envolvem processos complicados com um grande nudeevariaveis sdo imprevisiveis e
sistemas dinamicos com poucas variaveis sao preissiNo entanto, existem processos
simples e deterministicos que resultam em compertsss aparentemente imprevisiveis e
aleatdrios. O estudo pode ser realizado com a ajedamputadores devido a sua grande

capacidade de célculo e de representacédo gréfica.

2.2.1. CONJUNTOS DE JULIA

No contexto de dindmica complexa, um topico da matiea, o conjunto de Julia que
também se poderia designar por Fatou-Julia poerfoos dois matematicos franceses
Pierre Fatou e Gaston Julia que em meados de 1&lBmoduziram os métodos iterativos
no estudo de sistemas dinamicos para a implementicgeometria fractal, mesmo sem o
recurso do computador que nos dias de hoje é dedegratilidade para reproduzir
detalhadamente o comportamento de fungdes itefadhsO conjunto de Fatou-Julia séo
dois conjuntos complementares definidos por umg&oninformalmente, o conjunto de
Fatou de uma fungdo consiste nos valores com aigdage de que todos os valores

proximos comportam-se de forma similar por iteracfepetidas, e o conjunto de Julia

34



consiste dos valores tais que uma perturbagcdorarbihente pequena pode causar
mudancas drasticas na sequéncia de valores itedadfscédo, ou seja tem dependéncia
sensivel nas condi¢des iniciais. Assim, o compatamda funcéo do conjunto de Fatou é
dito 'regular’, enquanto no conjunto de Julia eleaético’. O conjunto de Julia de uma

funcaofé usualmente denotad@f), e o conjunto de Fatou denotaé).

Considerando a fungéd,,; = Z2 + C em queC sendo nimero complexo e um ponto

fixo do plano complexo, para cada po#dtptemos 0 seguinte comportamento (ver Tabela

7):

Ponto Tendéncia Comportamento

Zy Tende parao Z, € um ponto de escape e ndo pertence a

nenhum conjunto Julia

Z, Tende para um circuloZ, é um ponto prisioneiro

em torno da origer,

Tabela 7 Comportamento do conjunto em torno deZ.

Resumindo mesmo que para a situacad gdeer um ponto de escape e nao pertencer

nenhum conjunto de Julia, o conjunto desses pa@signam-se conjunto de escap&de

Contrariamente quandg, € um ponto prisioneiro, pertence a algum conjaedulia e o
conjunto que esses pontos formam designa-se corglenprisioneiro d€. Desta forma o0s
conjuntos completam-se e preenchem alguma pargglasthm complexo. Sendo assim a
fronteira do conjunto escape é simultaneamenterddira do conjunto prisioneiro e nesta
fronteira temos o conjunto de Julia associado a@npetro C. O valor do pontoC
determina a formacao dos conjuntos de Julia, sesdociado com um conjunto de Julia
em particular. Podemos ver alguns exemplos na &igudt em que por exemplo, para
C = 0 obtemos o circulo unitario. SEpertencer ao interior do conjunto de Mandelbrot, o

conjunto de Julia obtido secdnexocaso contrario o conjunto de seesconexo [48].

Os conjuntos de Julia "interessantes” corresporaesnpontos proximos a fronteira do

conjunto de Mandelbrot, pontos mais internos agurdo de Mandelbrot correspondem a
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formas geométricas relativamente simples, enquast@ontos mais externos lembram

poeira rodeada por manchas de cores.

¢=0.285+0.01i ¢=0.45+0.1428i

¢=-0.70176-0.3842i c=-0.835-0.2321i

Figura 27 Exemplos de alguns conjuntos de Julia [26].

Os conjuntos de Julia tém como propriedades: repste em diferentes escalas de
ampliacéo, tendo auto-similaridade.

2.2.2. CONJUNTOS DE M ANDELBROT

O conjunto de Mandelbrot é um conjunto matematios pontos cuja fronteira € uma
forma fractal bidimensional distinto e facilmentecaonhecivel. O conjunto esta
intimamente relacionado com Julia pois que incldermas igualmente complexas, e é

nomeado em 1979 por Benoit Mandelbrot, ap6s o sede que o popularizou [56][59].

O modelo de Mandelbrot por ser um modelo mais smgle o de Julia e devido ao facto
na época ja existir recursos computacionais, Ménoetonseguiu fazer de seu trabalho o
berco da teoria dos fractais e também foi pos&mebntrar relagdo entre o trabalho de

outros pesquisadores como Koch, Julia, Cantorre entros, com o seu.
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A construcdo do conjunto de Mandelbrot baseia-sefungéo Z,,,,; = Z2 + C onde
Z, (n € Ny) e C sdo numeros complexosZg = 0. O conjunto de Mandelbrot é entédo
definido como um conjunto de todos 0s numeros cergsl C tais que apos um

determinado numero de iterac@egao tende para infinito.

Iterando a funcdo para cada poaitdo plano complexo, obtemos a seguinte sequéncia de

iteracdes (ver férmula (15)):

C— C*+C > (C*°+0)*+C - (C*°+0)*+0)*+C— - (15

Podemos visualizar os valores @eassim como o comportamento da fungédo na tabela

abaixo:
PontoC Tendéncia Comportamento
(substituido em
férmula(16))
C=0 05 0->0->-- C = 0 é um ponto de
convergéncia.
c=-1 0- -1-50->-1-0-- C = —1, funcdo com sequéncia
periddica limitada.
C=i 0-i-»i-1-—-i-»i—-1->—-i->i—1-:- | C =1i,funcdo com sequéncia
periddica limitada.
C=-3 0-> -3 >6-533->1086 - - C = —3, funcdo com sequéncia
periddica ilimitada.
c=1 0-1-52-55-526-677 > 458330 > - | C =1, funcdo com sequéncia
periddica ilimitada.

Tabela 8 Comportamento do conjunto em torno do pontaC.
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Na tabela acima, temos valores deem que a funcdo tem sequéncias periodicas e sao
limitadas pois permanecem dentro de um circulo eeaydistancia a origem mantém-se
finita. E outros valores que a fungéo tem, a tornam ilshaitafastando-se cada vez mais da

origem.

Os conjuntos formados pelas sequéncias limitadaBmé&adas preenchem o plano
complexo e delimitam o conjunto de Mandelbrot pores. Por exemplo, escolhe-se o
preto para sequéncias limitadas e outras coresoaate o numero de iteragdes dos
pontos, para as sequéncias ilimitadas [48]. Osresléora das proximidades da origem,
ondeZ > 2, aplica-se uma cor e essa cor quanto mais rapédeconvergir para infinito,
sendo a sua velocidade de escape, mais quenta sEmaa ser aplicada a este ponto.
Tomando a mesma linha de pensamento, para pontiespméximos da origem é-lhes

aplicado cores frias (Figura 28).

Figura 28 Coloracao dos pontos em relagcédo a sua distancia agem.
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No conjunto de Mandelbrot pode-se encontrar, oguatws de Julia, fazendo variar os

valores do niumero complexo(Figura 29).

Figura 29 Conjunto de Mandelbrot como catalogo de conjuntosel Julia.

O conjunto de Mandelbrot tornou-se popular forantEtematica, tanto para seu apelo
estético e como um exemplo de uma estrutura comptecorrente da aplicacao de regras
simples, sendo desta forma um dos exemplos malecmos de visualizagcdo matematica.
Este conjunto tem como propriedades a auto-simddde, ver na imagem abaixo apoés

varias ampliacdes mantém a forma inicial e a did@emn® seu bordo é 2.

Figura 30 Algumas ampliacdes do conjunto de Mandelbrot [28].

39



2.2.3. TEORIA DO CAOS

A teoria do caos estuda o comportamento aleatGrigpeevisivel dos sistemas e tem como
premissa, 0s comportamentos casuais embora atsatambém sdo governados por leis.
O comportamento deste tipo de sistemas, dependemEndéncia sensivel as condi¢des
iniciais. Isso significa que pequenas variacbesestados iniciais de um sistema cadtico,

podem provocar enormes variagdes nos estados teEgguin

O processo conhecido como jogo do caos foi criamdichael Barnsley um matematico
Briténico [13][14] e é descrito através de um psscealeatdrio em que cada funcao iterada
do sistema é aplicada aleatoriamente. A técnictiligada para criar modelos de formas
naturais tais como plantas, cartografia de fallissisas, nuvens, galaxias, o fenémeno
atrito, a turbuléncia de uma massa de ar, escoantenfluidos, as reagfes quimicas, o
crescimento de uma populacdo, cartografia de faliiasicas, nuvens, galéxias, as
variacfes do mercado financeiro sdo exemplos tEnsas dinamicos nao lineares sobre os
quais esta 'Ciéncia do Caos', através do uso deafofractais, se debruca. Esta ciéncia
encontra-se indissociavelmente ligada aos comprgadmm a sua elevada velocidade de
processamento e capacidades graficas, se consegomarfimagens espetaculares

intrigantes bizarras de beleza notavel.

Os conjuntos invariantes de muitos sistemas din@niido lineares, em particular os
chamados “atractores estranhos”, tém estruturaalhdelas em todas as escalas de
magnificacdo. E esta a ligacdo dos fractais adetwi caos. Ha uma ordem fractal por
detras de fendmenos aparentemente caoticos. Asgoria do caos ndo € uma teoria de
desordem mas busca, no aparente acaso, uma ordenseica determinada por leis
precisas. Nas Ultimas décadas, depois de um ambalio, matematicos e fisicos
elaboram teorias para explicar o caos. Hoje sabensito a respeito de fendmenos

imprevisiveis que, ao serem compreendidos passaEnEN Pouco mais previsiveis.

Para exemplificar o que acima foi escrito que aideto caos procura, no aparente acaso,
uma ordem inerente determinada por leis bem defsnidegue o seguinte exemplo, do

jogo do caos [48] que consiste em utilizar um dagjas faces estdo numeradas de 1 a6 e
um tridangulo [ABC], inserido num tabuleiro. O dafioxciona como gerador aleatério,

fazendo corresponder as faces 1, 2 do dado aeeséttdo triangulo, 3, 4 aB e 5, 6 a C.
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Iniciamos o0 jogo escolhendo aleatériamente um pdptoo tabuleiro (Figura 31). De
seguida, lanca-se o dado. Assumindo que o valomdgeré 2 verifica-se pela
correspondéncia descrita, que corresponde ao @éti®efine-se entdd, como o ponto
médio entreZ, e A. Lanca-se novamente o dado e suponhamos geaéo o0 nimero 5
gue corresponde ao vértice C. Define-se edtdaomo o ponto médio entiy e C. Este

processo repete-se indefinidamente e forma a FRfura

Figura 31 Jogo do Caos (as 5 primeiras iteracdes) [48].

Este é um exemplo de um fractal obtido a parturdeconjunto deterministico de regras.

Figura 3250000 Iteracbes do jogo do caos [48].
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3. APLICACOES DA
GEOMETRIA FRACTAL

Neste capitulo vao ser expostas resumidamente afgutas aplicacbes da geometria

fractal. Este € um assunto em constante evolugd@saplica¢cdes irdo continuar a surgir.

Durante séculos, a geometria euclidiana, serviubdse para modelacdo e para a
compreensao da geometria da Natureza. Com o apam@c da geometria fractal nos anos
70 do século XX por Mandelbrot, o conceito fradtdl bem recebido pela comunidade

cientifica dos mais variados campos.

As formas encontradas nos animais e plantas chamatencdo dos matematicos, por
exemplo, muitas conchas formam espirais, as estdglanar possuem um conjunto
simétrico de bracos, alguns virus adotam formasng&icas regulares. Mas além dos
padrées de forma, existem os padrdes de movimeatoo o andar humano onde o0s pés
tocam o solo num ritmo regular, uma cobra do desgse se move como uma espiral de
uma mola helicoidal, jogando seu corpo para fresmte forma de curvas tentando
minimizar seu contato com a areia quente [2]. Magretria da natureza € também muitas
vezes imperfeita, existindo outra categoria de @eslnaturais, padrbes que existem onde

pensavamos que tudo era aleatério e sem forma, patedes sdo chamadosktactais
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Os fractais naturais estdo a nossa volta, bastav@rmos as nuvens, as montanhas, 0s rios
e seus afluentes, os sistemas de vasos sanguieet® @utros. O conceito de geometria
fractal pode ser usado para modelar objetos natdeside escala atbmica até a escala do
universo. Mas este conceito sO se aplica tendorseomta que em cada caso a aplicacéo
dos fractais esta sempre limitada a um intervalesitmlas, fora deste a propriedade da
auto-similaridade, seja ela exata ou aproximadgase verifica.

A modelacéao de objetos ou fenOmenos naturais cgeometria fractal assenta na nocao
de que é necessario aplicar aproximacdes que deq@@ndo grau de correcdo que se
pretende nos resultados finais. Estes métodosaja atilizados na geometria euclidiana,
por exemplo o globo terrestre é em muitos casosladb como se tratasse de uma esfera e
nao o €. Porém temos de ter no¢do que nem tudatueepa € fractal, o que significa que a
geometria euclidiana continua a ser util e necess@ que torna estas geometrias

complementares.

Este capitulo esta dividido em trés grupos de aglies: o primeiro sendo aquelas que se
aplicam a objetos ou fendmenos da natureza, seqaquilas que se aplicam a invencgdes
Humanas, terceiro aquelas que se destinam a mamt®eiéncias da ciéncia econémico-

sociais.

3.1. NA NATUREZA

A ideia de descrever os fendmenos naturais atdw&studo estatistico leis de escala ndo
é recente. No entanto, tem existido um interessg im&nso recentemente por varias areas
cientificas. Um grande numero de sistemas fisiendem, a apresentar comportamentos
semelhantes em diferentes escalas de observagé@incdipal atracdo da geometria fractal
deriva da sua capacidade de descrever a formaul@regu fragmentada de recursos
naturais bem como de outros objetos complexos @@®metria euclidiana tradicional nao
consegue analisar. Este fendbmeno é muitas vezesssrppor leis e dimensionamento
estatisticos no dominio do tempo e caraterizadwipalmente pelo comportamento de lei

de poténcia de sistemas fisicos do mundo real. ¢steeito permite uma interpretacao
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simples, geométrico e é frequentemente encontradw@variedade de campos, tais como
geofisica, biologia ou mecéanica dos fluidos. Retac@ue dependem da escala tém
profundas implicagdes na fisiologia humana, naaggale em muitas outras subdisciplinas

da biologia.

3.1.1. NO CcAMPO DA BIOLOGIA

Na ultima década, percebeu-se que alguns sisteiBibos ndo tém comprimento
caracteristico ou escala de tempo, ou seja, tépripdades de um fractal. No entanto, as
propriedades fractais em diferentes sistemas balégtém natureza muito diferente,
origem e aparéncia. Em alguns casos, € a formaégaoando objeto bioldgico que exibe
carateristicas O6bvias de um fractal, enquanto oswtasos, estas propriedades encontram-
se mais subentendidas e tém de ser estudadas €éofdo tempo ou mapeado num
gréfico. Depois de um mapeamento adequado, comgrafico pode se assemelhar a uma
paisagem montanhosa, com dentado de cumes dedsdmsxalas de comprimento desde
muito pequenas saliéncias para enormes picos. Métamente, essas paisagens podem

ser quantificadas em termos de conceitos fractem®@ auto-similaridade [40][41][44].

Uma aplicacdo interessante dos fractais que midiiglngia e geometria € medir 0
contorno de habitats, para assim tentar saber @iae a irregularidade influencia, na
escolha do local para viver, oferecendo abrigootegéo contra predadores, na influéncia
na superficie irregular das proteinas nas iterag@@eculares de determinadas espécies e

em estudos de variacdes climaticas.

A geometria fractal propde-se a medir superficaplexas e irregulares como a copa de
uma arvore. Cada vez que aumentamos a precisdueathgdes aparecem mais detalhes e
curvas que tém uma importancia muito grande paemiosais. No entanto, cada uma delas
pode ser considerada como um reflgio para os animqee vivem nela e precisam se

proteger do vento e dos predadores. Acontece queauos os reflgios servem para todos

0S animais e, sim, sdo compativeis com o tamanicadie um deles ver Figura 33.
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Figura 33 Arvore que pode ser abrigo para diferentes animaigx esquerda visdo superficial) e (&

direita ampliagdo de um tronco de arvore) [18].

Esta geometria é designada de geometria de diésrestalas, por exemplo: aos olhos de
uma formiga, uma fresta é o local ideal para séeges. Numa mesma arvore existem
varias frestas como aquelas, que ndo sado obsergadasn gavido que pousa no Mesmo
galho que se encontra a formiga [2]. Quanto maegudar e recortado forem os galhos
menores 0s animais que nela vivem e tendem a apamecmaior quantidade. Mas para os
animais maiores que necessitam de utilizar os gathaiores a arvore parece ser lisa,

portanto, tudo depende da escala que se observa [6]

Na estrutura de plantas e de fungos, comecou-se@adir a dimenséo fractal do contorno
de folhas de varias espécies e pensa-se que, a@j@gesase valor variar bastante dentro da
mesma espécie, ele pode ser a referéncia taxonéfisamelhanca destes, também se
mediram as dimensdes de sistemas de raizes e iesadjue a dimenséao fractal de um
sistema de raizes vai aumentando ao longo do tesnparia conforme a espécie, na
forragem de fungos a dimenséo fractal varia erdrespécies e tende a ser maior quando
h& mais nutrientes, o tronco subdivide-se em vaeo®ws que por sua vez se dividem em
ramos mais estreitos e assim por diante, o quenposleobservar € a similaridade

aproximada entre uma pequena fracao e pela tadaelida arvore (Figura 34 e Figura 35).
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Figura 35 Auto-similaridade aproximada na estrutura das folhas.

A samambaia é uma antiga planta primitiva que & f@d mesmo padrao em diferentes

escalas ver figura abaixo [23].

Figura 36 Auto-semelhanca aproximada na estrutura das folha23].
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Dispersfes de plantas como a diasporas e de agestiegenicos tém dispersdo com
propriedades fractais. O padréo formado pelo espagpado numa paisagem por especies
de plantas como diasporas adaptadas para pertmmgars distancias tera uma dimenséao
fractal baixa. Estas plantas dispersam-se pelagens, avancando com grandes intervalos
entre os diversos pontos de fixacdo, estabelecendtnuadamente novas col6nias e
epicentros que se apresentam em diferentes esCdatrariamente, as espécies menos
adaptadas a percorrer longas distancias percorreaisagem estabelecendo-se nela de
forma continua, apresentando novos epicentros apmasionalmente, o que origina um
padrdo de distribuicdo do espaco com dimensaoafrachis alta. Assim, fazendo a
transposicao deste modelo para os agentes patoggomnclui-se que serdo dificeis de

prever novas erupc¢des de patogénicas cuja distibuenha dimensao fractal.

As bactérias sdo seres vivos interessantes do plentista de fractais. Se se observar o
seu crescimento em placas petri no laboratériopdon-se padrdes distintos, consoante as
condi¢cbes impostas. Estas condicfes representam aapntece na natureza e os padroes
sdo estratégias de defesa e comunicagdo das asctadroes analogos sdo observados
guando as bactérias resistem a alguns antibiétBmrga extremamente Gtil compreender o
fendmeno por detras dos mesmos, para conseguiratemdibe forma mais eficaz estas

bactérias.

Em animais como ®autilus Shell PompiliugFigura 37) é analisado em termos de sua
dimenséao fractal e sua forma de espiral equiangulaseja segue um padréo logaritmo
espiral. Descobertas afirmam que este ser € frdetde 0 seu nascimento e que 0 seu

crescimento é ditado por um critério de auto-sinu&de [53].

Figura 37 Imagem de um corte transversal de uniNautilus Shell Pompiliug[23].
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A Tabela 9 mostra, uma relacdo de varias estruiigervadas na natureza com suas
correspondentes dimensdes fractais, medidas cooxiaacdes variaveis, dentro do
dominio de escalas em que a propriedade de semallesta presente (em geral, apenas

em carater estatistico).

Area Sistema Dimenséo Fractal
Olho humano ~1,7
Pulméo ~2,2
Biologia

Cérebro dos mamiferos ~2,6

Proteinas l6<d<-24

Linhas Costeiras 1.2<d<14

Leitos de Rios 1<d<12
Geociéncias Contornos topograficos de montanhas| 1.1<d < 1.3
Objetos fragmentados (granito, carvao,
basalto, quartzo, entre outros)

21<d<26

Distribuicédo de galaxias no Universo ~1,2
Cosmologia
Nuvens projec¢éo do perimetro ~1,35
Aglomerados de metal em catodo
Estrutura da
Matéria Dedos viscosos (produzidos pela injeccdq de  ~2,43
um liquido noutro também viscoso)

~1,7

Tabela 9 Tabela de dimensdes fractais de alguns elementosstentes na natureza [13].

Pode-se concluir que na complexidade de habitateeristéncia de espécies aumentam
com a dimenséao fractal da paisagem e que a nattreetal das paisagens € um indice

muito importante e determinante das taxas de atéia de recursos.
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3.1.2. NO CAMPO DA GEOLOGIA

Muitos fendmenos geologicos possuem a simetria stala@® exemplos disso sdo as
distribuicOes de frequéncia dos tamanhos de fragreeBetermina-se a dimenséo fractal
de solos, a partir da distribuicdo dos tamanhogédesculas que os compdem e estuda-se,
a relacdo da sua dimensdo com as suas propriedagescolacdo e de retencédo de agua.
O mesmo método também é utilizado para estudagmintacdo do solo. Este e outros
métodos utilizam-se para estimar a dimenséao fractahassa, dos poros da superficie de
solos arenosos e lodosos. A relacdo entre a gaanfrgictal, do solo e a diversidade da
microflora e microfauna esta presente em fenomeaow: falhas geoldgicas, terremotos,

erupcoes vulcanicas e depdsitos minerais e del@etro

Uma distribuicdo fractal, requer que o nimero detob maiores que um determinado
tamanho (magnitude), tenha uma dependéncia comtass@aho que corresponde a uma
lei de poténcia. Um exemplo interessante, ja p@toedm 1954, é a relacdo de Gutenberg-
Richter entre a magnitude e a frequéncia dos tet@nque leva a uma dimensao fractal

de 1,8 aproximadamente.

Os fractais tém-se mostrado Uteis, no estudo desmanes dos rios e dos contornos das
formacgbes geoldgicas (Figura 38 e Figura 39). Aedisdo fractal € uma medida da
rugosidade da paisagem, e a topografia do plarata € resultado de muitas influéncias
em competicdo. H4 evidéncias, por exemplo, de queoesso de erosdo € invariante de
escala [56].

Os sistemas fluviais tém dimenséo fractal, tend@ watacdo entre o comprimento do
braco principal e a area drenada. O movimento ddssodo mar é vital para diversas
actividades, o ciclo de vida de alguma fauna eaflmarinha dependem dos ciclos das

marés.
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Figura 39 Vista aérea rio Sabinoso do novo México [15].

Corpos de agua podem ser fractais, em lugares dusheom superficies planas, as

mesmas formas ocorrem numa ampla gama de escatasca de um fractal Figura 40.
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Figura 40 Vista aérea de lagoas no Norte do Alasca [20].

Uma aplicagdo muito interessante é a utilizacddrdatais na medigéo de linhas costeiras
pois os litorais tém uma estrutura fractal comurnoresa Terra. Mais detalhes surgem
guanto mais se aumenta 0 “Zoom” sobre a costaee camprimento tende para infinito.

Pois os contornos intrincados da linha costeirarnitedesvanecem quando aumentamos a
escala, antes pelo contrario, cada vez que aumestarampliagdo sdo desvendados mais
detalhes, até entédo despercebidos. Este fendmedesfito por Richardson [55], em que
observou que quanto menor for a unidade de medisada, maior € o comprimento
medido da linha costeira, j& que uma unidade deigiednais pequena permite uma
melhor adaptacdo ao rendilhado da linha da cosiehaRison realizou observagdes
empiricas registando os comprimentos da linha icasteedidos em diferentes escalas ver
Figura 41 [10]. Representou as observacdes numicgrale escala logaritmica,
nomeadamente, registou o logaritmo do comprimeatoos$ta como fungdes do logaritmo
da unidade de medi¢do. Reparou entdo que taisvalgdess apareciam praticamente
alinhadas numa reta de declive negativo e valomlatss aproximadamente 0.12.
Extrapolando, as observacdes de Richardson sugguense diminuirmos a unidade de
medic&o indefinidamente, o comprimento da linhaes@s torna-se arbitrariamente grande

e deverd ser regido pela seguinte formula:

L(s) = F si-d (19
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OndeF € uma constante positivaé a unidade de medicaaleé a dimenséo da linha de

costa, que no caso de Portugal continental é apsmlamentel = 1.12 (Figura 42).
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Figura 42 Dimensdes de algumas linhas costeiras [19].
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O calculo da dimensao pode ser feito pelo métodécdetagem de caixas” ou “box-
counting” (Figura 43) ou pela curva de Koch. Noaett existe uma diferenca notoria
entre a curva de Koch e as linhas costeiras: aacdev Koch sendo um “produto de
laboratério” apresenta auto-similaridade exata antpu as linhas costeiras exibem na
terminologia sugerida por Mandelbrot de auto-sindkde estatistica ou aproximada, isto
€, apos ampliados os segmentos das linhas coss@ioaparecidos, mas nao exatamente
iguais, com os segmentos da linha costeira em assadiferentes. Constata-se que,
empiricamente, numa determinada gama de unidadesediécéo, as linhas costeiras

apresentam carateristicas dos fractais (Figur§483)
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Figura 43 Método da contagem de caixas para o célculo da dimgio de linhas costeiras.

3.1.3. NO CAMPO DA MEDICINA

Nas estruturas de células, nos sistemas ramifica@disiologia animal a dimensao fractal
€ usada como medida da complexidade. Por exemplogmtorno de células neuronais em
imagens bidimensionais, o valor da dimensao fractalo como uma medida morfolégica
guantitativa da complexidade celular a ter em cdfigura 44). As ramificacdes da
fisiologia animal [14] encontram-se em sistemas aormspiratorio, circulatorio [46] e

Nervoso pois possuem uma estrutura altamente caai(Figura 45) [49].
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A partir da analise em termos geomeétricos e fistmss sistemas de tubos conclui-se que
tal rede de distribuicdo € melhor caracterizada ypuor sistema ramificado fractal para

preenchimento do espaco.

Figura 44 Imagens pretas e brancas usadas para o calculo dem@nséao fractal [49].

=ay L C N

B N

Figura 45 Ramificacéo no sistema respiratorio e circulatéricno pulmao e ampliagao (a direita)
[46].
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As estruturas ramificadas de neurénios (Figura gi®porcionam, mais tolerancia a
defeitos no crescimento e a danos. A ramificacactdt amplifica grandemente a area da
superficie de um tecido quer seja para absorcabnay intestino), quer seja para

distribuicdo e colheita (vasos sanguineos, intestou para processamento de informagéo
(nervos) [17].

Figura 46 Imagem de ramificacdes em neurdnios [17].

Na Figura 47 abaixo em 3D mostra um glébulo fractal arranjo denso que permite que
o ADN se enrole num novelo sem interferir com aac&gade da célula em ler o proprio
genoma.

Figura 47 Capacidade de rugosidade numa célula de ADN.
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No corpo humano o batimento cardiaco saudavel icoaé ndo regular (Figura 48), a
representacdo grafica de um batimento cardiacdaremgto-similaridade em diversas

escalas de tempo[51].

n } 4 "
P
== o Lo w T = 17 0 e A e
T ; v | ITRE
1 111
H—
= | 1 ) | | I
I Il 1 41 I W
EESESL=ISVE= S W/\—:,-:JI/” k:‘J‘f',',VJ'»,':“-“\«ct‘.hr“—*—‘*—1
1 ELl V 5
| |
| i T
3 i
T i T
AL DT T L T T T IO TR MJEJ. LTI A L
1L /] \

. _ e Ll

Figura 48 Batimento cardiaco caotico [51].

O coracdo esta cheio de redes fractais: as art&kiams coronarias, as fibras que ligam as
vélvulas a parede do coragéo, os musculos cardémas. A ramificacdo fractal faz com
gue a area de superficie disponivel para a absose@ muito maior, para que a
transferéncia de tubos bronquios, vasos capilfmes intestinal, e ductos biliares. Este
modelo fractal do sistema de vasos sanguineos fgemtingir um fornecimento de
oxigénio homogéneo em todo o corpo. Além disscedumdancia de estruturas fractais
torna-a robusta contra lesdes. Nas imagens, asandd texturas, pode ser efetuada por
varios métodos (como: através do calculo de dinmefrsétal, escala, auto-similaridade)
de andlise que analisam texturas baseadas na geofrettal. Por exemplo: em imagens

de ressonancias magnéticas cardiacas e de raassessos [13][49].

Na Figura 49 mostra-se imagens de padrfes vassulareetina humana, onde observam
comportamentos fractais. A andlise destes padmds ger Util para a detecdo da mudanca
vascular precoce, em doencas da retina [4], e tamisFa proporcionar conhecimento

sobre a progressao da retina nos processos deadoeng
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Figura 49 Analise de padrdes fractais na retina humana [4]

Por fim segue abaixo Tabela 10, onde indica quaiapticacdes meédicas que ja utilizam

métodos de analise baseados em fractais [51][33].

Methods Applications
Segmentation Characterization Others
EEG/ECG signals Brain images Bone texture Mammography
Fractal
Box counting Keller et al. (1989) Anderson et al. Smith et al. (1993), Majumdar et al. Byng et al. (1996),
(1997), Smrcka etal.  Smith and Behar (1999), Wilkie et al. Nguyen and
(2003) and (1994), Bullmore et al.  (2004)and Yasarand  Rangayyan (2005),
Phothisonothai and (1994), Cook et al. Akgunlu (2006) Mavroforakis et al.
Nakagawa (2007) (1995), Soltys et al. (2006), Tanki et al.
(2001), Kedzia et al. (2006) and Li et al.
(2002), Liu et al. (2003), (2007)
Zhang et al. (2006),
Gorski and Skrzat
(2006) and Kalmanti
and Maris (2007)
Differential box Chaudhuri and Yum and Kim (2002) Zook and Iftekharuddin
counting Sarkar (1995) (2005) and Lopes et al.
(2007a)
Extended counting Sandau and Kurz
method (1997) and Chung
et al. (2002)
Triangular prisms Zook and Iftekharuddin Oczeretko et al.
method (2005) (2001) and Imre and
Bogaert (2004)
Covering blanket Novianto et al. Zook and Iftekharuddin
method (2003) (2005)
Variogram Iftekharuddin et al. Benhamou et al.

Power spectrum

Isarithm method

Multifractal
Renyi's dimensions Xia et al. (2006)
Direct determination  Lévy-Véhel et al.
method ofthe ) (1992)
singularity
spectrum
Sand box method
Large-deviation
multif. Spect.
Discrete wavelet
transform
The WTMM method

Wavelet leaders

Yuet al. (2001)
Wang et al. (2006)
and Wang et al
(2007)

Li et al. (2005) and
Hsu et al. (2007)
Arneodo et al. (1998),
Shimizu et al. (2004)
and Popivanov et al.
(2005)

(2000)

Free et al. (1996)

Takahashi et al. (2006)
and Lopes et al. (2007b)

Stosic and Stosic (2006)

(1994) and Jennane
et al. (2006)

Caldwell et al. (1998),
Ouyang et al. (1998),
Lespessailles et al.

(1998) and Majumdar

et al. (1999)

Rangayyan and
Nguyen (2005)

Guillemet (1996)
Stojic et al. (2006)

Kestener et al. (2004)

Tabela 100s principais métodos fractais aplicados em andlisede imagens médicas [13].
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3.1.4. NO CAMPO DA FiSICA

Na fisica dos materiais ocorrem muitas das pringipgplicacbes dos fractais. O
crescimento de estruturas sejam elas cristaispmnetracao de um fluido noutro material,
assumem, com frequéncia, estruturas ramificadasacprapriedade de auto-similaridade.

O estudo dos meios porosos, que tem repercusstisldgicas e economicas, mostra
também a presenca de fractais. Um exemplo ocos¢ralbalhos de prospecao de petroleo,
pois, a rocha na qual o petrdleo reside, apresesttaitura porosa com propriedades
fractais.

Outra area particular de pesquisa € a difracdmdasopor superficies fractais que permite,
num processo inverso, que se adquiram informagdlee 8 estrutura da superficie. A
superficie dos materiais €, em geral, bastantgulae e conhecendo a sua dimensao fractal

pode vir a ser Gtil por exemplo, no estudo de fearos de corrosao.

O estado de qualquer sistema por mais perfeitsgjaetem elementos aleatorios, por iSso
muitos fendmenos ou objetos naturais terdo de edelados atraveés de fractais aleatorios.
Os percursos aleatorios ou movimentos brownianosgi&nde importancia na fisica, na
guimica e na biologia. O movimento erratico deipalas microscépicas de pdlen é fisico
nao € biolégico como se pensou inicialmente. Tustd sujeito a flutuacdes térmicas,
moléculas, macromoléculas, virus, particulas eosudomponentes do mundo natural estao
todos em constante movimento, colidindo ao acasmd@ energia térmica. O movimento
de uma particula browniana visto pelo microscomaoseste aparentemente em passos
dados numa direcdo aleatoria e com um comportamgmotem determinado valor
caracteristico. O movimento de uma particula nudodiatervalo de tempo € independente
do seu movimento noutro intervalo de tempo. Aunteateesolugdo do microscopio e a

resolucdo da escala de tempo apenas produz pes@liesdorios semelhantes.

Muitas imagens atrativas e interessantes podegesadas, usando teorias da quimica e da
fisica. O modelo de agregacao por difusédo limitemladuz a estruturas que exibem auto-
similaridade-aproximada, constituidas por aglomasade particulas, arborescentes e
altamente ramificada. E é também compativel conodetacdo de relampagos (Figura 50)

pois esta é essencial para o desenvolvimento e desuma aeronave em laboratorio, a

59



cristalizacdo de lava, formacéo de cristais comaassflocos de neve e crescimento de

espacos urbanos[12][36].

Figura 50 Fractais presentes em relampagos [23].

Alguns cristais como os flocos de neve podem aptasema estrutura fractal (Figura 51).
Existem varios tipos de flocos de neve e algunssd&m uma forma idéntica ao conjunto
ilha de Koch [7].

Figura 51 Cristais de flocos de neve [23].
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3.2. FRACTAIS CRIADOS PELO HOMEM

Apés verificada a aplicacdo dos fractais, nas ndaiersas areas relacionadas com a
natureza e com a evolucdo dos computadores, fatpresproporcionaram o maior
aceleramento na adaptacdo da natureza nos objeankosc pelo Homem através da
geometria euclidiana. Desta forma os fractais canaeg a ser adaptados a inUmeras
experiéncias e projetos como na area da informética cinema, na inddstria, na

tecnologia, na arquitetura em expressdes de arte.

As imagens geradas por computador foram uma daejpas aplicacdes fractais. Através
dos fractais pode conseguir-se realismo e belezgamdo pouco espaco em memaria por
ser facil comprimir os dados. A geometria fractimite simular imagens naturais ndo s6

paisagens, como também de nuvens e de plantapaisagens de planetas (cinema).

A seguir segue uma explanacdo de algumas das @m@iados fractais criadas pelo

Homem para seu aproveito.

3.2.1. FRACTAIS NA PINTURA

O uso de fractais na pintura pode ocorrer de véoiasas. Pode-se ver, na Figura 52 uma
obra do pintor Dali onde este retrata a guerrd esppanhola dos anos 40. Os olhos e a
boca de cada cabeca representada contém um rogs,othos e boca contém cada um
rosto, e assim sucessivamente. Este € um exemyilo @i uso dos fractais na arte. Talvez
Dali decidisse retratar os horrores infinitos d&rgau e apresentou-os numa tela limitada
através do conceito da auto-similaridade, embor@armoente ndo tivesse sido alguma vez

exposto a este como um conceito matematico [15].
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Figura 52 Auto semelhanca na arte [15].

Ja outro pintor Jackson Pollock usou a técnica atejamento e esta foi um passo
importante no desenvolvimento da arte modernamestido objeto de muitas analises em
critica de arte. Devido as suas caracteristicaslipees em termos de expressao, as suas
obras foram alvo de estudos matematicos, ondetetadlm presenca de padrdes fractais.
Estes padrdes permitiram em termos artisticos gesca avaliacdo de autenticidade e
datacdo de uma obra de Pollock. A complexidadealidas padrbes fractais das suas
obras é quantifica-la através do conceito de didgefrsctal. Para o calculo deste usa-se 0
método de contagem de caixas dimensdes, para prodifierencas quantitativas entre
essas pinturas e assim calcular a dimensao fr&statede-se a digitalizacdo da pintura a
ser estudada, e esta é coberta com uma grelhaadeados de tamanho r, e conta-se o
namero N (r) de quadriculas, que contém parte dcdpade gotejamento (Figura 53) [48].

Figura 53 Evolucdo da dimensao fractais nos quadros de Pollo§l5].
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3.2.1.1. COMPRESSAO DE IMAGENS

O método de sistemas de funcgBes iteradas gerodegmmusiasmo na comunidade de
computacdo grafica, e também na comunidade de essf de imagem. O processo de
construcdo fractal de uma arvore como se pode aréfigura 54, onde (a) € iniciador do
processo nivel zero, (b) a primeira iteragdo dagsso e (c) a estrutura com dois niveis de
iteracdes. Além disso, a natureza fractal da imagema escala independente pois a
imagem pode ser processada numa escala maior, rdermacéo adicional e sem

pixelizacao.

} { Figura geradora

Iteragao nivel 1
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Figura 54 Regras para construcao fractal de uma arvore (a esgrda) e um exemplo de imagem

de um fractal obtido no Netlog.

Uma aplicacdo, que desperta o interesse militarréconhecimento de imagens. Este
reconhecimento pode ser feito como premissa, quabjedos artificiais sdo construidos
geralmente a partir de formas regulares, enquastobjetos e paisagens naturais tém
geralmente uma estrutura irregular mais proximafaagais. Desta forma, em fotografias
aéreas pouco claras, a identificacdo de dominmctaiis pode discernir entre objetos
naturais e objetos artificiais camuflados [5][18]].3
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3.2.2. FRACTAIS NA CONSTRUCAO

Os fractais foram utilizados na construgdo muittesrde se saber a existéncia do seu

conceito.

Temos um exemplo, de um monumento mundialmenteeoiohty a torre que Gustave
Eiffel construiu em Paris, deliberadamente incaapaideia de uma curva fractal cheio de
pontos de ramificagdo. A estrutura da torre naorestituida por feixes solidos, mas sim
por trelicas colossais. A armacao € um conjuntoleige sub-membros interligados, aos
guais nao se podem deformar sem deformar pelo menagub-membro. A chave para a
forca reside nos varios pontos de ramificacdo. @uarais avancar-mos na aplicacdo deste
principio mais nos aproxima-mos de um ideal dep8iski [15].

Abaixo segue um esboco da estrutura geral da tpmégamente com o plano de um

pormenor que mostra as cintas transversais feg@snths cruzadas.

\/

& /
L DO
% 78
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Figura 55 Auto similaridade nos pormenores das trelicas [15].

No campo da arquitetura, JacSteven Holl proje@oumons Hall dormitério do MIT
(Figura 56), o projecto em si foi motivado por uesponja natural, numa forma que possui

uma distribuicdo fractal dos furos [16].
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Figura 56 Auto similaridade na arquitetura [16].

3.2.3. FRACTAIS NA INTERNET

O trafego de dados ndo € de todo o trafego de wszémuito mais variavel, tanto em
duracéo, como em taxa de informacao. Os dadosig@adds em pacotes autbnomos que
sdo transmitidos de forma independente uma da.oOtreontrolo € por comutacao de
pacotes, onde os routers identificam a fonte draestencontram o melhor caminho para
cada pacote, utilizando toda a banda disponivel.

Willinger e Paxson ao estudarem o trafego da letegompararam os métodos de Poisson
e o Fractal, usando dados reais de uma hora dmdréafe rede de uma grande empresa
(Figura 57) [1].

65



Poisson Measured Fractal
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Figura 57 Comparagéo entre o método de Poisson e fractal [15]

A longo prazo, o modelo de Poisson achata, enquasidados e o modelo fractal néo.
Pode-se concluir de imediato que é necessario baffars maiores para absorver todas as
flutuac6es em todos os prazos e que o modelo fractdela da melhor forma o trafego de

internet medido.

3.2.4. FrRACTAIS NA MUSICA

Mdusica e matematica tém um relacionamento longongpticado desde 0s” platénicos de
Musica das Esferas", através de simetrias georagtrade Bach e as composicdes
estocasticas de Cage. Fractais e musica € outetoasdpssa relacdo, embora, como alguns
argumentam, mais abrangente do que a maioria. Algempositores contemporaneos
explicitamente usam fractais para orientar suagposigdes, outros acham aspetos fractais
nas obras de grandes compositores barrocos ecog8ssi

Na composicdo musical, as musicas fractais sao astag atribuindo-se, por exemplo,
notas e ritmos as cores de figuras fractais emard@laegras néo lineares simples, como o
conjunto de Mandelbrot. A musica usual possui usteutira de lei de poténcia que é,
portanto, similar aquela apresentada pelos fract@mbora até agora nenhuma das
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composicdes fractais tenha superado o compositee madiocre, elas possuem uma
mistura de harmonia (ordem) e variedade (caos)sgaejualidades presentes na musica.
De um ponto de vista mais fisico, o da acusticagosode vibragdo de um tambor

particular, com bordas fractais, foram também estad recentemente [67].

3.2.5. FRACTAIS NA TECNOLOGIA - ANTENAS

O design de uma antena é um problema, existemtgsajie construcdo de antenas fractais
gue podem ser mais sensiveis a varias frequéntiasneultaneo, sdo mais eficazes num
quarto comprimento de onda e sédo construidas corpagueno numero de iteracdes do
processo fractal. Com o aumento do nimero de des@ menor frequéncia da antena
fica mais baixa, e outras frequéncias mais altas asicionadas. Aléem disso, antenas
fractais podem operar eficientemente num quartdadeanho do que 0s projetos mais
tradicionais. Quando devidamente aproveitados tcekses recursos este modelo de
antenas apresentam vantagens reais. Varias empdiessisio usam fractais para fabricar
modelos compactos de antenas multifrequéncias éfories moveis e hardware de

comunicacdes militares.

Aplicacdes que ja usam modelos compactos, multifegias temos: antenas wireless e
antenas GPS. Abaixo imagens com modelos de arfractas [31][57][64][62][65][66].

Figura 58 Modelo Sierpinski (a esquerda) e curva de Koch (airtita) [66].
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Com o aumento do interesse, por esta geometritalfregiste e estdo a aparecer varios
estudos e novas aplicacoes desta em engenharie Memento apenas serdo indicados
mais algumas aplicacdes além daquelas referidamaciemos como exemplo: detecédo de
falhas de alta impedancia em sistemas de energagdo de micro estruturas para
aplicacdes em condensadores aumentando a superfioresua vez a sua capacidade [12],
na medicina para construcdo, de aparelhos medicic@n tamanhos cada vez mais
reduzidos, mas com superficie de contato cada \@ares para melhor tratamento. No
controlo de sistemas dinamicos de fluidos, na imdide acucar no processo de controlo
que envolve fluido [31] e em muitas mais aplicacéeistem e outras aparecerdo para
serem estudadas.

3.3. NoOSMERCADOS FINANCEIROS

Os mercados capitais estdo cada vez mais inteskgaccom informacdes partilhadas em
tempo real, gerando impactos de grande magnitudegkcdo ao alcance e ao montante
negociado, independentemente da proximidade geécgrddi relacdo direta dos produtos.
Com o avanco da tecnologia, os analistas tém cazlanais recursos para acompanhar as
tendéncias dos precos das acdes e evolucdo dossndo entanto os modelos financeiros
classicos usados para a previsao nao tém sideraksi para os casos de “bolhas”, como o
caso da crise do Subprime em 2008 nos Estados &Jmdepercutindo na economia

mundial.

Desde 1963, Mandelbrot chamou a atencdo da budeaeppansdo da analise dos

mercados de capitais aplicando a geometria fractalteoria do caos para a economia e
posteriormente para as financas. Segundo Mandelblmleza da geometria fractal é que
torna possivel um mercado geral, suficiente pgseodrizir os padrbes que caraterizam a
teoria dos mercados placidos assim como as cordi@enegociacdes tumultuadas dos

recentes anos.

A geometria fractal permite a existéncia de um rfmdgue consiga reproduzir tanto os

mercados mais equilibrados como também aquelespgssuem variagbes drasticas
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exemplo da Figura 59, que representa a curva cmzheomoBlack Monday foi dia em
gue o indice Dow Jones caiu 22% . Os precos natawsde forma continua e sim em
todas as direcbes, em varias escalas de tempdractas criam os mesmos padrdes de

variagdo que governam o0s mercados atuais.

Um modelo fractal pode ser construido a partiraldod do mercado com alguma duracéo,
mas nao levam especificamente a um preco de fecttardério. As novas técnicas de
andlise auxiliam a uma criacdo de cenarios semadei@ considerar a volatilidade do
mercado que varia ao longo do tempo e assim ost@sapodem verificar os reais motivos
de baixas e altas de precos questionando sua dadaccomparando o valor verificado

com a expetativa a apartir do método fractal [3§[E0][54][61].

~ o

Figura 59 Exemplo de uma curva dos mercados de a¢Bes com agbes bruscas [34].

Ao longo deste capitulo foram expostas, resumidéan@tgumas das aplicacbes da
geometria fractal, como se pode deparar esta geamé&menta uma enorme

interdisciplinaridade de temas. Com a constantéuefio desta geometria mais temas e
mais aplicacbes irdo surgir. O proximo capituloeats numa apresentacdo, de um
software que pode simular modelos naturais ou rmedaiiados pelo Homem, baseados

em conceitos fractais.
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4. CONCLUSOES

Um dos aspetos que contribui bastante para aagi@ dos fractais na compreenséo de
multiplos fendmenos é certamente é certamente etaesparidade das suas imagens que
no minimo, se podem considerar intrigantes e kaga® estudo dos fractais abre espaco a
criatividade, através da atribuicAo de cores, dgBies e perspectivas e permite a
descoberta de novas imagens. Cada imagem pode usessswamente ampliada,
desvendando pouco a pouco 0s seus '‘padrdoes deéhaelodi infinitos'. Outro aspecto
importante na aplicacdo dos fractais, foi o integes entusiasmo criado na comunidade
cientifica, que ao entender o funcionamento e alplidade da geometria fractal em
campos tdo diversos da ciéncia como: biologia, agg®l astrofisica, medicina,
engenharias, areas financeiras, areas sociaigasautis areas, conseguiu obter respostas

para alguns em aberto.

Em regra os fractais sédo criados por algoritmasdipente muito simples, que produzem
imagens arbitrariamente complexas. Apesar de agritgps serem muito simples, a
quantidade de operac¢des que um computador tematieareé de tal modo elevada que
pode mesmo demorar varias horas a apresentar okades. Este aspecto torna os

computadores indispensaveis no estudo dos fractais.
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Neste trabalho mostram-se as diversas caractasdiios fractais, tais como: nogbes de
forma, dimenséo fractal, area, perimetro, volumeneros complexos, semelhanca de
figuras, sucessbes e iteracdes de funcdes. Apapsese exemplos de aplicacbes da
geometria fractal em diversas éareas do saber: diglogeologia, fisica, medicina,

engenharia, entre outros.

Conclui-se que os fractais sdo uma ferramenta itap@ para a compreensao de
fendmenos nas mais diversas areas da ciéncia. Artamgia do estudo desta nova
geometria, € avassaladora gracas a sua profuraigioetom a natureza e ao avancado

desenvolvimento tecnoldgico dos computadores.
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