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Capitulo 1

Introdugéo

1.1 Apresentagdo do trabalho

Um conjunto de individuos de uma populagio pode ser dividido em classes ou
categorias segundo determinados aspectos que pretendemos observar. Estes aspectos
que estdo na base da classificacio sfo varidveis, cujas categorias devem ser
mutuamente exclusivas.

Vamos abordar em particular tabelas que representam contagens do niimero
de individuos que satisfazem determinadas combinagdes de categorias das variaveis
que estivermos a estudar. A estas tabelas chamamos “tabelas de contingéncia™.

Frequentemente o cruzamento dessas categorias origina tabelas onde existem
celulas vazias, isto €, células onde alguma combinagdo de categorias ndo faz sentido.
Por exemplo, a seguinte tabela imaginéria apresenta o cruzamento do mimero de golos
marcados por uma equipa de futebol com o respectivo resultado ocorrido num

campeonato de futebol
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resultado
' n°de golos marcados vitoria emipate derrota,
[ I N 5 3
1 a 3 ]
2 3 0 2
3 7 i 3

Verificamos que a célula vazia da tabela corresponde a uma situagio
impossivel de ocorrer pois uma equipa que nio marca golos ndo ganha. Esta célula
constitui um exemplo daquilo se designa por zero estrutural.

Este trabalho ¢ centralizado na analise de tais tabelas incompletas a luz do
modelo loglinear.

A razio da escotha do modelo loglinear deve-se ao facto deste ndo so6
averiguar a existéncia ou ndo de independéncia entre as variaveis, mas também
permitir quantificar os efeitos que as varidveis ou combinagdes destas exercem sobre
os valores observados, o que na andlise cléssica nflo acontece. O modelo loglinear
relaciona as probabilidades associadas a cada célula com uma fungdo logarftmica de

varios pardmetros.

Numa primeira fase analisaremos tabelas bidimensionais incompletas e
em seguida tabelas tridimensionais incompletas. Como ultima fase deste trabalho

temos a abordagem de modelos loglineares para variaveis ordinais.

Dissertagfo de mestrado 4

T ——




1.2 Nomenclatura

Para uma melhor compreensio das notagdes existentes neste trabalho, vou
aqui indicar o significado das mesmas.

1.2.1 Tabela bidimensional I x J

E uma tabela com I linhas e J colunas que representa todas as combinagdes
possiveis das diversas categorias de duas variaveis, A e B respectivamente, A variavel

A tem I categorias e a variavel B-tem J categorias.

B1 B2 cees BJ
A} X1 X122 ... X5
Az X Xy ..l X2j
A{ XH X vees ng

x;; - fiequéncia observada na célula (i,j) da tabela bidimensional T x J

Total marginal linha

7
Para cada linha i, temos x,, = inj ,i=1,..,1
=1
Total marginal coluna
1
Para cada coluna j, temos x,; =) x, , j=1,.,]J

FEH

Ao numero total de observages ou dimensio da amostra, chamamos total da

I I

I H
tabela que designamos por N = Zqu ou N= an = Z X,
1

i=l jei i=l

Dissertago de mestrado 5

N A L S S e




1.2.2 Tabela de contingéncia tridimensional T x J x K

E uma tabela que resulta da classificagio dos N elementos de uma amostra,
segundo trés variaveis, A, B ¢ C respectivamente. A tem I categorias, B tem J
categorias ¢ C tem K categorias. Definimos assim uma tabela de contingéncia
tridimensional I x J x K. Esta tabela é constituida por I linhas, J colunas, K estratos e I

x J x K células,

C : Ck
B, B, B; B, B, B;
Ay |xin X Xin Xnk Xtk - XuK
Ay %o KXo .. Xan ves X21k Xm0 .- X2TK
Ay X1 X . X111 Xk XpE .. XK

Xij - frequéncia observada da célula (i,j,k)

I J K
O total da amostra N € dado por N = Z zz Xk -

Para tabelas tridimensionais ha dois tipos de totais marginais:

Totais marginais simples %
J K %
Xi++ = z ZXijk . i= 1,..., I
j=1k=1
I K
X+j+ = Z injk ,j = 1,..., J
i=1k=1

1]
Xirk = 2, 2 Xk k=1,..,K
i=1j=1

Totais marginais duplos

K
Xijr = 2 Xk i= 1,1 e j=1,..]
k=1
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J
Xi+k = injk ,i=1,. . Ilek=1,,K
=1

I
Xijk = DXk, §= Lo € k=1,.,K

i=1

1.2.3 Modelos loglineares em tabelas bidimensionais I x J

Sendo my, a frequéncia absoluta esperada da célula (i,j), o modelo loglinear

saturado usual define-se por:
logmjj =+ i) +Rogj) +Biog)) 5i=Lo,1 j=1,.,7
Os elementos Mgy Magj) © Maggp englobam respectivamente I, J e T x J

parimetros sujeitos &s seguintes restrigdes
Z“t(i) = 2ubap = 2abagy = Dubiagy = 0
i i i i

onde:

1
=—%1oom.
H I.J% 0BT
1
H1¢) Z“J”Zlogmij -H,i=1,1
j
1
”2(j)*leogmij“u, i=L.,J
1

| 1
M1z mlogmij —;Zlogmij —-}Ziogmij +u,i=L.,1j=1,.,7J
i i

Estes termos representam respectivamente

u - efeito da média global

M) - efeito principal da categoria i da varidvel A
o) - efeito principal da categoria j da varidvel B

H12(ij) - efeito de interacgdo entre os niveis i e j das variveis A e B
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O numero de parmetros independentes de cada um destes termos &
determinado pelo tamanho da tabela e pelas restrigdes impostas aos parimetros. O

quadro seguinte apresenta cada um desses nimeros

Termos Pardmetros Independentes
u 1
Ky 1-1
Ky J-1
Ly I-1J-1
Total 1 A-Da-H+A-D+HJ-DH+1=1]

Para além deste modelo podem-se considerar também todos os que dele se

obtém por remoc8o de alguns dos seus termos.

1.2.4 Modelos loglineares para tabelas tridimensionais I x J x K
Tal como no caso anterior, representando por my a frequéncia esperada da
célula (i,j,k) da tabela tridimensional I x T x K , o modelo loglinear saturado usual

define-se da seguinte forma;

logmyy = p + Hiy +Hac) + Haag + B + Bisixy + Hasgy + Mzsdik)
i=L.I j=1,.J k=1,..K

onde: i - efeito da média global
Ly - efeito principal da categoria i da varisvel A
M) - efeito principal da categoria j da variavel B
H3(k) - efeito principal da categoria k da variavel C
M12(ij) - efeito de interacglio entre os niveis i e j das variaveis A e B
M13(ik) - efeito de interacgdo entre os niveis i e k das variaveis A e C

H23(jk) " efeito de interacgo entre os niveis j e k das variaveis B e C

M 123(ijk) - efeito de interacgio de 2* ordem
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As restrigdes do modelo sdo as seguintes:

Zm@') = Zﬂz(j) = ZP-IZ(ij) = Z 12y = Zun(ﬂc) = %unuk) =
i j i j i

Z H23(ik) = ZH23( jk) = Z H123ijk) = Z H123¢ik) = ZM123(ijk) =0
j k i j k

Podem considerar-se também modelos mais pequenos que se obtém do

modelo saturado por remogdo de alguns dos seus termos.

1.2.5 Estatisticas de teste X% e Y?

O objectivo da anélise loglinear centra-se em determinar o modelo loglinear,
que com o menor namero de termos, descreve os dados de um modo satisfatério.
Qualquer modelo loglinear ndo saturado obtem-se a partir do modelo saturado, por
remogdo de um ou varios dos seus termos. Necessitamos, assim de averiguar quais os
termos do modelo que se podem eliminar, Para tal podemos recorrer a testes
estatisticos.

Testar a hip6tese de que os termos que ndo figuram num modelo sio nulos,
equivale a testar a hipotese de independéncia por ele especificada.

O teste de qualquer destas hip6teses ¢é feito com base nas estatisticas X* ou Y?

que sdo assintoticamente equivalentes, cujas expressdes no caso bidimensional sdo

respectivamente as seguintes:

2 (xij - If‘ij) i 2 Xij
X =3y ——" e Y =22xijlog =
i,j My L] 5

onde ﬁlij representa o estimador da frequéncia absoluta esperada mgj .

O calculo do valor destas estatisticas sob cada um dos modelos possiveis nio
apresenta problemas de maior, considerando para o efeito que os estimadores das

frequéncias esperadas sdo definidos por:

Disserta¢o de mestrado 9
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Tabelas de Contingéncia Bidimensionais

- Modelo de independéncia

. _xi+x+j
s

- Modelo que especifica que o efeito da varidvel B ¢ nulo:

- Modelo que especifica que o efeito da variavel A é nulo:

fas

M
| i

- Modelo que especifica que o efeito da variavel A e o efeito da variavel B sdo nulos:

. N .
o1
Tabelas de Contingéneia Tridimensionais .

- Modelo de independéncia mitua:

it X j+ Xy 4k
N2
- Modelo de independéncia parcial entre (A,B) e C:

iy =

n Xij+X++k
mijk = "—“N“""_

~ Modelo de independéncia parcial entre (A,C) e B:

A KitkX4j+
mijk = —"”“““N——

- Modelo de independéncia parcial entre (B,C) e A:
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. B jkXir+
Wik ==

- Modelo de independéncia condicional entre A e B dada C:

- Modelo de independéncia condicional entre B e C dada A:

" Xij+Xi+k
M= """
Xip+

- Modelo de ndo existéncia de interaccdo de 2° ordem

(ndo ha estimagio directa)

Os estimadores das frequéncias esperadas sob os modelos anteriores 530
todos determinados de forma directa. Esta estimagio baseia-se essencialmente em d‘oiS-'___ i
resultados de Birch(1963):

- “ num dado modelo, todas as frequéncias marginais observadas, correspondentes dos. -

pardmetros desconhecidos, sdo estatisticas suficientes e sio iguais aos estimadores de - -

maxima verosimilhanga das correspondentes frequéncias esperadas marginais”,

- “ 08 estimadores de méxima verosimilhanga das frequéncias esperadas em cada uma -

das células da tabela, ficam univocamente determinados através das restriches
impostas pelo modelo, juntamente com as condigBes impostas no primeiro resultado”.

Em tabelas tridimensionais, no caso do modelo de ndo existéncia de
interacc3o de 2* ordem isto é

Hi123Gik) =9, Vi, jk,i=1,..1 j=1..7T k= 1,..;K, a estimacio directa ndo é

possivel. Por isso, recorre-se ao método iterativo de ajustamento proporcional para

tabelas tridimensionais proposto por Deming ¢ Stephen (1940) e descrito por
Bishop(1975).

Observando este modelo:

Iﬂgmijk= MRy +Hag) + Hak) + M2 T Hisgik) + H23(jk)
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verifica-se que, segundo os resultados de Birch, as restrigBes relativas as marginais

sdo as seguintes;
(1) ml_]+ = xij'{”: VE:.’
(D) myyp = x4y, Vik

() myjk =x4jk, Vik

. . - (0
Como ponto de partida toma-se o conjunto dos valores {mgjk)}tal que

r’fng() =1, ¥i,j,k e ajustam-se proporcionalmente estes estimadores, por forma que

as restrigdes estabelecidas vio sendo sucessivamente verificadas,

Utilizando a restrigio (1) toma-se:

20y
(D Mk i+
Mijk =770
ij-+

Estes estimadores r'ilglz serdo ajustados de modo a satisfazerem a restrigio

(2), obtendo-se;

aly.

~(2) _ ifk S+

Mgk =7 @O
miik

O mesmo se fard a ﬁlfﬁg relativamente & restri¢do (3), obtendo-se:

Dy
~ (3) ijk *+jk
Mk AT

m .
+jk

Estes trés passos constituem um ciclo que se pode repetir utilizando os

~ (3 . . .
valores mfjk) como valores de partida no 1° passo do ciclo seguinte. O processo

termina quando no final de um dado ciclo se constatar que os estimadores ndo se
alteraram significativamente, em relaco aos valores obtidos no final do ciclo anterior.

Ou seja, o processo termina quando, ao finalizar o v-ésimo ciclo se tiver satisfeita a

seguinte condi¢do para um § fixado: rﬁi(jiv) — i(j%(V~3) <5

Dissertagio de mestrado
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A distribuigdo assintética tanto de X’ como de Y* ¢ a de um %* cujo nimero
de graus de liberdade depende do modelo a ajustar. O niimero de graus de liberdade
pode ser determinado por um dos seguintes processos:

- calcular a diferenga entre o nimero total de células da tabela e o nimero
total de parmetros independentes do modelo.

- calcular o ndmero de parfimetros englobados pelos termos que ndo figuram

no modelo,

Com base no primeiro processo apresenta-se no quadro seguinte, o niimero de graus
-
de liberdade associado as estatisticas de teste sob cada um dos moedelos em causa. Em .

primeiro lugar para tabelas de contingéncia bidimensionais I x J:

Modelo Numero de graus de liberdade
log mj; = P+ pyg) + Mo (I-1D.(d-1)
logmjj = p+ pygy L{J-1)
logmjj = p + paycy J(I-1)
Iogm,-j =L LJ-1

Seguindo a mesma metodologia para tabelas de contingéncia tridimensionais temos:

]
Modelo Numero de graus de liberdade
logmy = 1-+Wigi) +Hagj) *+Ha +Hiag) +Hiscip +Hascik) d-DFJ-1D).K-1) .
logmyje = K+ gy +Hagj) +H3a0 +Hzg) +Hisg) L{J - 1D.(K-1) .
logmge = Wiy +iagy) 130 +iiog +HH2si) JA-1D)K-1) |
logmye = p-+uuygiy +Hagj) +iag s i K{I-1).J-1)
logmyge =p+pag +Hagj) +H3ao g LI-HE-1)
logmje = B-+1ag) +Hag) +sag +as) (IK-1)J-1)
logmygie = gy +Hag)) +H3a) +Lax(iky (JK-DI-1)
logmijkzu LIK-I-J-K+2
.
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CAPITULO II

Tabelas incompletas

1. Introdugdo

As tabelas de contingéncia sdo tabelas de frequéncias que condensam toda a
informagdo relativamente & classificagio cruzada dos elementos de uma populagio.
Frequentemente encontramos tabelas com células cujas frequéncias observadas sdo
nulas ou cujas frequéncias observadas sio simplesmente omitidas.

Estes zeros podem ser de dois tipos:
- zeros “A priori” ou zeros “estruturais”, que ocorrem quando ha determinadas
combinagBes de categorias que sdo impossiveis de se verificar (a probabilidade
associada a essas combinagdes é nula)
- zeros “amostrais”, que ocorrem devido a amostragem, por exemplo, quando se
recolhe uma amostra demasiado pequena em relacio ao nimero de células da tabela

ou quando hd varidveis com categorias demais.

Para exemplificar a defini¢do do primeiro tipo de zeros, consideramos a seguinte
tabela resultante de uma amostra recolhida para um dado grupo de adolescentes. Esta

tabela foi extraida de B. 8. Everitt(1977).
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Sexo
Masculino feminino
idade 12-15 16-17 12-15 16-17
problemas de |S 4 2 9 17
satide M | e 4 8
relacionados |H 42 7 i9 10
com N 57 20 71 31

S- reprodugio sexual
M- problemas menstruais
H- perfeitamente saudavel
N- respostas que ndo se enquadram nas anteriores
Naturalmente os rapazes nfo sfo afectados por problemas menstruais. A
andlise de tabelas com este tipo de células nulas constituiu o objecto principal do

nosso estudo.

O segundo tipo de zeros pode ser exemplificado pela seguinte tabela

referente a uma amostra de resultados dos alunos do 12°ano no exame nacional de

Matematica:
Classificagdo Matematica
0-5 5-10 10-15 15-20
rapaz 0 3 5 2
rapariga 4 2 7 0

Em qualquer destes dois tipos de tabelas & impossivel ajustar o modelo
loglinear saturado, pois os estimadores das frequéncias esperadas, sdio dados por

combinagBes lineares dos logaritmos das frequéncias ¢ o logaritmo de zero ndo esta
definido.
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Relativamente & tabela com zeros amostrais, um dos processos de resolver
este problema consiste em aumentar a dimensio da amostra e refazer a tabela de
contagens. No entanto, por vezes, tal nfo € possivel.

Um outro processo, sugerido por diversos autores (por exemplo, Bishop
(1975)) e que se tem mostrado relativamente eficaz, consiste em aumentar o valor da
frequéncia de cada célula da tabela, adicionando-lhe meia unidade, antes de prosseguir

a analise.

As tabelas com zeros “a priori” ou “estruturais”, designam-se por tabelas
“incompletas” e a sua andlise apresenta problemas especificos.

Neste capitulo analisaremos este tipo de tabelas sob duas perspectivas
diferentes:

- andlise loglinear de tabelas com zeros estruturais de um modo geral

- andlise loglinear & luz do modelo de Quasi-Independéncia que se baseia
sobretudo na andlise das partes das tabelas que nio contém zeros estruturais.
Eventualmente podem ser analisadas tabelas completas que se transformam em tabelas
incompletas com a excluséo de algumas das suas células. Esta exclusio é muitas vezes
justificada quando queremos analisar determinadas tabelas em condigdes especiais cuja
estrutura inicial ndo € a de tabela incompleta.

As células com zeros estruturais podem ocorrer em varios contextos. As
observagbes para algumas células numa tabela de contingéncia sio muitas vezes
truncadas ou ndo referidas (Goodman 1968). Outras vezes, certas combinagles sdo

impossiveis, e a probabilidade zero ¢é atribuida a estas células (Kastenbaum 1958).
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2. Tabelas com zeros estruturais. Caso geral

Os modelos loglineares a ajustar a estas tabelas nfo devem incluir pardmetros
correspondentes as células nulas, pois sabe-se & partida que esses parmetros irfio ser
nulos. Para tais modelos, a estimagio dos valores esperados deve ser feita por um
processo iterativo, tomando-se como valor de partida para as células nfio nulas o valor
um e para as células nulas o valor zero. Assim, a tabela dos valores esperados
estimados também tera nulas as células correspondentes aos zeros a priori. A medida
de ajustamento a utilizar pode ser X* ou Y?.

No caso de tabelas completas o namero de graus de liberdade associado a
cada modelo é dado pela diferenca entre o total de células da tabela ¢ o nimero de
parimetros independentes a estimar incluidos no modelo. Para as tabelas incompletas
ter-se-a de subtrair ainda o nimero de células com zeros. No entanto, é necessario
algum cuidado na determinagdo do nimero de parimetros independentes a estimar,
pois os que correspondem a células com frequéncias nulas ndo necessitam de ser
estimados, por serem ja conhecidos; ha pois que descontar estes do total de
pardmetros independentes a estimar. Se designarmos por N;, N, (descontando ja o
numero de pardmetros correspondentes as células nulas), Nj as quantidades acima
referidas, o nimero de graus de liberdade do modelo é Ny~ N, - N,

Como exemplo do cuidado que devemos ter no caleulo do nimero de graus

de liberdade, analisaremos de seguida a tabela ja anteriormente apresentada:

Sexo
masculino feminino
idade 12-15 16-17 12-15 16-17
problemas de |S 4 2 9 17
saude M e e 4 8
relacionados |H 42 7 19 10
com N 57 20 71 31
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Observamos nesta tabela que estfio em estudo trés variaveis. Consideramos:
- idade como variavel linha com duas categorias; 12-15 e 16-17
- sex0 como variavel coluna com duas categorias: masculino e feminino

- “problemas de saude relacionados com” como varidvel estrato com quatro

categorias: S, M, He N.

Observamos ainda que nesta tabela existem dois zeros estruturais, nas células (1,1, 2) e
(2,1,2) respectivamente.

Suponhamos que pretendemos ajustar o modelo de independéncia mitua entre

as variaveis, ou seja;
logmijk = RHUyG) Tl T30 -1 L2 j=12 k=1,234
Este ajustamento faz-se através do teste da hipotese
Ho: iz = sk = M23(ik) = R123dji =0 » Yijk.
Vamos calcular os estimadores das frequéncias esperadas utilizando o método

iterativo de ajustamento proporcional de Deming-Stephen. Comegamos por assumir os

valores iniciais dos estimadores

L (0) {1, se (i,j,k) ndo contem um zero estrutural
My =
i

0, se (i, ],k) contem um zero estrutural
e recordando que terfio de ser satisfeitas as restricdes seguintes;

(1) mjyy =Xj4y, Vi

(2) myjp =x44y, V)

() Moy =%, VK

Utilizando a restri¢io (1) toma-se:

a{Dx,
A (D ik i+
Mife =7 "0
m;

. »~ 1 ~ . . .
Estes estimadores mgﬁ serdo ajustados de modo a satisfazerem a restri¢io

(2), obtendo-se:
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aby
A (2) kM)
Mgk =7
m,

O mesmo se fard a rhfi) relativamente a restrigio (3), obtendo-se:

(2)

~ () Mijie X44k
Mige =7 @)
Mk

Estes trés passos constituem um ciclo que se pode repetir utilizando os

valores 1?1,(131'2 como valores de partida no 1° passo do ciclo seguinte. O processo

termina quando no final de um dado ciclo se constatar que os estimadores ndo se
alteraram significativamente, em relagéo aos valores obtidos no final do ciclo anterior.
Ou seja, o processo termina quando, ao finalizar o v-ésimo ciclo se tiver satisfeita a

53V g

~ (3v)
~ My

seguinte condi¢io para um § fixado: LI

No caso da tabela em causa ao fim de cinco ciclos esta ultima condi¢do €

satisfeita para & = 0.01. Obtemos a seguinte tabela de estimativas das frequéncias

esperadas:
Sexo
masculino ~feminino
idade 12-15 16-17 12-15 i6-17
problemas de | S 7.37 3.04 8.21 3.39
saude M e e 8.49 3.51
relacionados [H 26,12 10.78 29.09 12.00
com N 59.95 24074 66.76 27.55

A estatistica de teste toma o valor X2 = 2824 e o nfimero de graus de liberdade

associado € g.1. =16 -2 - (1 + 1 +1 +3) = 8. A um nivel de significdncia o = 0.05 (o
valor do quantil de probabilidade 0.05 do x(zg) =15507), o que nos leva a rejeitar a

hipétese de independéncia mitua entre as trés varigveis,
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Suponhamos agora que pretendiamos ajustar o modelo de nfio existéncia de
interacglio de 2* ordem dado por

logmyje = W+ gy + 2@ T B3y T H12G)) T F3gk) — H23(k)

i=12 j=12 k=1.234
Seguindo o mesmo processo iterativo,onde as restrigdes a satisfazer s30

(1) my; = Xij+» Vi, ]

(2) mj g = x4k, Vik

() myj =x4 5k, Vik

as estimativas das frequéncias esperados ao fim de quatro ciclos sdo os seguintes:

Sexo
masculino feminino
idade 12-15 16-17 12-15 16-17
problemas de | S 4,03 1.97 8.97 7.03
salde \Y; (R NUNE N U 4.00 8.00
relacionados |H 39,81 9.19 21.19 7.81
com N 59.16 17.84 68.84 33.16

O valor da estatistica de teste ¢ X2 = 2.03 . Relativamente ao calculo do nimero de
graus de liberdade, tendo em conta o que foi referido, tem-se: Ny =16 , No=12 ¢
N; = 2, pois tendo de contar as células correspondentes aos zeros estruturais is quais

correspondem os pardmetros nulos, tem-se:
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Pardmetros | Numero de pardmetros
independentes

B 1

HiG) 1
2 1
K3 3
B12g)) 1
H13¢ix) 3
F23ik) 2
total 12

Sendo assim o nimero de graus de liberdade é gl. = 2. Entdo a um nivel de

significincia de 0.05 somos levados a concluir que ndo existe interacgdo de 2° ordem.

Dissertagfio de mestrado 21




3. Modelo de Quasi-Independéncia

3.1 Apresentagdo do modelo

O termo “quasi-independéncia™ foi formalmente introduzido na literatura de
tabelas de contingéncia por Goodman(1968) em tabelas bidimensionais, mas o seu

uso remonta a 1961/63/64/65 quando Goodman realizou o seu trabatho sobre o

modelo “mover-stayer”, fluxos de transacgio e anilise de tabelas da mobilidade social.
As extensOes a tabelas multidimensionais foram desenvolvidas com mais detalhe por
Fienberg(1972) e Haberman(1974).

Vamos comegar por analisar tabelas bidimensionais incompletas e o modelo _
loglinear da quasi-independéncia. %

Seja m;; a frequéncia absoluta esperada de individuos, de uma amostra de

dimensdo N correspondente & célula (i,j) da tabela bidimensional IxJ.

As frequéncias esperadas marginais definem-se por:

J
= L=l T
m, jé}mljl
mo= Ym =Ll (3.1-1) .
Joq=r ¥ .
I 7]
m =2 2 m.
i=1j=1 U

O modelo geral de independéncia entre as varidveis correspondentes a “linha’

e a ‘coluna’, respectivamente, é dado por
mj; = a;b; (3.1-2)

onde a; e b; sdo constantes positivas parai=1,..,Ie j=1,..J.
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Esta defini¢do de independéncia ¢ equivalente a que é usada geralmente e que
consiste em dizer que as classificagdes linha e coluna sdo independentes se as

probablidades associadas as células verificam a condicdo:

Tij = Ty j (3.1-3)
onde 7j; € a probabilidade de um individuo de uma tabela bidimensional IxJ ser
classificado na célula (i), #; ¢ =© j sdo respectivamente as probabilidades de um

individuo ser classificado na i-ésima categoria da 1° variavel ¢ na j-ésima categoria da

segunda variavel.

Seja S o conjunto das células de uma tabela incompleta bidimensional que nio
contem zeros estruturais. Suponhamos que a condigfio 3.1-2 se verifica para todos os

my de células de S . Em tais casos dizemos que as linhas e colunas de S sdo quasi-

independentes.

Vamos considerar o modelo loglinear saturado usual:
logmy; = p+ pgy -+ Ragj) + Mgy, i= 1.0 j=1,...] (3.1-4)
para as c€lulas de’S com as seguintes restricdes:

55

i=t 1

J
_ s - (3.1-5)
My = &0 M) =°

I ]
2126 = 2% aa =
onde 5. = L se i, )) €8 .
11 |0, caso contrario
5O _ I'sed;; =1 para algum j
! 0,caso contrario

J .

50 _ 1,sed;; =1 para algum i
0, caso contrario

Definimos entdo o modelo da guasi-independéncia para a subtabela S,

constderando H12(G)) =0, }, no modelo saturado usual, pelo que se obtém :
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_ 3.1-
logmy; = b+ i) *hyg) (.10

3.2 Interpretagéio do modelo

Podemos encarar a interpretagio do modelo da quasi-independéncia numa
tabela bidimensional incompleta, de uma maneira analoga a interpretagio do modelo
de independéncia em tabelas completas.

A quasi-independéncia implica que as proporgdes de individuos, nas células
correspondentes de duas linhas (colunas) sio as mesmas, desde que ndo consideremos
nessas linhas (colunas) aquelas que tém zeros estruturais. Assim a quasi-independéncia
¢ uma forma de independéncia condicional com a restricio da nossa aten¢do a uma
porg¢do incompleta da tabela.

Consideremos, como exemplo uma tabela bidimensional 3x3 onde a célula
(1,1) é omitida. S consiste no conjunto das restantes oito células. Se a quasi-

independéncia se aplicar a estas, podemos escrever as respectivas frequéncias na forma

multiplicativa 4, —ab. . (i, j) e S. Os valores esperados das frequéncias ficam
LU |

assim escritos na seguinte tabela;

------ aiby  fabs

azb 1 azbz 32b3

a3b; asb, asbs

Se eliminarmos a primeira linha ficamos com

axb, A0y [aghs

azb; azby  jazbs
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uma tabela bidimensional 2x3 que satisfaz a independéncia usual, O mesmo acontece

se eliminarmos a primeira coluna

albz a1b3
azbz a2b3
asbz a3b3

ficamos com uma tabela bidimensional 3x2 que também satisfaz a independéncia.
Ha no entanto algumas configuragdes de S que ndo satisfazem a

independéncia usual mesmo eliminando linhas ou colunas. Por exemplo, numa tabela
bidimensional 3x3 em que estdo omitidas as células da diagonal principal e onde a

quasi-independéncia se aplica as restantes células, a tabela dos valores esperados é

------ aiby |aibs

azb; ————— a2b3

Ora, neste caso, a eliminagio de linhas ou colunas nfo reduz o estudo a uma tabela
que satisfaz a independéncia usual. Isto € um exemplo de como a quasi-independéncia

se reduz a independéncia se pudermos decompdr a tabela.
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3.3 Modelos de Amostragem

Os esquemas de amostragem que podem estar subjacentes a uma determinada
tabela séo, entre outros;

I- Poisson, com varidveis de Poisson independentes para cada célula,

2- Multinomial.

3- Produto multinomial, isto é, um conjunto de multinomiais independentes
para linhas ou para colunas.

Para tabelas incompletas, tal como para tabelas completas, os estimadores de
maxima verosimilhanga dos valores esperados sob o modelo da quasi-independéncia

tém os mesmos resultados assintoticos para os trés tipos de esquema de armostragem.

Vamos considerar o esquema de Poisson.

Assume-se que Xjj , 0 valor observado da célula (i,j) € S, é uma observagio
de uma variavel de Poisson com valor médio my e que estas Ix J variaveis de Poisson
sdo mutuamente independentes.

* ij e_ml

N - , ij
A fungdo de verosimilhanga ¢ dada por L=1II my _X;_]‘_ (3.3-1

onde H*representa o produtdrio ao longo das células (i,j) de S.

O logaritmo neperiano desta fungio ¢
LaL =) 3; [Xij log(my; ) - my; —log(x;; !)] (3.3-2)

L, G,j)es

onde §; =
Y {0, caso contrario

Sob o modelo 3.1.2, vem log My = [+ Uy + Uy, , tem-se entdo
Lol = Zaij[xij(u +lg) + uz(j)) —my; — IOg(Xij F)]=

=2 8yxyu+ 2By, + 2. 8yXghagy ~ 2.8ymy - 38, log(xij !)=
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XM D Kby + D Xy~ — D 5, log(x,) (3.3-3)
i i

3.4 Estimagdo sob o modelo de quasi-independéncia

Vamos agora ver como se calculam os estimadores de m; para depois
efectuarmos o ajustamento do modelo. No que segue vamos desenvolver dois
métodos iterativos equivalentes para o calculo dos estimadores.

Consideramos uma expressdo equivalente a 2.1-2:

mij =8ij . a;. bj i=1..,1I (3.4_1)
1=1..,]
onde &:: = L) es
1] |0, caso contrario

Os processos que vamos utilizar recorrem as restrigdes que constituem os

resultados de Birch:

1 1 = | =
) W =X 1 1,...1

2) L j=1..J (3.4-2)

it j :X+j

O primeiro destes processos constitui uma aplicagdo do método iterativo de

ajustamento proporcional de Deming-Stephan.

Convencionamos o passo 0 como:

rhg)) =5, iefl,. 1jell,..3) (3.4-3)

Ajustando ﬁlij de modo que a restrigdo (1) seja satisfeita, o passo seguinte

~(0)

da-nos rﬁ-(-l) _ mij X1+ (3.4-4)
y = A0
mij +
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Estes estimadores 1) séio agora ajustados de modo a satisfazerem a restrigio
1

(2). Dai o passo seguinte:
mD Xy
~ (2 mj; J
mfj ) = == (3.4-5)
My
Estes dois passos constituem um ciclo que se pode repetir utilizando os

valores #(2)como valores de partida no 1° passo, em vez de ﬁi(jO)' O processo
1

termina quando no fim de um dado ciclo, se verificar que os estimadores ndo se
alteraram significativamente, em relagdo aos valores obtidos no final do ciclo anterior.

Ou seja, se no v-ésimo ciclo da iteragdo temos:

“ (2\1%2)X
a2v-1) _ 1 (3.4-6)
My o (2v 2)
1 +
o (2V~l)
L (2v) 1] (3.4-7)
My = (2v )
Mt j

O processo termina no fim deste ciclo se se tiver para um &

fixado: m_(?v) mm(gv—Z) <3
] by|

O segundo processo também constitui um método iterativo onde recorremos

a estimagdo dos pardmetros multiplicativos a; i=1,,,DebDd j (= 1,..,1) para
depois obtermos os estimadores de méaxima verosimilhanga dos m;, correspondentes.

Reescrevendo as equacgdes de maxima verosimithanga segundo as relagdes da
quasi-independéncia, vem:
J

A- ..A.:-: . 2 i= 1,"-31 34—8
aljglﬁub] X (3.4-8)
, 1=1,..0 3.4-9
Elax_] 7%y ] ( )
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donde

5 =it
i JSB
'E] §j
X .
i
i
6.4
121 i

(3.4-10)

(3.4-11)

Esta segunda representacdo sugere o seguinte processo iterativo para estimar

0s {ai}e 0s {bj}'

Comegando por bl =1, j=1,.1 (3.4-12)
temos em seguida:
O , 1=1L.1 (3.4-13)
K Z 5. b(O)
=il
X4 = 3.4-14
b(l): I 9.] - IJ"‘?J ( - )
L (1)
12161_]&1
Continuamos até ao v-ésimo ciclo da iteragiio onde obtemos:
2 = ,i=1,01 (3.4-15)
1 5. b(V }.)
Z ]
x .
™) +J( Ji=1., (3.4-16)
I 5.0 v)
1 U1
Depois do v-ésimo ciclo os estimadores de m.. sdo dados por
)
@) 5 )LV ]
g 61_] i b (3.4-17)
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O processo para quando a diferenga entre os estimadores obtidos no final de
dois ciclos consecutivos for suficientemente pequena.
Prova-se que as expressdes (3.4-7) ¢ (3.4-17) conduzem a resultados iguais,

conforme vamos ver de seguida.

Sabendo que mfj) Bjj

A (2\’_2) (2\’—1) .
{2V —ﬂm i, @Y __w_m%if_{ ,  conforme
i al?v-2 My T v
My i
espressGes (3.4-6) e (3.4-7) respectivamente, e que
bgo) =1
RO, S Y 1-
i hza b(v_) I 5. 1j 1} i ,_
vl i

conforme expressdes (3.4-15), (3.4-16) e (3.4-17), respectivamente.
Pretende-se provar a igualdade das espressdes (3.4-7) e (3.4-17) isto é

A(Zv 1)x ]
_w}:}\(_zv“l)_+ Sl]aI(V)b('V)p v=12_..n
+J

Utilizando o método de inducio matematica temos:

\ "(l)x+
_ Mij X+ NOMe
1) Parav=1 D) =dja;"'b;
m.j
~ (D - (0) ~ (0
Or My Xy | Xy Xy I(J)XH_ X4
ST (0 () T 0 A (0
m, mjy mS_J mi(+) I mi(j )Xi+
Z - (0)
i=1 My
Oiie _Xoj o Xy X+j
. T g,
P g i O Xy
I
i=1 81+ i=1 Y 5i+ 2
- Sua(l)b(l)
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2) Admitindo a igualdade valida para v = n, vamos provar que também ¢ valida para

v=n-+1,isto é

A(2n n_ A(211+i)x )
S NS a®@p® L, T8 5 (D (e
. (2n-1) ij21 A(2n+1) ij2i i
Mtj M ]
rh(zn“)x .
b ¥ ’
Pretendemos provar —li—mﬁﬁw djja fﬂH)b(nﬂ) 0 que € O mMesmo que provar
mﬂ-
~ (2n+1) )
mlj X+j Xi"i* X‘f‘j
e - Gnrp =047y o
* Zal_]b 261_] J w
i n
= Z‘Sx}b
i=1
« (2n+1 & 2m
1(1 )xﬂ' e T R
Ora a@ntD T en - @nel)
my mj myj
alja(n)b{n) X—{-j )
I §. ( )b(n)XH.

’Sijagn)bj('n)xﬂ X 5 Xit b§n)x+j
i (1) (n) A I 1 .
(n w 1 §;a; b' - n) , (n) Xit
8 )Zlﬁijbj Z I leubj b Z‘EBU J -
= 1= ht
= “’Zaqb(“’ ] 2.8ijb;
i=1 =1
X At j +1), (n+1)
=83 - I N =djja fn )bgn
Z%bgn) Zsij 1 -
=1 i=1 )
] i Zﬁijb_(jn

Portanto estes dois processos sido equivalentes. O segundo processo torna-se mais

vantajoso se pretendermos estimar os parimetros !a-} e {b} ainda que estes
H ]

Dissertagio de mestrado 31




estimadores também se possam obter através do primeiro método. No entanto, em
determinadas situagBes o primeiro processo apresenta mais vantagens, nomeadamente

no que se refere as facilidades de programagiio computacional. Além disso, o segundo

processo normalmente requer mais célculos.

3.5 Ajustamento do modelo

Tal como acontece com os modelos loglineares usuais, o ajustamento do
modelo da quasi-independéncia faz-se através de testes estatisticos. Podemos utilizar o
classico teste do 2, pois a teoria assintotica que lhe serve de base ¢ valida também
sob 0 modelo de quasi-independéncia, seja qual for o esquema de amostragem em

causa (Poisson ou multinomial). Assim sendo, a estatistica de teste sera dada por:

2
o L) .
(i,)) €S my;

Sob a hipdtese nula da Quasi-Independéncia X?*tem uma distribuicao x2

cujo nimero de graus de liberdade é determinado conforme vamos ver a seguir.

Além deste teste pode-se utilizar também o teste de razio de verosimilhangas cuja

estatistica de teste é dada por

X..
Y =2 3 x;log =~ (3.5-2)

{i.p) es m;

Graus de liberdade para a Quasi-Independéncia
No modelo de quasi-independéncia niio podemos aplicar a regra geral de

caleulo do nimero de graus de liberdade para um modelo loglinear nao saturado, que

nos diz simplesmente para calcular a diferenga entre o mimero total de células
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1

estimadas e o numero total de parmetros independentes. Ora, neste modelo
verificamos que o niimero de células estimadas é dado por N; - N; onde N, representa
as I x J células da tabela e N; representa o numero de células que contdm zeros
estruturais. Novamente, consideramos N, = 1+(I-1)+(J-1) parimetros independentes
tal como em modelos ndo saturados para tabelas completas, cuja expressdo ¢ dada por

log mij =+ “l(i) + ”Z(j)' Portanto seguindo a regra de calculo temos g.l. = Ny - N, -

Ns.
3.6 Conectividade e Separabilidade

Quando consideramos a estimagdo de my; numa tabela incompleta sob o
modelo da quasi-independéncia e calculamos o nimero de graus de liberdade a ele
associado, ha situagdes como as que vamos descrever de seguida em que devemos
considerar o subconjunto incompleto S em partes separadas. Para descrever tais
situagdes precisamos de introduzir os conceitos de conectividade e separabilidade,

Numa tabela de contingéncia bidimensional duas células dizem-se associadas
s€ ndo contém zeros estruturais e se estio ou na mesma linha ou na mesma coluna,
Um conjunto de células que ndo contém zeros estruturais diz-se conectado se qualquer
par de células pode ser ligado por uma cadeia de células onde dois quaisquer
membros consecutivos desta cadeia devem estar associados. Finalmente uma tabela
diz-se conectada se o seu conjunto de células que ndo contém zeros estruturais é
conectado. Um tabela incompleta que nio é conectada diz-se separavel, desde que
apos cada permutacdio apropriada de linhas e colunas possamos dividir as células ndo
vazias de uma tabela, no minimo, em duas tabelas separadas (subrectingulos), onde
cada uma das subtabelas ndo tem linha ou coluna comum com outra.

Como exemplo do que acabou de ser referido consideremos a seguinte tabela

incompleta bidimensional 4 x 4
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que se separa em duas subtabelas

Foram efectuados os seguintes movimentos pela ordem indicada:
- troca de 4* com 2° coluna

- troca de 2°* com 4* linha

A vantagem principal da separabilidade é a redugio do numero de graus de
liberdade assim como a possibilidade de estudarmos as novas tabelas resultantes, cujo

calculo dos valores esperados das células se torna também bastante mais simples.

Se tivermos uma tabela incompleta separavel em k rectangulos, o conjunto S
de células ndo vazias é constituido por k subconjuntos disjuntos $1,5.,...,S¢, cada um
dos quais contendo células ndio vazias de um dos k subrectingulos separaveis. Sempre
que os subconjuntos Sv e Sw (v#w), ndo tenham linhas ou colunas comuns, podemos

escrever o modelo da quasi-independéncia 2.1-2 de forma que os valores esperados
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das células de Sv ndo tenham par@metros comuns com os valores esperados de Sw,
Isto quer dizer que temos um modelo de quasi-independéncia para cada um dos

subconjuntos S;,1=1,... k.

Sob os modelos de amostragem que aqui vamos considerar, a fun¢do de
verosimilhanga pode ser escrita como um produto de fungdes cada uma das quais
envolvendo pardmetros de um e um sé dos subconjuntos Sy . Por isso, os estimadores
de maxima verosimilhanga dos valores esperados para um dado subconjunto 8y, sdo

baseados somente nos dados desse subconjunto. Como resultado, tanto para a
estimagdo como para testes, é possivel considerar cada subconjunto (subrectingulo)

da tabela separadamente .
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3.7 Métodos de Estimagdo Directa para a Quasi-Independéncia

No que vimos anteriormente ndo encontramos nenhum método directo para o
calculo dos estimadores de maxima verosimilhanga numa subtabela incompleta S.
Contudo, ha certos tipos de tabelas incompletas onde a configuragio dos zeros
estruturais € tal que, é possivel uma estimag#o directa para as restantes células. Vamos
analisar neste capitulo algumas dessas configuragdes.

Comegamos por descrever duas regras para localizar células nio interactivas
(células que ndo produzem efeito na independéncia ou Quasi-independéncia).
Normalmente o estimador de maxima verosimilhanga para estas células é o proprio
valor observado (frequéncia da célula). Se estas células sdo facilmente localiziveis
entdo podemos remové-las da tabela enquanto analisamos a quasi-independéncia e
recolocamo-las quando a andlise estiver completa, A segunda regra que vamos analisar
fornece um método para decompor algumas tabelas incompletas em subtabelas cujos
estimadores de méxima verosimilhanga podem ser determinados separadamente,
Descreveremos ainda outras duas regras que nos fornecem métodos directos para o
caleulo dos estimadores de maxima verosimilhanca {EMVs) em dois tipos diferentes
de tabelas incompletas.

Através do uso conjunto das quatro regras podemos calcular directamente os
EMVs para todo o tipo de configuragdes de tabelas incompletas. Vamos entfio
descrever as quatro regras.

| No que se segue continuamos a considerar

5 {L S

. onde S ¢ conjunto de células que nio contdm zeros
0, caso confrario J q

estruturais,
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Regra 1{Células isoladas)

Se Bij =1 para alguma célula (ij) mas os restantes Sij da mesma linha ou

coluna sdo todos zeros entdo #,. =x.., uma vez que os EMVs sio unicamente
1 H|

determinados a partir da preservago dos totais marginais. Diz-se que a célula iLp é
ndo interactiva e neste caso simplesmente eliminamos a i-ésima linha (j-ésima coluna) e
continuamos o processo de estimagiio.

Na seguinte tabela bidimensional 3 x 3, a célula (3,3) ¢ isolada

my |Myz (03

My1 My ===

Se eliminarmos a terceira linha a célula (1,3) fica isolada

Iy |Myp |3

Moy {Mp |=----

¢ portanto temos ainda uma célula ndo interactiva que podemos eliminar, Ficamos com

uma tabela bidimensional 2 x 2

m; |2

My |z

Os estimadores de méaxima verosimilhanga das células desta tabela sdo agora
determinados a partir da expressio referida no capitulo 1 quando ¢ ajustado o modelo

de independéncia em tabelas bidimensionais completas.
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Regra 2 (Semiseparabilidade)

Mantel (1970) definiu uma tabela incompleta inseparavel como sendo

semiseparavel se puder ser separada em duas ou mais subtabelas, pela simples

remog¢do de uma linha ou coluna.

Suponhamos agora que uma tabela é semiseparavel pela remogio de uma
coluna, Particionamos esta tabela em conjuntos de linhas em que a cada um
corresponde exactamente uma das subtabelas que resultam da respectiva remogso.
Podemos de seguida estimar os valores esperados das células em cada um destes

subconjuntos de linhas segundo o modelo da quasi-independéncia, da mesma maneira

que fariamos se, apos a eliminagio de colunas vazias, cada conjunto fosse uma tabela

separavel,

Consideremos como exemplo a seguinte tabela bidimensional 5 x 5

ny

2

mgzy

msy;

Mys

M3z | M3y | M35

M43 | My4

Ms3 1Ms4 | Mss

Esta tabela ¢ semiseparavel pois a

duas tabelas separaveis:

myy

My

My

simples elimina¢do da 5* coluna transforma-a em
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M33 | M34

M43 Mgy

Ms3z | Ms4

Vamos analisar as duas subtabelas que resultam do conjunto formado pelas
duas primeiras linhas e do conjunto formado pelas restantes linhas. Ficamos assim com

duas subtabelas reduzidas:

my; jmy; (1)

My [Nl |Mss

ma3 {mye |Mas | (2)

M4z | Nlyg

sy | Msg | Mss

Na tabela (1) mys é uma célula isolada pelo que a eliminagio desta célula
através da regra | transforma esta tabela numa tabela bidimensional 2x2 cujos EMVs
sdo facilmente calculaveis. A tabela (2) admite EMVs usando as regras 3 ou 4 que

vamos descrever a segulir.

B
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Regra 3 (tabelas Bloco-triangular)

Sd0 exemplos de tabelas “bloco-triangular” as seguintes tabelas incompletas:

My M2 M3y Mz |y
My My |Maf.... My; Moy
Mz (M32 [.... |.... M3 [Map |iMN33  |Mag
L2073 ITTVOR T P Mg Myy (M43 My

my; {Myoimys [myy
Mpo|Ma3 (Mg
M3ziMls M3y
. [Mys Ml ﬂ
. JMs3 [Msyg

Chamamos a este tipo de tabela “bloco-triangular” porque as células que nio

contém zeros estruturais depois de permutagdes de linhas e/ou colunas formam um

trifingulo rectingulo com blocos de células alinhadas ao longo da hipotenusa. Por

conveniéncia de notagdo chamamos tabelas “bloco-triangular™ as que tém os seus

zeros estruturais num dos cantos da tabela. No que se segue vamos calcular os EMVs

para um caso particular de tabelas “bloco-triangular”. De um modo geral, uma tabela

bidimensional IxJ, ¢ bloco-triangular se depois da permuta¢do de linhas ou colunas ,

Sij =0 implica 8, =0 para todos k>i el>j.

Vamos agora deduzir os EMVs para uma tabela bidimensional com I linhas e J

colunas, onde I:II +12 +I3 linhase J = Jl +12 +J3 colunas,

Jicolunas I, colunas T; colunas

1, linhas \\\\\\\7//////%
i >>>\\>>\ ) “~

Dissertagdo de mesirado




Os  zeros estruturais ficam nos dois blocos de células completamente

especificados colocando aij =0pardizl +le j2) +],+1 epardizl+I+1 €

j2]1+1.

Recorda-se que, log My = [+ () + H2(j)

Escrevendo os p, na forma multiplicativa,observando o bloco diagonal
1

definido por i =1; +1l +2,., 1 +1, ¢ j=1; +LI} +2,..,7) +J5, € notando que :

2w+ 2 oIy Ty
g m, [15 0™ 12 0 a0

VI B e |
PRy Tl en | 17727172 petpy PR
e 1D 2(1)[ s 212 Mg 2(1)]

51 k21
11;1211232 (3.7-1)
= Im..
il k2 15K
, L+] J+J I+1, +I J+J +J
Visto que 1.2 IZm 1 23 23 (3.7-2)
k=1 I=1 Tt I P B e

podemos escrever os .. para este bloco como fungdes directas dos marginais totais e
1

como se verificam as igualdades:

miy =Xj4 .
_ 0s EMVy sdo dados por
Myj=X4j
& S e i=Itl It j=T+1, 0, (3.7-3)
2. XX
K21 =1 K

Calculamos para os restantes dois blocos diagonais os EMVs usando férmulas
analogas as anteriores. Desde que tenhamos os EMVs dos blocos da diagonal

calculamos de seguida os totais marginais para as restantes células ainda ndo
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estimadas, subtraindo os EMVs dos trés blocos diagonais aos totais marginais
originais e procedendo como se as células ja estimadas fossem zeros estruturais, Isto
deixa-nos com uma pequena tabela bloco triangular (I;+1)x(J,+J) onde as células
com Zeros estruturais ficam completamente especificadas pela

condic;ﬁ,oaij =0 para i:]l +1e j:}l +1 . Procedemos de seguida com a

estimagdo directa para as restantes células efectuando as necessarias alteragSes nos

totais marginais e nas formulas (3.7-1), (3.7-2) e (3.7-3) .

Regra 4 (tabelas com blocos-escada)

Uma tabela incompleta inseparavel diz-se “bloco-escada” se depois de
permutar linhas e colunas, podemos dividir a tabela em conjuntos de linhas e colunas,
cada um dos quais contendo um rectingulo de células nfio nulas e tal que cada
rectdngulo partilhe colunas com os rectingulos imediatamente acima ou abaixo. Os
EMYVs dos valores esperados n3o nulos sio determinados a partir de um modelo de
quasi-independéncia. Quando um dos rectangulos tem somente uma linha ou coluna,
essa linha ou coluna pode ter células isoladas ou a tabela pode ser semiseparavel.

Vamos de seguida deduzir os EMVs conforme Bishop (1975) para uma tabela
‘bloco-escada’ bidimensional com I linhas ¢ J colunas onde I = I;+I,+I5+], e J =

Pt S % o P

J1 colunas J2 colunas J3 colunas J4 colunas

11 l?nhas \N%/////ﬁ
12 l'mhas >\\\\\\\\\\
I3 lfnhas I //////////<
linhes NN
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Em particular vamos deduzir os EMVs para um dos sete blocos de células.
Em primeiro lugar consideramos a zona marcada a quadriculado. Temos i =1, +1
JONNR P % GO I PR P R PR 75 3

Para a célula (i,j) observamos os respectivos produtos dos totais marginais,

L+, +F I +1
2" 3e“+“1(i)+“2(1)][ 1226““’"“1(@*“2(}')] -

Lmoo =
I+ +}] [ =5+ k=1

isto é.,

Ll Ji4+T,+]
xe!-’«“f”ﬂl(i)ﬂiz(j) 1221 22: 3ey'+“1(k)+”'2(l)
k=1 1=J +]

Il+12 Ji+J2 +J3
eH+H1(k) +Ha

m., =
3 L+L, J, 4T, +F
T 271 22: 36“"‘“1(}()“’”“20)

k=1 1=J1 +1

Somando em todas as células (i,j) do bloco vem,

Il+I2 Il+12+J 3

2 mm .
i e 3 L I+ A4
I—Il+1_]——Jl+}2+1 B 1721 [% 3eu+f.t1(k)+}12(1)

i oty S 1

PYININD M T
=L+ =0, 0,41 9
Substituindo em (2.7-5), obtemos os EMVs para as células deste bloco da

seguinte forma:

Il+12 J1+J2+J3
Xj4Xpj X 2

X
k:Il +112J} +Jz +1 K

S AR PEN P PRS P o
2

b XiaX
k=11+11-—-11+12+1 k+%+1

1= Ii +1 ,...,11+Iz J = J1+Jz+l,..., Jﬁ“}z'f'.ﬁ
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Em particular vamos deduzir os EMVs para um dos sete blocos de células.
Em primeiro lugar consideramos a zona marcada a quadriculado. Temos i =1, +1
,...I;'}”Iz > ] = J;_+Jz+1,..., J]"‘J:”’J:;

Para a célula (i,j) observamos os respectivos produtos dos totais marginais,

] ) T4l -+ L+l .
isoé, o [T E T3 R g 152 F R Mg | =
1+ +] 13114_1 k=1
AT PP P e |
=e.u'+f"*1(i)+“2(]) 122 1 2.:2 36H+M](k)+ﬂz(})
k=1 l:Jl+1

Ii+12 31+J2 +f3

+ +
= mj; Z Z e It TH2q) (3.7-4)
k=1 l=J,+1

e, portanto m;,m (3.7-5)

m.. =
i LALI+],+]
17271 22 3eu+ﬂl(k)+f"-2(1)

k=i I=Jl +1

Somando em todas as células (i,j) do bloco vem,

Il+12 Jl+12+J3

2 mjm
i—iali= 1 L, T+ A+
1=l +1 =0+ + _ 17271 22: 33”+”1(k)+“2(1) (3.7-6)
Il Jp+ipHls k=1 1=+
NPONRD M X
Substituindo em (2.7-5), obtemos os EMVs para as células deste bloco da

seguinte forma:

I]+IZ J1+12+J3 J

X1 Xpjl 2 2 X

a +}(k:11+11=11+12+1 kl

iy = (3.7-7)
I Li+ly J1+19+]5

Xk+X+]

2 2
kxII-l-l]:]] +3-2 +1

i= I +1 ,...,Iﬁ‘Ig _] = I;+Jz+1,..., Jl‘f‘jz+.}3
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3.8 Exemplo

Numa escola foram realizadas duas provas numa determinada disciplina. Os
resultados dessas provas foram distribuidos por cinco niveis de classificagdo. O
critério de atribuigiio do nivel a cada aluno foi o seguinte: prevaléncia do nivel mais
elevado. A tabela seguinte representa uma tabela bidimensional incompleta 5 x 5 ,
onde as linhas representam as categorias da variavel; primeira prova e as colunas
representam as categorias da varidvel: segunda prova. Em cada uma das células figura

o nimero de alunos com a combinagio de categorias correspondente.

2*prova

1’prova | cinco | quatro trés dois um total
um 3 2 8 2 3 18
dois 11 7 4 4 — 26
trés 9 10 12 - - 31
quatro 6 2 - S — g
cinco 5 - — —— e 5
total 34 21 24 6 3 88

A disposicio da tabela permite-nos verificar que se trata de uma tabela bloco-
triangular. Estamos em condigdes de aplicar a regra trés.

Naturalmente, pretendemos testar a hipotese de independéncia entre as duas
provas. Logo o modelo a ajustar é dado por: _

logmij =R+ g si=ho,5e j=1,.,5
Vamos calcular os estimadores das frequéncias esperadas conforme a regra 4. Entdo
comegamos pelas células da diagonal onde fhss =5 ¢ s =3, porque sdo células
isoladas e pela regra 1, tém valor esperado igual ao valor observado. Obtemos para as
restantes células da diagonal:

. 8x21
m = =
2788 (24+6+3+5)

336
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o lx24
M35 =88 _(6+3+5+8)

X 26% 6 1
m = =J.
247 88— (3+5+8+3)

De seguida subtraimos aos totais marginais estes valores e obtemos a tabela:

2*prova
1*°prova | cinco | quatro trés dois total
um 3 2 8 2 15
dois 11 7 4 — 22.2
trés 9 10 — i 19.73
quatro 6 ---- -— ———- 4.64
total 29 17.64 12.73 2.2 61.57

Calculamos as estimativas das células da diagonal usando o mesmo raciocinio:

=464 ;

>

myy

Subtraimos novamente aos totais marginais estes valores e obtemos a tabela;

2%prova
1°prova | cinco | quatro trés total
um 3 2 8 12.8
dois 11 7 14,13
trés 9 - 11.44
total 24.36 9.35 4.66 38.37

ﬁ’l32 =829 5 I’fl23 = 8.07 » Iﬁ14 =22

As estimativas da diagonal principal sdo dadas por:
fiz) = 1144 ; gy =593 ; iy = 4.66

Subtraindo estes valores aos totais marginais obtemos a seguinte tabela:

2prova
1"prova | cinco | quatro total
um 3 2 8.14
dois 11 8.2
total 12.92 342 16.34

As estimativas das células da diagonal sdo dadas por: i), =342 ; My =82,

Subtraindo-as aos totais marginais obtemos a seguinte tabela:
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2%prova
1’prova | cinco total
um 3 4.72
total 4,72

Obtemos a {iltima estimativa ;] = 4.72

2'prova

Pprova | cinco | Quatro trés dois um total
um 4.72 3.42 4,66 2.2 3 18
dois 82 | 593 8.07 38 26
trés | 1144 | 829 | 1127 | - 31
guatro 4,64 3.36 S —— —— 2
cinco 5 —-- — S — 5
total 34 21 24 6 3 88

A tabela completa das estimativas das frequéncias esperadas fica assim completa;

O valor da estatistica de teste é dado por X* = 8.71. O nimero de graus de liberdade

¢ dado por g.1 =25 - (1 +4 + 4) - 10 = 6. Considerando o nivel de significincia o, =
0.05 ( o valor do quantil de probabilidade 0.05 do X,(26) = 12.592), verificamos que

ndo podemos rejeitar a hipotese de independéncia entre as duas provas.
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4. Tabelas Incompletas Multidimensionais
4.1 Apresentagdo do modelo

Depois de termos analisado tabelas bidimensionais incompletas, vamos de

seguida analisar tabelas incompletas com dimensiio superior a dois. Concretamente

analisaremos tabelas incompletas tridimenionais.
Consideremos, novamente o conjunto S das células de uma tabela incompleta
I x J x K que é constituido por todas as células que ndo contém zeros estruturais.

Sendo mijk o nOmero esperado de individuos na célula (i,j,k), tem-se
mijk =0 para (1, ,k) ¢S .

Consideramos o modelo loglinear saturado usual;
logmijk =HF gy T HRa T Ragg F Higgy F Mg F Rasgo T Piasgg -(4.1-1)
i=1..0 j=1,.,J k=1, K

para as células de S com as seguintes condigbes:

(23),  _—vys® _vs2) _ - 4.1-2
F4 ) = 235 Mg = Pk Msk) = Fijictiasgie) = .1-2)
Z 8Py = Z 83 Py = Zk: Bk Mgy =0 (4.1-3)
J J 3
L (1,j,k) eS8
com vy = ; 1-4
Ciji {0, (,5.k) &S (4.1-4)
53 _ 1, Sijk =1 para algum k (4.1-5)
1 0, caso contrario
1, 8... =1paraalgum (j,k
523 _ [ Cijic = Prraalgum k) (4.1-6)
! 0, caso contrario
1,8.. =1paraalgumj
5 " “iik ! .17)
: 0, caso contrario
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M _ 1, aijk =1 para algum i

54 (4.1-8)
J 0, caso contrario

6(.13) _ 1, Sijk =1 para algum (1, k) 4.1-9)
i 0, caso contrario

882) _ 1, Sijk =1 para algum (i, ]) (4.1-10)

0, caso contrario

4.2 Separabilidade a trés dimensdes

Antes de passarmos ao desenvolvimento do modelo que acabamos de
enunciar faz aqui sentido retomar o tema da separabilidade em tabelas incompletas.
No caso das tabelas incompletas bidimensionais era relativamente simples lidar com os
conceitos de conectividade e separabilidade pois s6 tinhamos duas dimensdes e um s6
modelo. No que vamos desenvolver a seguir ndo é assim tio simples, uma vez que 0s
conceitos referidos dependem da dimensio da tabela ¢ do modelo a ajustar.

Vamos ilustrar em seguida a separabilidade a trés dimensGes. Para dimensdes
superiores as ideias basicas sfio as mesinas.

Definimos a célula (i,j,k) na tabela I x J x K tendo 1* coordenada i, 2°

coordenada j e 3* coordenada k. Seja D um subconjunto nfo vazio do conjunto de

inteiros {12,3}. Dizemos que duas células sio D-associadas se nio contdm zeros

estruturais e se as suas coordenadas correspondentes ao subconjunto D coincidem.
Dizemos entio que um conjunto de células que nSio contdm zeros estruturais &
(D1,D2,D3) conectado se qualquer célula pode ser ligada a outra por uma cadeia de
células, devendo quaisquer dois membros consecutivos desta cadeia estar D;-
associados, Dr-associados ou Ds-associados. Qualquer conjunto de células que ndo

contém zeros estruturais é (D, D,, D;) separavel se nio é (D, Dy, Ds) - conectado.
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Considerando um conjunto (D;, D,, D) separavel, podemos dividi-lo em
subconjuntos onde cada um € (D,, D., D;) conectado. Mas quando dois destes
subconjuntos sdc combinados deixam de ser conectados. Estes subconjuntos
constituem as chamadas componentes separaveis do conjunto original.

De uma forma geral, qualquer tabela completa € por si prépria separavel, e
pode ser repartida em subtabelas. Entfio o modelo loglinear para a tabela completa

pode ser separado em modelos loglineares paralelos para cada uma das subtabelas.

Portanto uma tabela que por exemplo é ({1,3}, {2}) separavel, quer dizer que o
conjunto das células da tabela que n3o contém zeros estruturais é separado em dois
conjuntos onde no primeiro, considerado qualquer par de células, estas tém a 1% e 3°
coordenadas comuns, enquanto que no segundo conjunto, considerado qualquer par
de células, estas tém a 2° coordenada comum.

Ora neste caso faz sentido que os termos 412, [os © s sejam removidos do
modelo loglinear saturado usual, o que equivale a afirmar que estamos a ajustar um

modelo através de testes estatisticos, cuja hipotese nula é Hy: Bip = Moy =My =0,

Alguns exemplos de separabilidade em tabelas tridimensionais sdo a seguir

apresentados, onde os tragos representam zeros estruturais:

1 [2]
My |Mhze Mizz |-
Maz11 M2z Migpz |~

L

E uma tabela ({1},{2},{3}) separavel e por isso separavel para o modelo

especificado por [y, = [y =y =, =0
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20

M1 |21
Ma1s  |Maa4

ftasa

Esta tabela é tanto ({1,3},{2}) separavel como ({2,3},{1}) separavel , e por
isso separavel para o modelos especificados porpl,, = [y, =L, =0 e por

Wy =Wz =l =0,

30

My [Mizg |- S B M3

Ma211  [M22q S D Maas
Maas SN N P

Esta tabela ¢ ({1,3},{2}) separavel mas ndo € ({2,3},{1}) nem ({1,2}‘{3})

separavel.

4.3 Estimadores de maxima verosimilhanga e graus de liberdade

As condigbes gerais de existéncia dos estimadores de maxima verosimilhanga
n&o sdo muito diferentes do caso bidimensional conforme vamos ver de seguida.

Numa tabela tridimensional Tx J x K sob o modelo loglinear ndo saturado

Ioglnijk =R Ry FHog) TR0 T gy T Haa THag  (4.3-1)

os estimadores de méxima verosimilhanga vdo ser obtidos tomando em conta as

seguintes restrigdes :
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Mk = %k
Mk = %4k

i=1,.,1 j=1,.

4.3.1 Método iterativo de estimacio

proporcional de Deming-Stephan, que desenvolvemos da maneira seguinte;

1. No passo 0, tomamos (0 _ 5 .
jk 7y

L @,5,k) 8
0,€aso contrario

2. No v-ésimo ciclo temos:

(3v-3)

n0v-0 ik N
ijk Z:m.(_3v—3)
K Uk
(3v-2)
m@v-D ik Y4k
ik T GV
T
(3v--1)

Gv) Mk Mivk
Mk " = Z_(“miv—l)
iV

3.3.2 Graus de liberdade

raciocinio semelhante ao caso bidimensional.

(4.3 -2)

Seguindo um caminho - semelhante ao caso bidimensional, calculamos os

estimadores de méaxima verosimilhanca aplicando o método iterativo de ajustamento

(4.3.1-1)

(43.1-2)

3. Continua-se o processo iterativo até atingir a aproximagdo desejada.

A regra de célculo dos graus de liberdade para tabelas incompletas segue um
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Considerando novamente uma tabela tridimensional I x J x K sob o modelo (4.3-1),
procedemos da seguinte forma:

1° - Contamos o nimero de paridmetros independentes estimados - E

2° - Calculamos V=1JK - E

3° - Contamos o nimero de zeros estruturais - Ze

4° - Caleulamos Z, = Z;, +Z,3 +Z;3 onde

212 :

=17-3503)
1 lzjsu

_JR-5vsD
Zy3=JK j%aik
7 —1K-v52)

13~ l)iaik

Zy, Zx e Z)3 representam respectivamente os nGmeros de zeros das configuragdes

N . &
esperadas marginais (7, ={mij+} , Ci3 :{mi_,,k} € Chy ={m+jk}.

Finalmente calculamos o n° de graus de liberdade para o modelo em causa:

GL=V-Zg+Z, (43.2-1)
Além disso, seja

'25523) =1, ZSJ(B) -] e Eagz) =K (4.3.2-2)
i j

porque sendo o modelo (3.3-1) a tabela correspondente tem pelo menos
respectivamente: um par (j,k) em cada linha i, um par (i,k) em cada coluna j e um par

(i) em cada estrato k, correspondente a uma célula que ndo constitui zero

estrutural.

Entdo substituindo em (3.3.2-1) o nimero de graus de liberdade é dado por
A-DI-DE~D=Zg +(Z1g +Zp +Z43) (4.3.2-3)

Se a2 mesma tabela é inseparavel para o modelo Bip =g = 0 .entio efectuando

novamente a substituigdo em (3.3.2-1) o nimero de graus de liberdade é dado por

KA-DU-D-Z +(Z13 +Zo3 + Zy3) (4.3.2-4)
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Se ha um estrato nulo na tabela devemos adicionar um grau de liberdade a (4.3.2-3) e
(4.3.2-4). Por outro lado, se hi uma linha vazia na tabela, adicionamos um grau de

liberdade a (4.3.2-3) mas ndo a (4.3.2-4).

4.4 Exemplo

Para ilustrar o que acabamos de desenvolver vamos considerar a seguinte

tabela apresentada no 3° exemplo da pagina 50:

My (D Mmix |- - Mya3
man Mz21 Moz |- B8 | e M3z
""""""""""""" M332 =~==—= 11333

Para este caso observamos uma tabel{1 3}, {2})-separével para o modelo:
log myj = [+ Ky + Magj) + Hagk) + R13(ik)
Para este modelo o nimero de zeros na configuragio marginal esperada
* - . _ - o~ .
C13 = {mi+k} é Zl 3 =0, ehd Z_=14 zeros estruturais. Se ndo considerarmos a
separabilidade da tabela o niimero de graus de liberdade ¢ dado por:
UK - Zg —[1+(T =D+ =D+ K1)+ - K - -2Z5]=2 (4.4-1)

Ha, no entanto, duas componentes separaveis da tabela para este modelo:

i M2 M2 My | | |- mya3

Ma11 | Mg My Mgy I e M3

M3y Ma3y Ma33
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A primeira componente é uma tabela completa 2 x 2 x 2 e tem trés graus de
liberdade. Pois, considerando para esta componente o modelo

log mijic = 1+ gy + Moy + Kak) + R13ik) »

1i=12j=12 k=12
verificamos que o niimero de graus de liberdade é dado por gl =1.7 . K-(1+(-
D@D+ E&-D+@-1D)K1) =3 (1=2, I=2,K=2).
A segunda componente ¢ bidimensional e tem zero graus de liberdade, uma vez que

i3 € o termo de interacgdo para a tabela bidimensional. Pois, considerando o mesmo

modelo, o nimero de graus de liberdade é zero porque observando a seguinte tabela:

Pardmetros Numero de parimetros
independentes
[ 1
H1gi) 2
H3k) 2
H13(ik) 0

verificamos que o numero total de parimetros independentes é 5. Logogl.=9-5-4

Portanto o miimero total de graus de liberdade ¢ 3 + 0 =3 e nio 2.
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4.5 Ajustamento do modelo

O ajustamento do modelo deve sempre tomar em consideragdio as
caracteristicas da tabela de forma que ao estudarmos a sua separabilidade, poderemos
numa primeira fase tentar ajustar um determinado modelo.

Sendo a tabela separavel em componentes a anélise do modelo ¢ feita em duas
fases distintas: analise da primeira componente e depois a anélise da segunda
componente, '

Retomando o exemplo anterior 3.4, temos em analise duas tabelas: uma tabela
tridimensional completa 2 x 2 x 2 e uma tabela bidimensional 3 x 3 incompleta com
quatro zeros estruturais.

O modelo a ajustar na primeira tabela ¢ dado por:
log mge = p+pyg) +Hogj) + Hagk) + Hi3gik)
i=12 j=12 k=12
A hipdtese a testar neste modelo é Hy: 11 = py3 = Pyz3 = 0. Temos em causa um

modelo de independéncia parcial entre as duas variaveis ( variavel de niveis i, variavel
de niveis k) e a varidvel de niveis j. Neste caso os estimadores das frequéncias

esperadas sdo obtidos de forma directa através da formula:

N XitkXtj+
B ==

O modelo a ajustar 4 segunda tabela ¢ dado por:
log myjie = p+ Gy + Magj) + Hagk) + B3k
i=123 j=3 k=123
Trata-se neste caso de um modelo loglinear saturado para uma tabela bidimensional.
Os estimadores das frequéncias esperadas sio dados por:
33 = X134 5 Moay =Xp34 5 gz =Xy3y 5 gz =xp3
333 = N-flyz; ~fgzs ou figys = N—figy; - figg,.
Os quatro primeiros estimadores so obtidos & custa dos totais marginais, uma vez

que na tabela existem quatro zeros estruturais. Depois de calculados os estimadores

Dissertacdo de mestrado 35




para as duas tabelas calculamos a estatistica X° que segue uma distribui¢o x2 com

trés graus de liberdade.
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CAPITULO 111

Modelos loglineares para variaveis ordinais

1. Introdugéo

Os modelos loglineares usuais tratam todas as variaveis como se estas fossem
nominais. No entanto, por vezes, deparamos com situagdes onde as categorias de
algumas dessas varidveis estdo naturalmente ordenadas em consonéncia com alguma
escala subjacente. O modelo loglinear ndo consegue traduzir concisamente a
informagio contida nestas varidveis e na relagio entre as suas categorias. Isto, devido
a falta de flexibilidade adequada para descrever associagdes e interacgdes inerentes 4
natureza ordinal das variaveis.

Neste capitulo consideraremos, de uma forma introdutéria, alguns modelos
para tabelas bidimensionais e tridimensionais que exploram a ordem das variaveis
atraves da atribuigdo de ‘scores ’ &s respectivas categorias. Este processo de
ordenaglio quantitativa das varidveis objectiva explicitar uma escala intervalar
subjacente, com os ‘scores” escolhidos reflectindo distdncias assumidas entre pontos
médios nessa escala.

Na prética a escolha dos ‘scores’ é feita na perspectiva da simplificagdo da

interpretagio do modelo para a descrigio dos dados ordinais, por isso & usual
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escolher para os ‘scores’, inteiros definidos pelos préprios indices das categorias

ordenados de forma crescente.

No que se segue, analisaremos teoricamente o ajustamento de modelos
loglineares a tabelas bidimensionais e de seguida a tabelas tridimensionais conforme

Agresti(1984).

2, Tabelas bidimensionais

No caso das tabelas bidimensionais, vamos abordar duas situagdes: (a;) uma
varigvel ¢ ordinal e a outra é nominal e 6} as duas varidveis sio ordinais.

Consideramos novamente o modelo loglinear saturado definido por:

logmij =HA Mgy g TRypg , i=5.,0 j=1,..0 (2-1)

(1) Consideremos o caso de uma tabela bidimensional I x J onde uma das
variaveis X ou Y, é ordinal. Comecemos por considerar Y ordinal e designemos por

{vj}os ‘scores’ atribuidos s suas categorias. Normalmente consideram-se {vj}

inteiros e orcenados de forma que v, <v, <..<V,, para reflectir a ordem das
colunas.

No modelo loglinear saturado o termo de interacgdo de 1° ordem engloba
(I1-1(J ~1) parametros independentes, que se designam por M1 - Vamos tomar em
consideragiio este termo para reflectir a natureza ordinal de Y, traduzindo-o da

seguinte forma; Kz =T (Vj ~V)

2.,
i

onde V= € 1T; sdo pardmetros relacionados com as categorias de X,

satisfazendo Z T; = 0. Obtemos assim o modelo loglinear

1
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com Z“’l(i) xZP‘zu) 22’5 =0.
i j i

Este modelo possui (I-1)(J-2) graus de liberdade pois o mimero de pardmetros
independentes € 1+ (I-1) + (J-1) + (I-1) = 1 + 2(I-1) + (J-1) e por isso o nGmero total
de graus de liberdade associado ao modelo € dado por:

gl =LI-[1+20-D+(-D]=aA-D@F~-2) .
Portanto, possui menos (I-1)(J-2) pardmetros independentes que o modelo loglinear

saturado e mais (I-1) pardmetros independentes que o modelo de independéncia.

Os {Ti} representam parametros adicionais que estdo ligados directamente

aos efeitos linha. Por isso se designa este modelo panodelo de efeitos de linha
Explicitando para uma linha particular i, o desvio do log(m;) face ao modelo

de independéncia é uma funcio linear de Y com declive t,, pois considerando o
modelo de independéncia definido por:

logmj; = p+pyiy +loG) =115 j=1..]
¢ 0 modelo de efeitos de linha definido por:

logmy =P+, + il +T,(v, —V) i=1..0;j=1..]
o desvio do log(m;) é dado por d = 1;(v i — V) que constitui uma fungdo linear de Y
uma vez que esta expressdo € dependente dos seus scores centrados. Se 1,> 0, a
probabilidade de classificar um elemento da linha i em categorias acima de ¥ tem um
valor ao que teria no caso das varidveis serem independentes.

Para compreendermos claramente este modelo teremos de interpretar os
pardmetros ;. Consideremos um par arbitrario de linhas (a,b) com a <b e um par
arbitrario de colunas (c,d) com ¢ < d, entdo estes pardmetros T, podem ser estimados

a partir de: log(%] = (%b *'Ea)("d —Vc) (2-3)
ad- C
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Consideremos agora o caso em que a varidvel X das linhas ¢ ordinal. Sejam

{?\.i} os ‘scores’ atribuidos as categorias de X. O modelo fica entdo:

logmy; = p+pygy +Rogj) +T5(A —A) i=1,.0; j=1,.0 (2-4)

Este modelo é designado por modelo de efeitos de coluna, cuja andlise € anéloga 4 do

modelo anterior efectuando a troca de linhas por colunas.

(a2) Por ultimo consideremos o caso em que ambas as variaveis X e Y sdo

ordinais. Naturalmente vamos impdr uma estrutura diferente ao termo de interacgio
de primeira ordem p,,,. Com efeito, sejam {?Li} e {V j} os ‘scores’ associados as

categorias de X e Y. Sabemos, através do modelo de efeitos de linha, que o desvio da
independéncia é uma fungdo linear de Y para X fixo e, através do modelo de efeitos de
coluna, que o desvio da independéncia é uma fungo linear de X para Y fixo. Ligando

estes dois aspectos obtemos o seguinte modelo:
logmy = gy + g B ~A)v, = V) i=10 j=1,.0  (2-5)

onde Z Ky = Z By =0 . Relativamente ao modelo loglinear saturado o termo de
i i

interacgfio pyy(jj) € substituido por B(?\.i - m?C)(v i V) .

Este modelo designa-se por modelo de associagdo linear por linear. Ele tem

apenas mais um pardmetro independente (B) que o modelo de independéncia. Assim o
nimero de graus de liberdade associado 6 (I-1)(J-1)-1 =1J-1-7.

O parimetro B designa-se por parfimetro de associagio entre X e Y. Se p > 0,
as frequéncias esperadas das células do canto superior esquerdo da tabela e inferior
direito da mesma, sdo maiores do que seriam se X e Y fossem independentes.

Tal como no caso anterior € necessirio compreender o significado do

pardmetro 3. Consideremos um par arbitrario de linhas (a,b) com a < b ¢ um par
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arbitrario de colunas (c,d) com ¢ < d, entfio este pardmetro pode ser estimado a partir

de: log(ﬁj =B(Ap —2a)(va - vo) (2-6)

2.1 Estimagio do modelo

Infelizmente néo ha um método directo para o calculo dos EMVs {ﬁlij} de

{mi.} no modelo anterior. Sob as condiges normais de amostragem, os estimadores

satisfazem as equagdes de maxima verosimithanga :

ﬁll_{_ mXi+,i=1,...,I
rh+j:x+j,j=1,_,,,;[ (2.1-1)

XN RN

As duas primeiras equagdes indicam que {rﬁu} tém os mesmos totais linha e

m.
X- -
Y &~ —- Y representam os estimadores
LTI

coluna que os {Xij}‘ Sabemos que Pjj =3 !
n

da probabilidade Tjj para os dados observados e segundo o modelo de associagio

linear por linear, respectivamente. Entio a terceira equagdo de méaxima verosimilhanga

ode ser expressa por A .
P pressa p Z% Vi = %2}3 ViP5

Para o calculo destes estimadores Goodman (1979) fornece uma solugio
iterativa usando uma aplicagfio unidimensional do método de Newton-Raphson. Um
método alternativo ¢ seguido como uma aplicagfio do corolario 2 do teorema 1 de

Darroch and Ratcliff (1972) . Este tltimo ¢ o que aqui vamos aplicar.

Para o modelo de associagdo linear por linear um ciclo simples tem trés

passos . Se mi(jt) representa uma aproximagio de ., num certo estadio, entfo os trés
1

Disseriacio de mestrado 61




passos séo (para todo i e j)

(D | Xiy ]m(_t)
ij

(D) | 2.1-2
M ( )
S(t+2) L K+ LD
My T T (M
m_'_j
AV 1-A3v'
Z?\.;Vi;xab ! Z(l - sz;)xab !
i+ | _(ab) {a,b) ~ (1+2)
ij . * % . ({42 . * ®Y . (1+2) |
Z;\'avbmgb ) Z(l_lavb)mab
(a,b) (a,b)

* *) ] ]
onde {?Li}e {vj} sdo reescalonamentos lineares dos scores linha e coluna que

. - * . .
satisfazem as condi¢Bes 0$3\: <1 e 0<vy<]1. Para scores inteiros {li:j}e

{v.= J}, no terceiro passo podemos tomar ¥ 2% R VJ".‘ =%;;i' Este método &
j - -

relativamente simples, mas o processo de convergéncia pode ser bastante lento. Para
grandes tabelas pode levar algumas centenas de ciclos até se atingir a convergéncia

adequada.

Para o0 modelo de efeitos linha dado pela expressio;

logm, = Wty F o + (v = V) i=1,.01; j=1,.]
os estimadores das frequéncias esperadas deverdo satisfazer as seguintes equagbes de
verosimithanga:

Ii’li_‘_ = x1+ Py i= 1,..,,:[

ﬁl.,.j =X4j > j=Lud (2.1-3)

Zvjﬁllj = ZVinj » i= 1,...,I

] ]

Tal como no modelo anterior nfo existe uma estimagdo directa, por isso, usa-se

novamente o metodo iterativo sugerido por Darroch e Ractclif{1972).

Vamos aqui, ilustrar a aplicagio deste método para este modelo,
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Para tabelas bidimensionais temos o seguinte desenvolvimento.
Consideremos k conjuntos de restrigdes onde o I-ésimo conjunto tem a

seguinte forma:

Zza’S(lj)mlj = hgl) » 85 19‘“3 d(t) (21-4)
d(ly d(l) " |
onde Zas(m =1, a0 =1 e ally >0, ¥ >0
s=1
d(ty ) 1 (ty) s(u)
se @D _ 4 ® hg -
Define-se i fhj; H [hgtk t)] 820 (2.1-5)

r v e . . E A~ t
onde tx € o resto da divisdo inteira de t pork e hgl’t) =>> ag(ij)mf] )
Vamos ilustrar este método usando o modelo de efeitos de linha.
O primeiro conjunto de restrigBes representa o primeiro conjunto de equagdes

de maxima verosimilhanga e define-se por:

Zzas(ij)mlj = h(l) =1,..,1 (2.1-6)
onde a{)y =1,i=s,j=1,.,1 e h) =x,.

= 0, caso contrario

Ha d(1) = I equagGes neste primeiro conjunto.

O segundo conjunto de equagdes de verosimilhanga é expresso a partir de:

2
Zzag(l‘)])mlj = hg 2) =17 (2.1-7)

onde aly =1,j=s,i=1,.,1 e h® =x,

= 0, caso contrario

Ha d(2Z) = J equagdes neste segundo conjunto.
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O terceiro conjunto de equagdes de verosimilhanga é expresso a partir de:

3 3) =
Zzag(l?])mlj - hg ) » 5= 17‘--31 (21-8)
IJ

= 0, caso contrario

Os {Vj} sdo reescalonamentos lineares dos {vj}no intervalo  [0,1]. Como

Zas(u) =1 e Zh§3) =X,4 , adicionamos ao terceiro conjunto de equagdes, 1

equagdes € obtemos a seguinte expressio:

Zz_a%m =¥ | s=m1,., 2 (2.19)
ij

onde agg%) = lhv? ,i=s-1 , j=1.,1] e h§3) = szj(] - vj)
i
= 0 , caso contrario
Ha neste terceiro conjunto d(3) = 21 equagdes.
Substituindo estas expressdes em (2.1-5), obtemos as trés seguintes

expressdes que constitem um ciclo.

S (D) | Rit o (1)
T —[A(t)Jmij
m;j

42 _ A (TS
1y =1L e+D | M (2.1-10)
m+j
* v; Imvj
) ZVinb %(l Vb) (t+2)
mi — = - (1+2) - (1+2) -
ZV My, (1 )

b
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« b=l j-1
onde Vb-—-m € Vj—_”'“_l.

3. Tabelas Tridimensionais

Os modelos anteriormente analisados para tabelas bidimensionais podem ser
generalizados a tabelas com dimensio superior. Vamos ilustrar esta situagio através
da analise de tabelas tridimensionais I x J x K.

Consideramos uma tabela tridimensional I x J x K, cujas frequéncias

esperadas designamos por m

O modelo loglinear saturado usual ¢ dado por:
IOgmijk: KRy FHag + e + Mz T B T Hagn + plB(ijk)

i=1,..I j=L.,J k=1.K

Nos modelos que vamos desenvolver a seguir temos uma ou mais varidveis
ordinais. Os termos de interacgio do modelo usual sio substituidos por termos
constituidos por pardmetros relacionados com as categorias da(s) variaveis e com os

“scores” que reflectem a natureza ordinal das variaveis.

No que se segue iremos analisar os modelos a ajustar aos diferentes tipos de
tabelas que correspondem respectivamente, ds situagBes: trés varidveis ordinais
(“ordinal x ordinal x ordinal”), duas varidveis ordinais ¢ uma nominal (“ordinal x
ordinal x nominal) e uma variavel ordinal e duas varidveis nominais (“ordinal x

nominal x nominal™),
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3.1 Modelo “ordinal x ordinal x ordinal”

Comegamos pelo tabela em que todas as varidveis X, Y € Z sfio ordinais.
Designamos os “scores” das varidveis X, Y e Z, respectivamente por {?Li}, {v J.} e

{9 X } sempre ordenados de forma crescente .

Uma generalizagio do modelo de independéncia mitua entre as variaveis X,

Y e Z, onde para cada par de variaveis se utiliza a sua natureza ordinal, é dada por:

logmy, = pu+py, + Hagy + Hagy + B (7“1' —X)(Vj _V) (3.1-1)

+B13(hi ~ )0y - 6) +323(Vj ‘V)(ek -8)

i=1,.., j=1L..J k=1,.K

Os parimetros B2, Bis € By reflectem as interacgdes entre as variaveis
(XY) , (XZ) e (Y,Z) respectivamente. Este modelo tem mais trés par@metros
independentes que o modelo de independéncia miitua pois o seu nimero de graus de
liberdade ¢ dadopor gl =IJK-(1+(-)+J-)+(K-1)+3)=1JK-1-J-K-1,
Tal cofno em tabelas bidimensionais, o desvio dos log my, da independéncia
€, respectivamente, uma fungdo linear de X uma vez fixadas as variaveis Y e Z, uma

fungfo linear de Y uma vez fixadas as varidveis X e Z e uma fungdo linear de Z uma

vez fixadas as variaveis X e Y.

Os pardmetros Bz, Bis € B2 sdo estimados a partir de

~ MMy 41k
Bra(Ris1 —li)(VM - Vj)= 108( > -
mj j+1,kMi+]1,§k

ﬁi3(li+1 “ki)(ekﬂ —Gk) = 108[ fnijkfﬁi+1,j,k+1 } (3.1-2)

My 1cr1 Mg, jk

~ M1 41 k41
523(\/- —v-)(@ -9 )=Io ”
JH1 TV iAYee1 — Y B = -
m; i k+1M j+1.k
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Os estimadores ;i das frequéncias esperadas sdo determinados a partir das seguintes

equagdes de verosimilhanga conforme é sugerido por Agresti(1984):

Zzlivjﬁliﬁ = 22 2NV Xy

i i

DY NI 3 3 W I (3.1-3)
ik ik

2.2,V By = 2.2V 0KX ik
ik ik

3.2 Modelo “nominal x ordinal x ordinal”

Consideremos a tabela em que a variavel X é nominal e as restantes Y e Z sio

ordinais. O modelo neste caso define-se por:

logmy, = [+ Ly + Wy + Ry + ti”(vj —V)+ z?(ek —5)+ [323(vj —v)(ek Jé)

onde Z!im) - Z“‘zu’) = ;“3&) = ZT:2 = Zﬁm =0 (3.2-1)
1 H i i

O mimero de graus de liberdade deste modelo é dado por

gl =LIK-(1+(-1)+(-1)+K-1) + (I-1) + (1) + 1) = LK 31 - T - K + 3

Os pardmetros {1}2}representam os efeitos da varidvel X na associagfio (X,Y)

que sdo homogéneos ao longo dos niveis da variavel Z. Os pardmetros
13 . . . o o~ ’

{1:,. }representam os efeitos da varidvel Z na associagio (X,Z) que sdo homogéneos

ao longo dos niveis da variavel Y,
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Os parimetros B,3 , 'ci12 , "ciB estimam-se a partir de:

N Wik My 11 k41
B23(Vj+l —Vj)(9k+1 —9k):108[ = J

My 4 1,kcM jk+1

Bl Bl 1 s
212 ~12Y0 0 YL ijk+1 41k )
(‘ci+1 ~T; )(V_H_] VJ)_log[ﬁ*iﬂjkfﬁi ik (3.2-2)

. . g B4 5 k1
(Tilil_'cils)(ekﬂ—ek):k’g e
. Miy1,j,kM jk+1

Também neste modelo Agresti(1984) sugere que os estimadores mjji das

frequéncias esperadas sejam determinados a partir das seguintes equagdes de
verosimilhanca:

Zvjﬁ]ij+ = ZVinj+ Si=1,.,1

j i

2.2V iBrh i = 2.2V PiX g ik (3.2-3)
J k jk

2Oty = 20Xk Ji=1,1

k k

3.3 Modelo “nominal x nominal x ordinal”

Consideremos X e Y duas varidveis nominais e 7 a variavel ordinal, Deste
modo temos o seguinte modelo:

logmijk = HA gy F g+ May T Higg;) +Ti13(ek "5)'*‘ T?S(ek “‘6)
i=L.,1 j=1,.0 k=1 K (3.3-1)

onde Z“’](i) = ;“2(1‘) = Zk:f"ﬂ(k) = Z‘ciﬁ = ;’C? = Zplz(ij) = ;Hu(ij) =0.

Os termos { uu(ﬁ)} representam a associagdo entre as varidveis nominais X e

a 3 . . .y
Y. Os parimetros {‘c h 3} e { ’cj:‘-Z } Tepresentam respectivamente os efeitos da varigvel
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Z na associagdo (X,Z) que sdo homogéneos ao longo dos niveis de Y e os efeitos da

variavel Y na associagdo (Y,Z) que sio homogéneos ao longo dos niveis de X.

Os pardmetros 1%3 e 112-3 estimam-se a partir de

A13 13 _ jkM™+l 3 k+1
(tiﬂ T )(BRH ) ek) B log[fhﬂlj KM bk+1 G52

. . Wil 41 k+1
("323«1 - T%S)(ekﬂ ~0y) = 10%[ e ]
Mj j+1kMi jk+1

Novamente para este modelo Agresti(1984) sugere que os
estimadores iy das frequéncias esperadas sejam determinados a partir das seguintes
equacdes de verosimilhanga:

My = Xije V=L, T, =17

20kt = 2 0xcxipp Li=1,.,1 (3.3-3)
k k

Zekrh+jk = Zekx+jk ,j = 1,..,, J

k k

A seguinte tabela apresenta de uma forma sumaria os modelos aqui
apresentados para tabelas tridimensionais.

Varidveis termos de associagio graus de liberdade
ordinais XY) (X,Z) (Y,2)

XY, 2 {312(7\':' —X)(Vj _T’) BIB(?\‘E - X)(ek - 6) B23(Vj - V)(ek —6) LIK-I-J-K-1

Y,Z 12 (Vj _ v) Tila (ek _ ’é‘) 323(‘,1_ _ ""v“)(ﬂk _ 'é“) LIX -31-J-K+3

Hizgipy ’C:3 (ek — 5) T zj (9 - é"‘) LIK-~LJ-I-J-K+3

Todos os modelos apresentados neste capitulo sugerem um tratamento mais

aprofundado pois simplesmente foi feita uma abordagem bastante sumaria.
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