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Resumo

Descreve-se aqui a implementagdo de um método de refinamento de
valores préprios, com qualquer multiplicidade algébrica, de operadores
lineares ( integrais ou diferenciais ) compactos definidos em espagos de
Banach.

O método de refinamento utilizado é baseado no desenvolvimento em
séries de perturbagao e foi anteriormente tratado em trabalhos de Ahues [ 1],
d'Almeida [4], Chatelin [10] e Lemordant [18].

Salienta-se, a adaptacdo do método para valores préprios com
multiplicidade algébrica maior do que um, pois, esta generalizagdo envolve
pormenores de programagao que diferem dos do caso de multiplicidade um.

Faz-se uma breve descrigéo tedrica para apresentar e justificar as opgdes
correspondentes do programa.

Mostra-se a eficacia do programa com aplicagdo a véarios exemplos

concretos da literatura especifica.



Abstract

The implementation of a refinement method to evaluate the eigenvalues,
with arbitrary algebraic multiplicity, of compact linear operators ( integral or
differencial ) defined in a Banach space is described.

The method used is based on the perturbation series development. It has
been studied by various authors namely Ahues [ 1 ], d'Almeida [ 4], Chatelin
[10] and Lemordant [18].

The extension to multiplicity greater than one is emphasized. In this case the
implementation envolves some details that differ from the case of multiplicity
one.

A short theoretical description is presented to justify the program used.

The efficiency of the program is shown by testing various examples known

from the literature.



NOTACOES

a = conjugado do nimero complexo o

C[a,b] =classe das fungdes continuas no intervalo [a,b]

CP[a,b] = classe das fungbes de C[a, b ] com derivada de ordem p
continuaem [a,b]

ML = complemento ortogonal de M

dim M = dimensé&o algébrica do espago M

(A)jj—elemento i,j damatriz A

A-1 = matriz inversa de uma matriz quadrada A

AT — matriz transposta de uma matriz A

AH — matriz transposta conjugada de uma matriz A

det A = determinante de uma matriz quadrada A

I = matriz identidade de ordem n

[| . [lx=normaem X (sendo X um espago de Banach)

(Xn)ne N — Sucesséo de termo geral xp

Th = T= (Tp)hen converge para T de modo pontual

Th 5T - (Th)neN converge para T de modo uniforme

T, ST- (Th)neNy converge para T de modo colectivamente compacto
Ker T =nucleo (ou ' kernel ') do operador linear T

Dom T = dominio do operador linear T

T|g = restrigdo do operador T ao conjunto BC DomT

L (X,Y) = espacgo dos operadores lineares continuos com dominio X e
valoresem Y

1x = operador identidade do espago X

X* = espago adjunto do espago X

lim = limite de uma fungdo ou de uma sucesséao



sse —se e s se
.>>. = muito maior do que

.<<. = muito menor do que
min f(x) — valor minimo de f em A
Tea&‘ f(x) = valor maximode f em A

JInf #(x) = maior dos limites inferiores do conjunto  f(A)

SUE f(x) = menor dos limites superiores do conjunto f(A)
Xe

g-)fz-» derivada da fungdo f emordema x

f', £ (N) = primeira derivada e derivada de ordem n da fungdo f

g*f)-(- = derivada parcial da fungdo f emordema x
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Capitulo Um : Introdugéo



A presente dissertagdo surge como centinuagéio do trabalho da tese de
doutoramento de Filomena d'Almeida [ 4 1, referente ao refinamento de
valores proprios e vectores proprios.

Este problema tem vindo a ser estudado mais intensamente desde os anos
80, embora 0 método de refinamento baseado nas séries de perturbagéo,
proposto por Chatelin que aqui é particularmente estudado, tenha origem no
trabalho de Kato [ 17 ] que é anterior.

Nos trabalhos de Ahues [ 1], Ahueseal. [2], d'Almeida [ 4] e Chatelin
[ 10 ] sé&o propostas e estudadas outras férmulas de refinamento baseadas
na correcgéo do residuo.

Em qualquer dos trabalhos referidos e também em Lemordant [ 18 ], sdo
dadas indicagbes sobre a aplicabilidade ao caso em que os valores préprios
tém multiplicidade algébrica maior do que um , embora os exemplos tratados
sejam com valores préprios de multiplicidade algébrica igual a um .

Os trabalhos de Ahues e al. [ 3] e d'Almeida [ 6 ], referem mais
especificamente as adaptagbes ao caso de valores proprios multiplos, em
Ahues e al. [ 3] para as férmulas de refinamento baseadas na correcgéo do
residuo e, em d'Almeida [ 6 ], para o caso de refinamento por séries de
perturbag&o, mas sem implementagdo numérica.

Em d'Aimeida [ 4] descreve-se, entre outros, um programa para o método
de refinamento por séries de perturbagdo para valores préprios de
multiplicidade um . O objectivo fundamental da presente dissertagdo é
generaliza-lo ao caso de valores préprios de multiplicidade ma , o que
implica a compreenséo aprofundada do método em causa e do programa
referido. Esta generalizagdo ndo é tdo directa como poderia parecer a
primeira vista, porque no caso da multiplicidade ser um ha muitas
simplificagbes das férmulas de refinamento, que foram usadas no programa

de d'Almeida [ 4] e que nao podem ser mantidas aqui.




Este problema deve ter como caso particular o da multiplicidade ma ser
1 e, por isso, foram testados também os exemplos de d'Almeida [ 4], para
ver se, apos as alteragdes introduzidas, ainda funciona no caso particular da

multiplicidade ser 1.

Assim, propomo - nos resolver o problema de valores préprios (1) :
To=Xro¢
onde :
T é um operador linear compacto, continuo, definido num espago de
Banach B, sobre o corpo complexo ¢ ;
¢e B\{0} éumvectorprépriode T associadoa A;:

Ae € ¢éumvalorpréprio de T, com multiplicidade algébrica ma .

A sua resolugéo é conseguida pela discretizagdo do operador T num
espago de dimens&o finita Bp pela resolugdo do correspondente problema
matricial de valores préprios (2) :

TAUN up = Apup ,
onde :
TAUN ¢é uma matriz de ordem n, que representa uma aproximagao
de T num espago de dimenséo finita B, C B :
une €M\ {0}, é um vector préprio de TAUN associadoa An;
Ane €, é um valor préprio de  TAUN com multiplicidade ma.

De notar que para n suficientemente grande, temos a garantia ( ver

capitulo 1 ou d'’Aimeida [4] ou Chatelin [ 10]) que a solugdo do problema

(2) tende paraado problema (1).

Os métodos de refinamento surgem como alternativa aos métodos de

discretizagéo. Estes Ultimos consistem em discretizar o operador T e




resolver o problema de valores préprios matricial correspondente. Caso a
solugéo obtida ainda n&o tenha um erro inferior & tolerancia pretendida, tem
de se fazer uma nova discretizagdo mais fina, isto é, para um valor de n
maior.

Os metodos de refinamento partem de uma solugéo , A, , up , obtida através
de um problema matricial de valores préprios com n pequeno. Por meio de
um processo iterativo, a solugdo vai sendo melhorada até ser obtida com a
precisdo imposta. Consegue-se, assim, uma solugéo correspondente a que
seria obtida por meio de uma discretizagio para um maior valor de n . Desta
forma, evita - se a resolugdo de um problema matricial de valores préprios de
grande dimens&o, sendo apenas usada a matriz de discretizagio mais fina

para efectuar multiplicag6es por vectores.

O desenvolvimento deste trabalho esta feito da maneira seguinte :

No Capitulo 2 sintetizam-se os conceitos teéricos fundamentais, para um
melhor entendimento do problema a tratar. Explica-se este problema e

descrevem-se alguns dos métodos possiveis para a sua resolugo.

No Capitulo 3 apresentam-se e discutem-se diversos exemplos com os
quais se pretende demonstrar a eficiéncia do método de refinamento
utilizado. Em quase todos os exemplos estudados sdo ja conhecidos os
valores tedricos dos elementos préprios, 0 que permite ilustrar a variagao do
numero de iterages com os pardmetros de controlo do erro. Por outro lado,

fazem-se testes para dois valores distintosde n: n=10 e n=12.

No Capitulo 4 descrevem-se sucintamente as diversas componentes do

programa utilizado : BOUQSL , comegando por se apresentar um esquema




de descrigéo deste, no qual se visualisam as interacgdes entre os varios
subprogramas. Faz - se ainda uma referéncia especial aos subprogramas
CHAFNY , SIGMAN e PNX , por constituirem a base do método de

refinamento utilizado.

No Capitulo 5 resumem-se as conclusdes sobre os resultados obtidos.
Estes s&do ainda comparados com os de outro autor : d'Almeida [4]. -

Apontam - se,também, alguns problemas deixados em aberto.

No Apéndice A apresentam-se os quadros exaustivos com os resultados
completos, obtidos para cada um dos exemplos escolhidos. Em cada um dos
referidos quadros acrescenta-se uma breve descrigdo do comportamento do

método iterativo.




Capltulo Dois : Preliminares



1. Algumas definigbes e resultados ™

1.1. Algebra Linear

Seja A uma matriz real ou complexa de ordem n.
A Tracode umamatriz A: tr A , é a soma dos elementos da diagonal
principal dessa matriz .

A Umamatriz A diz-se singular sse detA = 0.

Consideremos o problema de valores préprios :
Encontrar Ae € ,com ¢e C"\{0}, tal que :
Ad=r0.
A ) é chamado valor prépriode A; ¢ é um vector préprio de A
associado ao valor préprio A; A e ¢ sdo os elementos préprios de A .
A Polindmio caracteristico: m (L) =det(A-AI).
¢ Le € éumvalorprépriode A sseamatriz A-AI é singular.
Logo qualquer valor préprio A de A é uma raiz do polinémio

caracteristico.

Seja A um valor propriode AH :entdo existe y#0 talque:
Ay =1y,
onde y éum vector prépriode AH associadoa A ,ou seja,
yHA =2y,
Nestas condigbes, y chama-se vector préprio & esquerda de A associado
a A.

(*) Neste capitulo as definigdes serdo assinaladas com A e os resultados com .




»

A Multiplicidade algébrica de um valor préprio A, ma , é a

multiplicidade de A como raiz do polinémio caracteristico.

A Espaco proprio : Ex , é o conjunto dos vectores préprios
associados ao valor préprio A e do vector nulo, isto é,

Ex=ker(A-AI)={xe C":(A-AI)x=0}.

A Multiplicidade geométrica de um valor préprio A : mg , é a
dimenséo do espago proprio a ele associado.

4 Prova-seque: 1<mg<ma.

A Uma matriz diz-se defectiva se a multiplicidade algébrica dos seus
valores préprios néo coincide com a multiplicidade geométrica.
Supondo que a matriz defectiva A tem ordem n , entdo é porque ela tem
apenas s (s<n) vectores proprios linearmente independentes. E preciso
entdo juntar n —s vectores, vectores principais, de forma a obter um
conjunto de geradores do espago.
A cadeia de vectores principais xix € definida por :

(A=AT) XK= Xk~1

onde xg=0 ,

X1 € o vector préprio associadoa A |,

k=1,..,h ,sendo h aalturada cadeia.
A Uma equacéo de Sylvester é uma equagio matricial da forma :
AX+XB=C,

onde A,BeC s&omatrizesreaistaisque A:mxm, B:nxn, C:mxn.
A equagéo tem uma Unica solugdo sse os valores proprios de A :
o1, 02 ,..., Om
e os valores proprios de B:
B1, B2, Bn
verificarem a condigéo :

a +Bj=0 i=12..m e j=12..,n.




1.2. Espagos de Banach

Seja E um espago vectorial sobreumcorpo K=R ou C.
A Um operador linear é uma transformagéo linear de E em E.
A Uma norma em E éumafungdo || . || : E —» R* que satisfaz
as seguintes condigdes:
(i) lixll=0 e x=0
(i) flax]|l=lal.|Ix]] , VXe E Vae K
(i) |Ix+y I<lixil+1yll , vxyeE.

A Um produto interno em E é uma fungdo de duas varidveis
(x,y), para as quais se verificam as seguintes condigdes :
(i) (ox+By,z)=a(x,z)+B(y,z), Vxy,ze E Vafe K
(if) (x,y)=(y.,x), ¥xyeE
(i) (x,x)=0 & x=0.
A Um espago normado € um espago vectorial sobre o qual esta
definida uma norma.
A Uma sucess@0 (xn)neN diz-se de Cauchy sse
Ve>0 3d3npe N Vmne N , m,n2np = || xm—xXn| <E€.

A Um espaco completo é um espago vectorial em que toda a
sucesséo de Cauchy é convergente.

A Um espaco de Banach : B , é um espago normado completo.

A Um espaco de Hilbert : H , é um espago completo com um produto
interno e em que a norma deriva do produto interno.

¢ Num espago de Banach um subconjunto é completo sse é

fechado.




¢ Num espago linear normado qualquer subespago de dimensao

finita € completo.

1.3. Operadores definidos em espagos de Banach

Seja T um operador definido num espago de Banach complexo, B .

A 1g é o operador identidade em B.

A Uma curva é uma fung&o continua y definida num intervalo [a, b ].

Se y(a) = y(b) a curva diz-se fechada.
Uma curva fechada diz-se simples se para qualquer par de valores t1 = to
pertencentes ao intervalo semi aberto ] a, b ] . Isto significa que valores
distintos de t s&o transformados em pontos distintos da curva, excepto para
os extremos do intervalo [a, b]. Um exemplo de uma curva fechada simples
é o circulo.

A Umacurva de Jordan I' é uma curva fechada simples que
pertence ao espago. Qualquer curva de Jordan decompde o espago em dois
conjuntos abertos, conexos e disjuntos, que tém a curva I’ por fronteira
comum. Assim sendo, uma curva de Jordan associada ao valor préprio A,

I'(A) , isola o valor préprio do resto do espectro.

Sejam X e Y dois espagos vectoriais normados e S um subconjunto
de X. |
A Complemento ortogonal de S:
Sl={s'eB:(s',s)=0,Vse S}.
¢ Sl é um subespago fechado.

A S diz-se relativamente compacto sse S ( fecho topoldgico de S )

é compacto.
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A L(X,Y) é o espaco dos operadores lineares continuos com
dominio X evaloresem Y.Se Y coincidir com X, denota-se apenas
por &L(X).

A Umoperador Te B(X,Y) diz-se compacto sse transforma cada’
subconjunto limitado de X num subconjunto relativamente compacto de Y .
O que € 0 mesmo que dizerque Te &(X,Y) é compacto sse a imagem
{Txn} de qualquer sucessdo limitada (xpn)neN de X tem uma
subsucessédo convergenteem Y.

¢ Operadores lineares continuos em espagos de Banach de
dimensé&o finita sdo compactos.

A Umoperador Te B(X,Y) élimitado sse

I T I
ITI= sup o7t <eo.

O#xeDom T Il x ”X

¢ Se T éumoperadorlinearde X em Y entdo:
T écontinuo < T é limitado.
A Um operador limitado de dominio D € X éfechado sse D é
fechado.
A Seja T o operador integral de Fredholm compacto, definido em
B=C[a,b] edenicleo K : [a,b]x[a,b] — €, continuo no seu

dominio tal que :
b

VxeCla,b] Vte[a,b], Tx(t)= [K(t,s)x(s)ds.
a

¢ Seondcleo K (t,s) é continuo no seu dominio entdo o
operador integral de Fredholm é compacto.

A Um operador limitado PeB(B) é uma projeccdo sse P2 = P,
Associadaa P temos a decomposigao :

B=M&N ,

11



onde:M=PB=Ker(1g—-P)e

N=KerP=(1g-P)B, sio subespég:os fechados de B.

A Seja M um subespago fechado de um espago de Hilbert H. A
decomposicido H=M @& ML definea projeccdo ortogonal de H sobre M
na direcgdo de ML,

Seja P uma projecgéo,istoé, P:B — B, talque P2=P, com:
Im(P)=Bn e Ker(P)={xeB:P(x)=0}.
Entdo podemos ter a decomposigdo : B =B, ® Ker (P) ,se B tem
dimensé&o finita. Se ndo, consideremos a decomposigdo B = M @ N . Existe
uma e uma s6 projecgdo sobre M segundo N talque Vxe N, P(x)=0

e Vxe M, P(x)=x. Talprojecgdo é ortogonal sse

[Ix=Px]lz=min|[x-y|2.
yeM

¢ Também se pode falar em projecgbes obliquas num espago de

Hilbent; nesse caso verifica-se que :
|P]l21 se P20
e que
|P|l=1 sse P éuma projecgio ortogonal.
A Uma forma semilinear é uma fungdo f:B — € talque:
f(ax+By)=0f(x)+Bf(y) , Yx,yeB va pe C.

f(x) identifica-se com o produto escalar definidoem B*xB: <f,x>,que
se designa por forma sesquilinear, ou seja, é uma fungéo linear na primeira
variavel e semilinear na segunda .

A Espaco adjunto : B*, é o conjunto das formas semilineares sobre

¢ Seja B um espago de Banache T um operador compacto de
B — B . Paracadavalorpréprio A de T s6 ha um namero finito de

vectores proprios linearmente independentes.
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Seja H um espago de Hilbert. Entdo podemos definir um operador
adjunto T*:H — H que serd compacto e para o qual se tem :
(Tx,y)=(x,Ty), Vx,ye H.
¢ Seja H um espago de Hilberte T um operador compacto de
B — B.Se A éum valorprépriode T, entdo A 6 um valor préprio de
T" e Ker(T-A1H) e Ker(T*—-de) tém a mesma dimenséo.
¢ Se T=T" entdo todos os valores préprios sdo reais e os

correspondentes vectores préprios formam um conjunto ortonormal.

1.4. Convergéncia de Operadores Lineares

Seja (Th)ne N uma sucessdo de operadores lineares pertencentes a

L(X,Y),onde X e Y sé&o dois espagos vectoriais normados.

A (Th)neN convergepara T de modo pontual, e representa-se por

Th > T,sse Ilim Tpx=Tx ,Vx e X.
N-—ytoe

A (Th)neN convergepara T de modo uniforme ou em norma, e

representa-se por T, 57 , Sse nﬁ)rpm NTh=TIJI=0.

A (Th)neN convergepara T de modo colectivamente compacto, e

representa-se por T 3 T, sse T, convergepara T de modo pontual e
o conjunto K = +°°Lr{_1 (T-T,)C,sendo C abola unitariaem X, tem

fecho compacto em X.

1.5. Teoria Espectral

A Conjunto resolvente do operador T :

P(T)={zeC:(T-zg)'e B(B)}.

13



A Operador resolvente : R(T,z)=(T~z|g)" ,para zep(T) ;
R(T,z)temdominio B e contradominio Dom T para ze p(T).
Quando n&o houver ambiguidade denota-s2 apenas por R(z).

A Espectro do operador T : é o conjunto dos valores Ae € tais que
(T-A1):

(i) n&o tem inverso : espectro pontual ou valor préprio ;
(i) tem inverso ndo continuo com dominio denso em B :

r ntinuo ;

('iii ) tem inverso com domino ndo denso em B : espectro
residual .

¢ Oespectrode T: o(T) é o conjunto complementarem @ de
p(T).

¢ Os operadores compactos s6 tém espectro pontual formado por
valores préprios com multiplicidade finita em ndmero finito ou por uma
sucesséo de valores préprios convergente para zero.

¢ Se B é um espago de dimensao finita, entdo o espectro de T
coincide com o conjunto dos valores préprios de T .

¢ Uma consequéncia deste resultado é que o espectro de uma

matriz é o conjunto os seus valores préprios.

A Raio espectral do operador T: ro(T)=inf{llTk|lé/kike N}.
A Projeccdo espectral do operador T associada ao valor préprio A :

P=-——: R(z)dz e &£(B).
2T 1,(-!1)

A Subespaco invariante maximal do operador T associado ao valor

proprio A: M=PB eétalque dimM =dim PB = ma.

, 1 R(z)
: = = .
A Resolvente reduzida : S (1) =S Py J Y dz

i
iy
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S=1m R(z)(1-P).

Nota : (T-AI)S=S(T-AI)=1-P e SP=PS=0.

Consideremos o problema de valor fronteira para a equacgéo diferencial
linear ordinaria de ordem p, p>2,a<t<b:

[L(x)](t)=ag(t)xP)(t)+aq ()xPD(t)+..+ap(t)x(t)=1(t)
onde as fungdes ag, aq, ..., ap,t s&o continuasem [a,b],eondea

fungdo x estdsujeitaa p condigdes fronteira lineares homogéneas :

-1
A (x)= E[aikx(‘)(ahbikx(i)(b)] =0 ,k=12,.p,
i=0

onde ajk e bijx sdo constantes reais ou complexas.
As formas lineares {Zk}£=1 em x(a),..,xPNa),x(b),..,xPV(b) ,

s&o supostas ser independentes.
L*[a,b] éoconjunto {x:[a,b] = R :||x]|_<o} ,onde:

I xllo=int sup [y(t)] .
y=x te[a,b]

Seja
D ={fungdesxe L(a,b):xe CP'(a,b), x(PelL=a,b) e &(x)=0,
k=1,.p}
Oproblema (L, 4)={L(x), &(x)=0, k=1, ... ,p} esta associado ao
operador diferencial T em X=L*(a,b), comdominio, D, definido por :
X |>Tx=L(x).

A Uma funcio de Green do problema (L, 4) éuma fungéo
g(t,s) definidapara s,t e [a,b] talque:

(i) g (t,s)écontinua e tem derivadas parciais em t até a ordem
p—2,paraalgum s fixadoem [a,b];

P-1
(i) gﬁﬁg(t’s) é descontinuaem t=s talque:

9P-1 oP-1 _

1
a1 9(LS)_ =579 (ts)_ . =

15



(iii) Em cadaintervalo [a,s[ e ]s,b] afungdo
t|—=gs(t)=g(t,s) éumasolugdo daequagdo L(gs)=0 ;
(iv) g(t,s) verifica as condigbes fronteira 4 (gs)=0,k=1,.,p,
para qualquer s fixadoem [a,b].
4 Se g(t,s) éuma fungdo de Green associada ao problema de
valor fronteira :
(P)y=[L(x)=1, &(x)=0,k=1,..,p],

a sua solugédo é dada por :
b

x(t)= [g(t,s)f(s)ds,ast<b.
a

Demonstragdo: ver Chatelin [10] ou Yosida [24] ouKato [17] ou Roach
[21].
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2. Apresentacédo do probilema

Consideremos o problema de valores proprios
To=2io¢ (1)
onde :

T é um operador linear compacto, continuo, definido num espago de
Banach B , sobre o corpo complexo C ;

¢e B\{0} éumvector prépriode T associadoa A ;

Ae € éumvalorprépriode T ,com multiplicidade algébrica ma .
Vamos tratar apenas o caso em que o operador T & um operador linear
continuo num espago de Banach B . Paraocasode T serum operador
fechado de dominio D , denso em B , pode-se tratar de uma maneira
semelhante ( ver Chatelin [ 10 ]) . Ha varios operadores que, n&o sendo
continuos, tém propriedades, por exemplo, o resolvente ser compacto, que
em alguns aspectos compensam o facto de ndo serem continuos, mas, sendo
fechados, tém especial interesse na aplicagdo a equagdes diferenciais. Um

exemplo ( ver Atkinson [ 7]) de um operador integral ndo compacto:
]

To(s)= J%\/—E—_%dt , 0<s<1  com T¢(0)=g $(0).
0

E um operador limitado de C[0,1] em C[0,1] talque || T| = —27‘-: Mas nao

é compacto visto que os seus valores proprios ndo formam um conjunto
discreto.
Vamos considerarem B a norma do espago de Banach : || ||g e em
&(B) anorma a ele subordinada definida por :
ITI=sup{||Tbllg : beB e |blg=1}.
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A resolugdo tradicional do problema de valores préprios ( 1) faz-se por
discretizagdo do operador T num espago de dimenséc finita Bp. Entéo,

neste espago, T pode ser representado por uma matriz : TAUN .
Fixando uma base para Bp ,B = { g }?=1 e, considerando o problema

matricial de valores préprios correspondente :
TAUN up = Anup (2)

onde :

TAUN é uma matriz de ordem n;

une €M\ {0}, é um vector préprio de TAUN associadoa An:

An e €, é um valor préprio de  TAUN com multiplicidade ma,
para n suficientemente grande, a solugdo deste problema aproxima a
solugdo do problema inicial. Os célculos em B ser&o aproximados por
calculos efectuados no subespago Bnh C B.
A necessidade de usar métodos de refinamento para obter solugbes
aproximadas, surge sobretudo nos casos em que T € um operador integral,
pois nesse caso a matriz obtida da discretizagdo, TAUN , é densa, o que faz
com que o custo do problema (1) aumente com n.
Os métodos de refinamento partem de uma solugdo An, un obtida por uma
discretizagdo grosseira do operador T , num subespago de dimenséo finita
n . Esta solugéo, que é uma aproximagédo dos elementos do problema (1),
ird ser melhorada iterativamente, sem ser necessario resolver o problema
para discretizagbes mais finas do operador T, isto é, sem que o custo do

problema aumente.
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3. Métodos de discretizagéao

Pretendemos resolver o problema de va!ores préprios (1)
To=Xr9.
Para isso vamos aproximar o operador T  por um método de
discretizagdo. Comecemos entdo por fazer uma breve descricdo destas

técnicas.
Os métodos classicos de discretizagdo dividem-se em duas classes :

Métodos de Projecgéo

e Métodos de Quadratura Aproximada.

Nos métodos de projecgéo encontram-se os métodos de Galerkin, colocagéo
e Sloan, enquanto que nos métodos de quadratura aproximada estdo

incluidos os métodos de Fredholm e de Nystrém.

Sejam :
B um espago de Banach complexo ;
Bn um subespago de B de dimenséo finita ;
(T Jne N Uma sucessao de projeccbes de B sobre B, =1, B, tal
que T, > 1,
T um operador linear compacto limitadoem B ;

Tn discretizagdo do operador T, também definidoem B ;
B={¢g }&1 uma base ortonormal de B, .
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3.1. Métodos de Projecgéo

Os métodos de projecgéo aproximam o problema de valores préprios (1)
por um problema de dimens&o finita da forma :
Tn T &n = An 0 (3)
onde
¢ne B, e o0,#0 éuma aproximag&o do vector proprio ¢ ;
Ape C" é a aproximagao do valor proprio A.
Os diversos métodos de projecgao consistem na determinagdode A, e ¢
de forma a que as aproximagbes sejam convergentes para os elementos

préprios A e ¢ do problemainicial (1).

METODO DE GALERKIN

Comecemos por supor que B é um espago de Hilbert no qual a norma
depende do produto interno: (,), eque (ThlheNy € uma sucesséo de

projecgdes ortogonaisde B sobre Bj:
n
T X = Z(X,e;)ei , Vxe B.
i=1
Este método consiste em, a partir da expressao (3 ), determinar xﬁ e ¢f‘,

por forma a que o residuo r seja ortogonal ao subespago Bj, que tem
n . . . p ,
como base W = {ej};_4 , isto equivale a dizer que o residuo € ortogonal a

cada um dos elementos dessa base. Uma vez que o residuo é definido por :

r=(T-2515) 0C ,

< e . G .
entdo a condigéo a impér, para determinar A, e ¢§ , é que :

20



G

((T-2815) 00, g)=0 , i=12,..n.

Em termos de projecgdo é equivalente a dizer que o residuo tem projecgéo

nulaem B, ,istoé,

nn[(T-an1B)¢S]=o.

Simplificando, vem que :

nn[(T_AS"B)Q)S]:O Nt (nnT“n)‘bS:;‘vS‘bg .

Note-se que : ¢S = T, ¢S .

Na aproximagdo de Galerkin temos :

T : B —> B emque B temdimensao infinita ;

TS‘ : B — B em que contradominio de TS é Bp,quetem

dimensao finita ;
T, é uma projecgéo sobre By ;

8=, Tn,: B> B.

Esquematicamente :

Bn
N
G
Tn 0
; B
0 0

No caso de B ser um espago de Banach, T n&o ser um operador

autoadjunto e (T, )heN SEr uma sucessdo de projecgdes obliquas de B
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sobre B, mhpx=0,Vxe B!, a solugdo aproximada A, ¢, obtém-se da
expressdo (3 ), impondo a condigdo de que a projecgéo do residuo sobre
B, € nula, ou seja, que :

nn[(T-xf1B)¢S]=o.

O método de Galerkin é um caso particular de um método de projecgao, pois,
se
n
nnx=z(x,ei)ei , VxeB.
i=1
entéo ¢S' e B,, é determinado através da express&o :

((T-2%15)¢%, e)=0 , i=12,..n.

que satisfaz a equacgéao :

nn[('r—x,?wmﬁko,

0 que prova que o método de Galerkin € um método de projecgéo.

No caso da projecgdo ser uma projecgdo de interpolagdo, o método

designa-se por método de colocagéo.

METODO DE COLOCAGAO

Sejam B=C[a,b] e {tk,k=1.2,..,n} uma particdo do intervalo [a,b]
tal que :
a<sti<to<..<th<b ,
e W={eq(s),e2(s),..,en(s)} umabase de fungdes continuasem [a,b]
tais que det[ej(s)]=#0,i=12,..,n, ou seja, as fungbes e; séo

linearmente independentes.
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O método de colocagéo consiste em encontrar A, , ¢ tais que :

n
A= (Ton .9%n) ¢n(s)=20‘iei(3)
i=1

sendo os coeficientes «; determinados de forma a que o res!’duo, nos
pontos da parti¢ao, seja nulo, isto é :

r{t)=Ton(tk)—Anop(tk)=0, Vk=1.2,.n
e, tornando-o pequeno nos outros pontos do intervalo [a,b],se n for
suficientemente grande.

Obtém-se assim o sistema linear :
n

Xai[T(ei)(tk)—ke;(tk)] =0, Vk=12,..n.
i=1

O método de colocagdo é um caso particular de um método de projecgéo

em que esta é a projecgao de interpolagao, pois tem-se que :

nnx(s)-—'i[&jej(s) , Vxe C[a,b] Vse[a,b]
j=1

onde os coeficientes fBj s&o tais que :

n
Y Biej(t) =x(t) , Vk=12,.n.
j=1

Como
Tnon(tk) = Aadn(tk), Vk=12,...,n,
e
ThXx=Ty & x()=y() , Vk=12,...,n,
entéo :

Tn T &n = Ap n
= “n(Tn‘bn" ln¢n)= 0

< Tp=7m, T, .
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METODO DE SLOAN ou GALERKIN ITERADO

Seja An, ¢, uma solugdo aproximada de (1), obtida pelo método de

Galerkin.
A Define-se vector prdprio iterado ¢§ de ¢f por:

s_1 G
¢n=X;T¢n-

¢, ainda é um vector proprio aproximado do problema uma vez que verifica

a igualdade :
S S S
Tn ¢n = ln q)n '
S
sendo T, =Tm,.
Com efeito,
S .S S
Th 0n =T Th 0,
_ 1 G
G
=5 T T T 0,
G_ .
mas como, T ' =m,Tmn, :
s.s_1 G, G
Thon=75_TT, ¢

e, pelo facto de TS q)ﬁ = An q;ff , vem que :
S s 1 G
Tn ¢n = —7\'_n° T xn ¢n
1.6 _ S
=Anxr—l'T¢n —an)n.
No método de Sloan, T vai ser aproximado por Tﬁ = T 1,,, de modo que

s_1..G . < S S s
xn,¢n=mT¢n ésolugdode T, ¢, = Ano,-
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As solugdes ¢§ obtidas pelo método de Sloan diferem das do método de
Galerkin q)f mas as suas projecgdes sobre B, coincidem, isto é,
G K
nn ¢n = Tqu)n .

A solugéo ¢S esta totalmente contida em B, , mas as solugdes q)rs, tém

uma componente importante fora de B,.
Note-se que : ¢§ # Ty ¢§’ .

Na aproximagéo de Sloan, temos:

T: B —> B emque B tem dimenso infinita

Th : projB — B,
TS =Tm,: B — B.

Esquematicamente :

Bn
N
0
18 B
n
0

¢ Um teorema que garante a convergéncia destes métodos é :

Se T éum operadorcompactoe 7, — 1,entdo:

TS %7
TS &7
T T,

Demonstrag&o: ver Chatelin [ 10] .
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4 Um teorema sobre a analise do erro :

Sejam B um espago de Banach, T um operador limitadode B em B,e

T, uma projecgdode B em Bj. Suponhamos que (T-—ZIB)'1 existe em

B e que se verifica a condig&o :

RS PE—

I(T-2zg) "l

porque T, —» 1 e T é compacto.

Entdo (maT-2z|g)' existeem B e:

(T-zjg) Il
= (T=zg) M NT-m T

| (T T—2|g) Il <

Para
(T-z|g)x=y e (MT-2z|g)Xy="nYy
tem-se que :
Ix=xall < lz]gl- (T T=2|g) Il I x =T x ]

Demonstragéo: ver Atkinson [7].

O método de colocagéo é pouco competitivo devido ao grande custo que a
integragdo numérica acarreta. O método de Sloan deve ser preferido
relativamente ao método de Galerkin uma vez que usa mais informagéo e
consequentemente leva a melhores resultados, dai que nos exemplos

apresentados nesta dissertagéo se tenha usado apenas o método de Sloan.
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3.2. Métodos de Quadratura Aproximada

Comecemos por fazer uma breve sintese das regras de quadratura
numérica baseadas em pontos equiespagados no intervalo [a , b ],

relembrando o modo de obtengdo das férmulas de Newton Cotes.

b
Para calcular I(f) = _ff(x)dx , aproxima-se I(f) por I(pk), onde
a

pk( X ) ¢é o polinémio de grau menor ou igual a k interpolador de f (x)
NoS Pontos  Xg ,X{ ..., X -
Escrevendo esta aproximag¢do como uma soma pesada :

I(pk) =wof(xg)+wif(xq)+..+wef(xg),
deduz-se wy=1I( 4),onde 4 (x) é o polinémio basico de Lagrange de
grau k.
Supondo f(x) suficientemente regular numintervalo [c,d] que contém

a e b,oerrodeinterpolagéo polinomial é dado por :

b
E(f)=I(f)-1(pk) = [f[x0, ., X, x]E(x)x
a

que corresponde ao erro de integragéo e onde :

K
& (x)=T](x-%).
=0

Particularizando o nimero de pontos de interpolagdo e a sua posigéo, obtém-

-se as diversas férmulas de quadratura mais conhecidas.

Por exemplo, para k=0 ,vem:
f(x)=1(xo) +f[xp,x](x=X0)
I(pg)=(b-a)f(xg)
e escolhendo xp=a,
I(f)=R=(b-a)f(a) (regrado rectangulo),

cujoerro é:
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b .
Ine(a,b) ER =+ (n) j(x—a)dx=f(“)(2b"a)2.

a

Se escolhermos, aindacom k= 0,xp= %’—9 , esta aproximagdo é dada
por :
a+b -
(f)=M=(b-a)f N ( regra do ponto médio ) .
O erro da regra do ponto médio pode ser calculado através de :
—3)3
e(ab)  Mar(n) G
Sendo k=1,xg=a e xy=b
f(x)=1(xo)+f[x0,X1](x=%p) +t[Xg,X1,X](X=Xg)(X=X1).
I(f)zT=(b—a)K£)—;ﬁm ( regra do trapézio ) .

O erro da regra do trapézio pode ser calculado através de :

g b-a)s
dne(a,b) ET=-—f(n)L‘1-2“)—.

Se k=2, com a escolha dos pontos de interpolagdo xg=a, xy = g ;b ,

Xo = b e apés alguma manipulagéo algébrica chega-se a :

I(f)zS=9-6:—a-{f(a)+4f(a;b)+f(b)} ( regra de Simpson ) .

O erro desta férmula é dado por :

Ine(a,b) Es=._(b;a)5f(4)9(on)_

Se k=3, com a escolha dos pontos de interpolagdo xp=x; =a,

X2 = X3 = b, a aproximag&o é dada por :

2
l(f)zCT=——§§[f(a)+f(b)]+j%_§al-[f'(a)—f'(b)] ( regra do trapézio

corrigida )

O erro desta regra é dado por :

28



5
Ine (a,b) ECT = 14 (q) &2

Seja {xx,k=1,2,..,n} uma partigdo regularde [a,b].
Por aplicagdo de uma qualquer férmula anterior a cada um dos subintervalos

da partigdo obtém-se as correspondentes férmulas de quadratura composta.

Os métodos de quadratura aproximam o problema de valores préprios (1)
Toé=A¢,onde:
B=C[a,b];

T é um operador integral de Fredholm compacto tal que :
b

VxeCla,b] Vte[a,b] , Tx(t)= [K(t,s)x(s)ds;
a

A e ¢ s&o os elementos préprios ;
por uma das regras de quadratura numérica descritas anteriormente, com
pesos wj, j=12,..,n.

Seja {tx,k=1,2,..,n} uma partigio regularde [a,b].

METODO DE FREDHOLM

A aproximagéo do problema (1) é feita buscando :
One By

sendo :
Ton(s)=[K(s,t)on(t)ct

aproximado, aplicando uma das regras de quadratura anteriormente

descritas. Obtém-se assim :
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i
.M:

Toda(s) = WiK(S, 1) on(t))

—
[}
b

=Anon(s)
Umavez que ¢ne B, e,como B={egj }i"=1 é uma base de B, entdo

podemos escrever ¢, como combinagdo linear dos elementos da base :
n
¢n = 2 Q€. (4)
i=1
Se ¢,€ B, entdotambém A,¢,e B, ,ouseja,
F n
Tn¢n(s)=XWjK(S»tj)q)n(tj)e Bn. (5)
j=1
Escrevendo Tg én(s) como combinagéo linear dos elementos da base W :
F n
Taon(s) =) Biei, (6)
i=1
onde os coeficientes B; s@o determinados pela condigédo de interpolagéo :
F
Thonl(tk) =X dn(t)
onde tx sao os pontos da partigdo.

Igualando (5) a (6),vemque:

n
Y wiK(t, 1) on( ) ZBlel t) (7)
i

Se det{ej(tk)}#0 ,istoé, ej tomao valor 1 nos pontos da particdo e 0

nos outros pontos, ( por exemplo, se considerdssemos a base dos

polindmios, entdo det { ej(tx)} seria um determinante de Vandermonde,
logo, ndo nulo ) e entdo os coeficientes f; ficam automaticamente definidos

a partir da expresséao anterior ( 7 ):
Bk—zw] (. 4) onlt)) -

Assim, a aproximagao Tn ¢, € dada por:

n

T 0n Z[ZW, (t, ) onl t,)]

i=1

e ¢, €é determinado por :
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n
n
T§¢n= E {ZWjK(tk,tj)%('(j)] & =kyon (8)
!
e, como por (4),

: n
q)n =2 al el ’
i=1

sendo o; talque:

On(ti) =oi ,
a solugdo da equagdo (8) é (3), sendo o vector o = (tq,...,0t5) @
solucdo do problema matricial :

Ti a=AnQ

F . ,
onde rt, €amatriz:

n

’tﬁ = (Wj K(t 1 ) )i,j=1 .

METODO DE NYSTROM

Vamos aproximar o problema de valores préprios (1), aplicando uma das
regras de quadratura descritasa T T, ¢ sendo =, uma projec¢do sobre

By .
n

Thoh(s)= D wiK(s 1) eyt
j=1

=7‘n¢r:(3)-

¢?" é determinado de modo que a aproximag&o de Nystrém coincida com a

de Fredholm nos pontos da partigdo t :

oN (1) = Of(t) ;
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sendo seguidamente calculada nos outros pontos através da expresséo :

n

N 1 N i

¢n(s)=';; ZWjK(S:tj)q)n(Tj) ,i=1,..0n.
]:

( Porque T, T': = Trf , logo xﬁ = Zk': ).

Uma relagdo entre os operadores de cada um destes dois métodos é dada
pelo seguinte resultado :

4 Dada uma férmula de integragdo numérica 1, eabase W do
espago B, eaparticdo {ty,..,tq}.5e TWx= ix(ti)e; entao :

=1

T§=7tnT§ e ¢':=53—

Demonstragao: ver Atkinson [7].

¢ Um teorema que garante a convergéncia destes métodos é :

Se T é um operadorcompactoe T, — 1 entdo:

TNS T em Cla,b]

T- % T em Cla,b]
N

HTa = Tlleo> T leo-

Demonstragdo: ver Chatelin [ 10] ou Atkinson [7].

A solugéo de Nystrém sera muitas vezes significativamente melhor do que
a solugcdo de Fredholm, dai que nos exemplos apresentados nesta

dissertagdo apenas se tenha usado 0 método de Nystrém.
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4. Método de Refinamento por Séries de Perturbagéo
( método de Chatelin )

Este método de refinamento baseia-se no desenvolvimento em série de
perturbagdo de Rayleigh-Schrédinger, proposto por Chatelin [ 10 ] , dos
elementos préprios aproximados de um problema de valores proprios da
forma :

To=2¢ (1)
onde :
T é um operador linear compacto, integral, continuo, definido num
espago de Banach complexo : B, com dominio D contidoem B;
ée B\{0} éumvectorprépriode T associadoa A ;

Ae € éum valor préprio de T, com multiplicidade algébrica ma.

Seja (Tn)neN @ sucessio de aproximagdes de T, obtida por algum dos
métodos de discretizagdo descritos anteriormente, convergente para T de
modo colectivamente compacto ou em norma.

A partir da discretizagdo Tn obtemos uma solugdo An, dn que vai ser
usada como valor inicial de um processo iterativo.

Consideremos uma curva de Jordan, I'(A), que separa ma valores
prépriosde T do resto do seu espectro.
Suponhamos n suficientemente grande por forma a que os elementos
prépriosde Tn: An € Opn Sejam aproximagbes iniciaisde A e ¢, que
véo ser refinados com base no desenvolvimento em série de perturbagéo de
A e ¢
A Tp, discretizagio do operador T, vamos associar Rp,Pn e Mp que
sdo o operador resolvente, a projeccdo espectral e 0 subespacgo invariante

maximal, respectivamente.
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Pelo facto de T, ser uma aproximag&o colectivamente compacta ou em
norma do operador T tem-se que, para n suficientemente grande,

im_ sup 1o ((T-Tn)R(2))=0

n— +eo 2e(A)

im [(T-Ta)Tllg=0

Rn(z) é limitado uniformementeem n e

zep(T)
Pn existeem XB(B) e

PhnS P

dim Mp = ma
e Tn tem ma valores préprios: u1,..,Hma o interior da curva de
Jordan T(A) (verChatelin [10]).
ma

. A 1 e g -
Sejam Ap= ma 2 Ui , a média aritmética desses valores préprios,
i=1

On={®n1,...Pnma},umabasede M, e
¥n={¥n1,..,¥Ynma},umabasede M .

Seja X o0 espago produto BMa com a norma definida por :

ma 5 1/2
1%l = 01Xt xma) i =| DX |0 W1, xmae B
i=1

(verd Aimeida [6] e Ahues [1]).

A Define-se matriz de Gram associadaa xe X e ye X = (B" )8,

com x=(X{,.-,Xma) © y=(Y1,..,Yma) por:

<x,y>=(¥i(q) jjoy € Xmaxma,
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Podemos agora escolher a base yn de forma a que se verifique a
condicdo < @Qn, Yn> = Ima.
Suponhamos que T, Tn e Pn sao os prolongamentos naturais de T,
Tn € Pp a X ,respectivamente, definidos por :
T é tal que ?x=(Tx1,... , TXma) € X.
A norma associada anormade X em X(X) vaiserdefinida por:
ITI=sup{lTxlly : xeX e [Ixllx=1}.
Tn étalque Tn®n=@n6n ,onde B =<T Qn,yn>.
I5n é tal que l5nx=<pn <x,ipn> ,Vxe X.
A resolvente reduzida de Tp: Zp € o prolongamento do operador
resolvente reduzidode B a X. Define-se por :

-1 ~
2:ﬂ=Gn (1x~—Pn)

onde Gh: X > X

X |= (1x=Pn) Tnx-x6n.

Consideremos agora uma familia de operadores,em B, T (t) talque:
T(t)=Th+t(T-Th), te D, onde D é o disco de convergéncia,
Dc(.
A Chamam-se géries de Rayleigh-Schrédinger as expansdes em
sériede A(t) e ¢(t) dadas por:
AMt) = Eothk o(t) = §nktk
k=0 k=0

que existem nas condigdes acima impostas ( ver Kato [ 17 ] e Chatelin [ 10]).

O operador resolvente de T (t) sera dado por:
R(t,z)=(T(t)-zg)!, zeT(})
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8

=Rn(2) 2[—1 (T-Th) Rn(z)]k.

A projecgao espectral sera dada por:

1
P(t)=—-2—7-a JIF(X)R(t’Z)dZ
+00
k
=_§17.t_i (-1 )ktkfm)Rn(z) [(T=Tn)Ra(2)] dz
k=0

(verd Almeida [6]).
O subespago invariante maximal sera dado por :
M(t)=P(t)B e dmM(t) =dmP(t)B=ma.
Logo afamilia T (t) tem exactamente ma valores préprios, incluindo as
multiplicidades, no interior da curva de Jordan I'(A), a saber: 04,...,0ma .

Designemos por :

a média aritmética desses valores proprios.

A
Como A (t) éumafungéo analiticade t pode-se escrever na forma :

+00

3»(1)-‘-25“".

k=0
Sejam f(t), ﬁ(t,z) e f3(t) os prolongamentos naturaisde T (t) ,

R(t) e P(t) a X.Seja ¢@(t) abasede M {(t) normalizada por
Pn ¢ = Qn , expressa a custa da projecgdo obliqua (3( t),sobre M(t) ao
longode {wyn} talque:

Vxe X, é(t)x=(p(t) <X,yn> , deformaa:

@ (t)=Q(t)on (9).
Sendo verificadas as condi¢des ( ver Ahues [3] e d' Almeida [6]) :

ros[(P(t)=-Pn)Pn] <1 e n suficientemente grande,

0 que acontece para t numa vizinhanga de 1 ,se Tp for uma

aproximagao colectivamente compactade T,entdo:
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Q(t)=P(t)(PaP(t)ly,)" Pn
é uma fungio analiticade te D, isto é,
400
é(t)=2c3ktk (10)
k=0
onde ék é solugao de :
é0= isn
(1x=Pn)TnQk — Qxk Tan Pn = bk
PnQx= Q(1x=Pn) =0 , k21

com

k-1 k-1
bk = (1x=Pn) (Tn—T) Q-1 - Z.E)j (Tn=T) Quojt + z;,éﬁn Qi -
i= i=

De (9) e (10) vemque:
+o0
o(t) = 2k g 1.
k=0

Para t=1e D uma aproximagao melhor de e (¢ seradada por:

M"' >>

i . i
Ai= 2 vk oli)=2,Qk ¢n = mnk
k=0 k k=0

[]
o

A A A
onde Ag=vg=Aq,
¢ = @n=mo
e, para k=1,tem-se:

A 1
vk=5‘étr(vk) , COM VK= <Yk, Yn>,

yk=TnQk @n +(T-Tn) Qk-1 On = Tnnk+ (T=Tn )Mk-1

e Nk= ék On € a solugéo da seguinte equagéo de Sylvester:

k-1
(1x-—|3n):fnnk - ék?n?’n({)n = (1X"f3n)(:i-n"'f)nk—1 + Zéiyk"i
]=

E’n'flk =0
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k-1
(1X"5n):rnﬂk - leen:“X"'Bn)(?rn"f)leq +Zéj¢n<Yk-j,Wn>
j=1

~

Pnnk =0

- . - - - k-1
(1X=Pn)Tamk = MkOn = (1X=Pn) (Tn—T) k-1 + Zﬂj\'k-j
j=1

lSnﬂk =0

o k-1
& M=Zn[(1x=Pn)(Ta=T )Mk1+ X, MjViil,
=1

A A m
se max|pi—An|<dist(An,o(Tn)—{Hikq)-

Ofactode A e ¢ serem fungdes analiticas é que garante o método
numérico de refinamento de An e ¢n que consiste no calculo das somas
parciais das séries de poténciasde A e ¢.

Na pratica o operador T vai ser aproximado por Tm, definido num
subespago B de dimenséo finita tal que m >> n . O teorema seguinte
garante a aplicabilidade do método para T, emvezde T.

¢ Seja Tm uma aproximagdo do operador T e Am e ¢m OS
seus elementos préprios, sendo ¢m normalizado por Pp ém = ¢n , Onde
Pn é a projecgdo espectral associada a Tp.Se T for um operador

compacto talque Tn &S T ,entdo:

Kk k
\1i e i
n T,
i=0 i=0

convergem para Am € ¢m, respectivamente, para qualquer n
suficientemente grande.

Demonstragdo: ver Chatelin [ 10].
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Capltulo Trés : Exemplos Numéricos



1. O Problema a resolver

Queremos resolver o problema de valores préprios (1):
To=2%r¢

onde :

T é um operador linear compacto, continuo, definido num espago de
Banach B, sobre o corpo complexo € ;

¢e B\{0} éumvectorprépriode T associadoa A :

Ae € éum valor préprio de T, com multiplicidade algébrica ma.

Para isso vamos discretizar o operador T num subespago de B de

dimenséo finita By, .
Seja B ={ej}, umabasede B,.

Entdo, em B, a projecgdo de cada aproximagdo de T pode ser
representada por uma matriz : TAUN .
Transformamos assim, o problema de valores préprios (1) num problema
matricial de valores préprios da forma (2):
TAUN up = Aqup
onde :
TAUN é uma matriz de ordem n ;
une CN\{0}, é um vector préprio de TAUN associadoa Ap .
Ane C, é um valor prépriode TAUN com multiplicidade ma.

A solugdo An, un obtida do problema matricial de valores proprios vai
servir de ponto de partida de um método iterativo para o refinamento dos
elementos préprios.

Como B n&o tem dimenséo finita, vamos substituir T por Tm, restricdo
de T a Bm,sendo Bm um subespago de dimens&o finita m>>n. A

matriz que representa T em By denota-se por TAUM .
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Esta substituigdo implica a convergéncia do método de refinamento para
Am e 0m emvezde A e ¢,mas Ap e ®m ndo precisam de ser

calculados directamente.
Como os operadores Tf e T,",J sdo definidkosem B por Tm,,entdo T

e B substituem - se, respectivamente, por Tm e Bm . A representagdo
1l " 1 S N P . ™
matricial " correspondente "de T, e T, serdde dimensio mxn e

designada por TAUNN no programa.

Nos exemplos tratados usou-se sempre m=10 e n=10 ou 12.
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2. Detalhes de implementagio

Os célculos foram feitos no Cyber 170/720 do Centro de Informatica da
Universidade do Porto ( C.L.U.P. ), em Fortran 77 , usando precisdo simples
em que 0s nimeros reais sdo representados com 48 bits para a mantissa,
11 bits para o expoente e um bit de sinal, o que corresponde a 14 casas
décimais.

Usou-se como auxiliar a biblioteca de subprogramas IMSL (do C.L.U.P.),
[ 14], nomeadamente através do subprograma EIGRF e seus dependentes
para a determinag&o dos valores préprios e vectores préprios iniciais

(An,un) pelo método QR.

O operador T & um operador integral de Fredholm definido em B tal

que :

1
Vxe X Vse[0,1], Tx(s)=JK(s,t)x(t)dt

onde K(s,t)e C([0,1]x[0,1]).
Foram testados varios operadores que irdo ser descritos mais tarde.
O espago de Banach escolhido foi B = C[0, 1 ]
Para subespago B, consideramos o subespago das fungbes continuas

parcelarmente lineares de dimensao finita n . A base desse subespacgo é a

base B = {e(i") 1i=1.2,.,n} das fungdes chapéu definidas por :
1
e1(t)={ 1—H(t—t1) ) se te[ty,t2]
0 , se néo
1
, se ndo
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1
en(t)={1"h(tn—t) ' :Z téeo[tn-‘l,tn] ,Onde h= n11
, n

As discretizagbes do operador T foram feitas pelos métodos de Sloan ou
de Nystrém. N&o se usaram os outros métodos descritos no capitulo anterior
visto estes serem aqueles que dio melhores resultados.

O metodo de refinamento usado foi 0 de desenvolvimento em séries de
perturbag&o de Rayleigh - Schrédinger ( método de Chatelin ).

No caso em que a aproximag&o inicial é feita pelo método de Nystrém, a
férmula de quadratura numérica usada, é a dos trapézios em cada um dos
subintervalos da partigéo .

Seja An umapartiggode [0,1] talque:

An ={ti”:ti"=%:_i1,'=1,...,n} .

e (Tn)neN a sucessdo de projecgdesde B em Bp tal que T, — 1,em
B ; neste caso, mn é a projeccdo de interpolagdo linear nos n - 1

subintervalos da particdo Ap.
Seja Tg a aproximagéo inicialde T onde o designa o método de

discretizagdo usado ; e {S,N}.

Seja p oprolongamentode C" a €M e r a restrigdode €M a @n.
Suponhamos que m-1 é miltiplode n-—1,isto é, m—-1=k(n-1).
A Paracada x = (xj)e C",px éovectorde €m cujas

componentes ( px )j se obtém por interpolagéo linear parcelar das

componentes de x em cada subintervalo t| t,(") ,i=1,.,n
- Xigt = Xj ( (m) _ (n)
(px)j xi+(n) (n)(t t )
l+1
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A Paracada x=(xj)e @M, rx éovectorde €M de componentes

(rx); taisque:
—-m-.
=

(rx)j=xk, k 11 (j=1)+1,j=1,..n.

Nota: rp=1, e pr éamatriz representativa de Tn|B, Nabase B .

Uma vez que o método de refinamento é iterativo tivemos que impor
algumas condigbes para que o processo tivesse fim.

Impds-se uma tolerancia na solug&o encontrada : TOL = 1.0x 10-11 que é
ligeiramente menor do que a precisdo maquina para que fiquem algumas
casas décimais de margem para os erros de arredondamento.

Foram usados trés critérios de paragem (c.p.) .

O primeiro critério de paragem é dado pela norma - infinito do residuo.

O segundo critério de paragem é dado pelo valor absoluto da
diferenga entre o valor préprio exacto ( é tomado como sendo o valor préprio
correspondente da matriz de discretizagéo obtida para m = 100 : TAUM ) e
o valor proprio refinado, em cada iteragéo : LK .

O terceiro critério de paragem é dado pelo erro relativo entre dois
. . o , | Lk=Lk-1]
iterados consecutivos do valor préprio a ser refinado, ou seja, ™ .

Foi também introduzido um limite méaximo no nimero de iteragbes para
que o programa tenha um fim se a tolerdncia nio for encontrada
"suficientemente” depressa : MAXITER = 30.

Tomou-se m = 100 devido a problemas de tempo de execugdo. Embora
este ndo tenha sido medido, é 6bvio que um aumento de m levaria a uma
demora da execug&o. Note-se,porém, que o que pesa mais é a discretizagdo

do operador e isso s6 é feito uma Unica vez.
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O programa utilizado tem a seguinte estrutura:

Declaragéo
das
variaveis

v

Atribui¢&o dos valores iniciais
a n,m, Tol, Maxiter

Menu 1
alteragao
dos parametros
n=10,m =100,
Maxiter = 30,
1

-1
Tol=10

Lé os novos
valores das
variaveis
Menu 2
Escolha do
método de aprox.
inicial: Sloan ou Nyst.
e escolha
dos nucleos:
A B,C,D,
A E
Sloa ystrém
Construgdo Construgéo
da matriz da matriz
TAUN TAUN
Construgéo Construgéo
da matriz da matriz
TAUM TAUM

(1)

(2)
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;u) ¢<2)

Construgédo Construgéo
da matriz da matriz
TAUNN TAUNN
Calculo dos

valores préprios
de TAUN (com IMSL)

Menu 3:
Escolha dos
valores préprios a
serem refinados

3 tais que :
Ca'cl_“r\'f Silhg'fgnslma)’ TAUN X UN = MIU (i) XUN
4 1 ma .
‘ IN= — = MIU(i)

- i=1
Célculo dos valores

e vectores préprios FIN= - XTAUM xUN
da matriz TAUN LN

transposta : VN (verpg 34)

Identificam-se os
elementos préprios
a serem refinados

v

Normalizagdo de VN tal que :

l <UN,VN > =Ima

Preparagéo da

eq. de Sylvester. Equagao de Sylvester :
Céleulo das matrizes TAUNSYL X — X TETASYL = C
TAUNSYL nxn ma x ma

e TETASYL

3)




1(3)

ver defingbes de :
Defini¢cdo de
ETAK,, FIK, Mk O % A
NIUK, LK
‘ napg 37.
Refinamento dos confrontar com eq.
valores préprios do capitulo 2.4. .
(subprograma Chafny)

Menu 5:
Mudang¢a do
critério de
paragem.

Menu 6:
Continuar
com novo:

1. parametros iniciais
2. aproximagao inicial
3. nicleo

4. valor préprio a ser
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3. Apresentagdo dos ntcleos usados

Utilizaram-se varios operadores sobre os quais foram feitos vérios testes

dos métodos anteriormente considerados, para refinamento dos primeiros

valores préprios, com diferentes discretizagdes e critérios de paragem.

Escolheram-se alguns exemplos classicos; nos nucleos: A,B,C e D a

multiplicidade algébrica dos valores préprios € 1, enquanto que nos nucleos

E e F a multiplicidade algébrica é 2 . Poder - se - iam arranjar outros

exemplos com multiplicidade algébrica maior.

Ndecleo A

E definido pela expressao :

(1-t)s , 0<s<t<t
K(S’t)={(1—-s)t, 0<t<s<1

e corresponde ao nucleo de Green da equagéao diferencial :
L(y)=-y"=0
com as condig¢des fronteira :
y(0)=y(1)=0 (verAhues [1]ed Almeida [4]).

Os valores préprios do operador T , associado ao nucleo A

conhecidos analiticamente e formam um conjunto numeravel, a saber :

{kn)2,ke N}.
Os vectores préprios correspondentes séo :
{¢(M =cnsen(kmt), ke N},

onde cp € uma constante de normalizagdo dependente da ordem

sao

da

aproximag&o inicial e do tipo da discretizagdo o€ {N, S} usada para obter
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essa aproximagao inicial Tg , de modo que chp(n) =06, (verd Almeida

[4]).

Calculando os cinco primeiros valores proprios tedricos obtém-se:

0.101 321 183 642 3
0.025 330 295 910 58
0.011 257 909 293 59
0.006 332 573 977 645
0.004 052 847 345 693 .

Nuacleo B

E definido pela express&o :

_ afeu(1-t)e_1) (1-guse), se 0<s<t<1
K8 =] g eu(t-tet _quet ) (1-eu(s-1ET), o 0st<ssHt

com o=[u(1-eue )]—1.

B1) =-1 e £€=1
B2) u=1 e £=0,05

E o nlcleo de Green da equagio de convecgéo - difusdo unidimensional
no estado estacionario :
-ey'+uy =f , em ]0,1]
com as condig¢des fronteira :

y(0)=y(1)=0 (verAhueseal [2]),
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eonde € & uma constante positiva associada ao inversc da viscosidade e
u representa a velocidade de difus&o, que se supOe constante.
Os valores préprios deste operador sdo conhecidos analiticamente e formam

um conjunto numerdavel, a saber :
% enl.
(2k1t8) + U

As fungbes préprias correspondentes sao :
{60 = ¢y e 05ute ! sen (kmt),t €[0,1],ke N},

onde cpn 6 uma constante de normalizagdo relacionada com a aproximagéo
e o o (n) _
inicial T, demodoque P "¢"" =0,.

Calculando os cinco primeiros valores préprios teéricos obtém-se :

para o nucleo B1 para o nucleo B2
0,098 818 092 127 42 0,182 033 967 529 3
0,025 170 899 328 5 0,143 391 360 065
0,011 226 313 089 97 0,105 917 370 688 8
0,006 322 564 450 867 0,077 545 327 347 82

0,004 048 745 108 825 33 0,057 680 087 828 39 .

Nuacleo C

E definido pela express&o :

K(s,t)=2|sen(10mt)-sen(10ms)|"? ste[0,1].
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"E continuoem [0,1]x[0,1] mas as suas derivadas parciais s&o

ilimitadas no conjurnto :

{(st)e[0,1]x[0,1]:t=s+02k k=021,.45 ou t=0.1k-sk=13579}.
Os elementos proprios do operador T com este nucleo ndo sédo

conhecidos analiticamente (ver Ahues [ 1] e d Almeida [4]).

Nucleo D
E definido pela express&o :
K(s,t)=exp(st) ste[0,1].
Ndclso E

E definido pela expresséo :

K(s,t)=0.25-05|t-s| ste[0,1].

Os valores proprios tedricos sdo dados por : { [(2k-1 ) 1t]’2 ,keN } :

Calculando os cinco primeiros valores proprios tedricos obtém-se:

0.101 321 183 642 3
0.011 257 909 293 59
0.004 052 847 345 693
0.002 067 779 258 007
0.001 250 878 810 399 .
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Os valores préprios deste nucleo tém multiplicidade 2 ( ver Ahueseal. [3]).

Nucleo F

E definido pela expressao :

K _| 05t, se 0<s<t<1t
(s,1)=1s-05t, se O<t<s<t

Os valores préprios teéricos sdo iguais aos do nucleo E , logo, dados por :
{ [(2k-1) 7] ? ke N } :

Calculando os cinco primeiros valores préprios teéricos obtém-se :

0.101 321 183 642 3
0.011 257 909 293 59
0.004 052 847 345 693
0.002 067 779 258 007
0.001 250 878 810 399 .

Os valores proprios deste nucleo tém multiplicidade 2.
A diferenga entre os niicleos E e F, estd em que este Ultimo nicleo é
defectivo. Uma vez que ndo tem um numero suficiente de vectores préprios

foi preciso calcular os respectivos vectores principais ( ver Ahueseal. [3]).
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4. Apresentagdo dos Resultados

Sobre os nucleos apresentados foram feitos varios testes com vista ao

refinamento dos trés maiores valores préprios, usando trés critérios de

paragem, com dois métodos de obter a aproximagao inicial : Nystrém e Sloan

e para dois valoresde n:n=10 e n=12.

Os testes escolhidos estdo representadas esquematicamente no seguinte

quadro :
Aprox. Inicial Nystréom Sloan
Nucleo n=10 n=12 n=10 n=12
1%vp | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP [ 1°CP 2°CP 3°CP
A 2%vp | 1°CP 2°CP 3°CP | 12CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP
3°vp | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP_ 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP
1ovp | 18CP 2°CP 32CP | 1°CP 2:CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP
B1 2%p | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2:CP 3%CP
3°yp | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP |1°CP_2°CP_3°CP | 1°CP_2°CP 3°CP
1evp | 19CP 2°CP 3°CP | 12CP 2:CP 3°CP | 1°CP 2:CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP
B2 2%p | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP
3%vp | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP_2°CP 3°CP | 1°CP_2°CP 3°CP | 1°CP_ 22CP 3°CP
1evp | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2! CP 3°CP
C 2%vp | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP
3°vp | 1°CP 2°:CP 3°CP | 1°CP_ 2°CP_3°CP
1%vp 12CP 2¢CP 3%CP | 12CP 2°CP 3°CP
D 2%p 1°CP 2¢CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP
3%vp 18CP 2°CP 3:CP | 1°CP 2¢CP 32CP
12vp | 1°CP 29CP 39CP | 1°CP 2°CP 3°CP |1°CP 2°CP 3¢CP | 1°CP 2:CP 3°CP
E 2%vp | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP [1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP
3%vp | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP_2°CP 3°CP | 1°CP_2°CP 3°CP | 1°CP_2°CP 3°CP
1%vp 19CP 2°CP 3°CP
F 2%vp 1°CP 2°CP 3°CP
3%p | 1°CP 2°CP 3°CP | 1°CP 2°CP 3°CP 19CP 2°CP 3%CP

Os resultados completos destes

Apéndice A .

testes estdo dados nos quadros do
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5. Andlise dos Resultados

Com base nos quadros do apéndice A construiram-se as seguintes

tabelas que contém o nimero de iteragdes necessarias para atingir a

tolerancia previamente fixada : TOL = 1 x 10-11, ou, caso isso ndo acontega,

é porque foi igualado o nimero méximo de iteragbes : MAXITER = 30 .

Nystrém Sloan
Nucleo|vp| n |12 CP]22 CP|32 CP] 12 CP|2° CP|3% CP
A 12110| 10 11 13 10 11 13
A 121121 9 9 12 9 10 12
A 22110] 14 15 21 14 15 22
A 22112 183 14 18 14 14 16
A 32110| 25 23 30 26 27 30
A 32112} 20 19 25 21 20 28
Nystrém Sloan
Nicleo|vp| n |12 CP]22 CP|32 CP] 12 CP|2°2 CP|3? CP
B1 12110} 10 11 13 10 10 13
B1 121121 9 9 12 9 10 12
Bt ]22{10| 14 15 21 17 15 22
B1 2¢112] 13 14 18 14 14 16
B1 |3¢2|10} 25 23 30 26 27 30
B1 [32{12] 20 19 25 21 20 28
Nystrom Sloan
Nicleo|vp| n 12 CP]22 CP]3° CP}12 CP|2° CP|3° CP
B2 |12]10} 30 30 30 30 30 30
B2 }|12]112]| 26 25 26 30 30 30
B2 |22]10} 30 30 30 30 30 30
B2 |2°]12] 30 29 30 30 30 30
B2 {32{10| 30 30 30 30 30 30
B2 ]3?{12] 30 30 30 30 29 30
Nystrém Sloan
Nucleo]vpl n |12 CP]22 CP|3¢ CP|1®2 CP}2? CP|3¢ CP
E 12110} 10 11 13 10 11 13
E 12112 9 ] 12 9 10 12
E 22110} 25 23 30 26 27 30
E 20112] 20 19 25 21 20 28
E 321101 30 30 30 30 30 30
E 32]12] 30 30 30 30 30 30

Comparando as aproximagbes iniciais pelo método de Nystrém e Sloan

podemos concluir que o nimero de iteragdes € praticamente igual em ambos

os casos. O de Sloan parece ser ligeiramente pior, 0 que aparentemente
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contraria a teoria, visto que as integragdes s&c mais precisas. Mas essa
conclusdo nio se pode tirar, uma vez que o0 primeire critério de paragem usa
matrizes diferentes ( TAUM / Nystrdom e TAUM / Sloan ) para calcular o
residuo; o segundo critério de paragem estd a comparar com varios  A100
obtidos, por métodos diferentes. De um modo geral, os critérios de paragem
1 e 2 sido mais exigentes para a aproximag&o inicial de Sloan. Por outro
lado, se tivessemos utilizado o valor préprio tedrico no segundo critério de
paragem nunca teriamos obtido uma solugdo com um erro inferior a
tolerancia dada,‘ devido ao erro de discretizagédo correspondentea m= 100,
em qualquer dos métodos. Neste caso, 0 método de Sloan tinha vantagem.

O primeiro critério de paragem é melhor porque faz intervir os dois
elementos préprios. Mas, dependendo do problema de valores préprios,
podemos ter um residuo pequeno e um valor préprio ( ou vector proprio )
com um coeficiente de condicionamento elevado e nesse caso, ndo temos
garantia de que o seu erro relativo seja pequeno.

O segundo critério de paragem s6 faz sentido como confirmagao, visto que
implica o célculo de A1gp , que é o queremos evitar com o método de
refinamento. Verifica-se, no entanto, que o numero de iteragbes €
praticamente igual ao obtido com o primeiro critério de comparagéo.

O terceiro critério de paragem mede a estabilizagdo dos valores préprios
obtidos em cada iteragdo. Por isso, ndo é de admirar que o nimero de
iteragbes deste seja diferente dos outros critérios de paragem. Nos exemplos
testados nesta dissertagdo, este critério exigiu mais iteragbes do que os
outros.

Quando o nimero de iteragdes € 30 pode significar que n&do foi atingida a
tolerancia dentro do limite maximo de iteragbes e, nesse caso, pode diferir a

distancia & tolerancia exigida. E o que acontece no nicleo B2 em quase
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todos os casos. A distancia da solugdo refinada em relagéo ao Aqigp pode
ser examinada nos quadros do apéndice A.

Saliente-se também o facto de para n = 12 serem necessarias menos
iteragbes do que para n = 10 . Isto é de esperar, pois, para n = 12, a
discretizagio é mais fina, logo, & partida, hd uma melhor aproximagéo.

De uma maneira geral, para os nicleos A e B1 tudo correu bem, isto &,
os valores proprios foram encontrados com a precisdo desejada. O mesmo j&
n&o aconteceu com o nucleo B2, pois, para n = 10, os valores préprios
nunca foram encontrados ao fim das 30 iteragbes e, para n = 12, apenas
foram encontrados cinco vezes, sempre muito préximo do limite maximo de
iteragbes. Este é um exemplo em que faria sentido aumentar o nimero
maximo de iteragbes permitidas para ver se 0 método consegue determinar
LK com um erro maior do que a tolerancia imposta, ou ,entdo, diminuir essa
tolerancia. O nucleo E também teve um comportamento normal, excepto
para o terceiro valor proprio em que apenas no segundo critério de paragem
0 erro ultrapassou a tolerancia, no método de Sloan e para n = 12 . Também

aqui faria sentido aumentar o nimero maximo de iteragées permitidas.

Os gréficos a seguir apresentados mostram a evolugo dos trés critérios de
paragem ao longo das iteragbes, para cada um dos exemplos considerados.
Escolheu-se para eixo das abcissas o nimero de iteragbes efectuadas e para
eixo das ordenadas os valores do erro obtido em cada um dos critérios de
paragem. No segundo eixo usou-se a escala logaritmica, pois de outra forma,

como os valores sdo muito pequenos, dificilmente se diferenciavam.
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Nucleo A, Aprox. Nystrém, 1%vp, n=10
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- 2°CP
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Erro

Numero de lteragdes

Nos dois graficos o 12 e 2¢° critérios de paragem tém um comportamento
semelhante. O 32 obteve erros maiores e precisou de mais iteragdes, sem, no
entanto, ter atingido metade do limite das iteragbes para ultrapassar a
tolerancia pretendida. Saliente - se o facto de para n = 12 ser necessario

um menor numero de iteragées do que para n = 10.
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Nucleo A, Aprox. Nystrém, 2%vp, n=10
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Nucleo A, Aprox. Nystrém, 2°vp, n=12

1071
102
1073
1074
10°0
106
107
108
1079
101

10"

197

161 t T T T 1

20

Critérios de Paragem

Erro

@ 12CP
- 2CP
- 32CP

o
—
o

Numero de lteragdes

Nos dois graficos o 12 e 2¢ critérios de paragem tém um comportamento
semelhante, estando o 3? ligeiramente mais distanciado. Todos trés
ultrapassam a tolerancia exigida em menos iteragdes do que o limite imposto,
sendo o casode n= 12 mais eficiente do que o de n = 10 . Note - se que
os valores oscilam entre cada dois iterados, isto é, ha um certo ziguezague

nos valores dos erros obtidos pelos critérios de paragem.
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Nicleo A, Aprox. Nystrém, 3%vp, n=10

Critérios de Paragem
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Erro
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Nucleo A, Aprox. Nystrom, 3%vp, n=12

Critérios de Paragem

= 1°CP
- 22CP
& 32CP

Erro
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Para n= 10 o0s erros obtidos através dos dois primeiros critérios de
paragem ultrapassam a tolerancia imposta ao fim de 25 e 23 iteragdes,
respectivamente. O 3° critério de paragem, ao fim de 30 iteragdes, nio
consegue atingir essa mesma tolerancia. Para n = 12 os trés critérios
conseguem um erro menor do que a tolerancia imposta em menos de 30
iteragbes sendo, no entanto, o 3 critério mais lento. Comparando os dois
graficos podemos concluir que para n = 12 os resultados sdo melhores,
pois até o 3° critério ultrapassa a tolerancia exigida. Note - se que os valores

dos erros oscilam entre cada dois iterados.
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Nicleo A, Aprox. Sloan, 1%vp, n=10
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Os dois casos sdo muito semelhantes, apenas para n = 12 a tolerancia é
ultrapassada mais rapidamente do que para n = 10 . Note-se ainda que o 3¢
critério na primeira iteragdo tem um erro muito pequeno, o que néo é
significativo se atendermos ao facto deste critério ser dado pelo erro relativo
entre dois iterados consecutivos. Assim o que aconteceu foi que a primeira
iteragdo deu um valor muito préximo do inicial e dai que o erro seja téo

pequeno.
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Nucleo A, Aprox. Sloan, 22vp, n=10
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Os dois casos sdo muito semelhantes, apenas para n = 12 atolerancia é
ultrapassada mais rapidamente do que para n = 10 . Note-se ainda que o 3°
critério na primeira iteragdo tem um erro muito pequeno, o que ndo é
significativo se atendermos ao facto deste critério ser dado pelo erro relativo
entre dois iterados consecutivos. Assim, o que aconteceu foi que a primeira
iteragdo deu um valor muito préximo do inicial e dai que o erro seja tio

pequeno.
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Nuacleo A, Aprox. Sloan, 3%vp, n=10
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Os dois casos sdo muito semelhantes, apenas para n = 12 atolerancia é
ultrapassada mais rapidamente do que para n = 10 ; embora o 3¢ critério
néo tenha atingido essa toleranciapara n = 10,para n = 12 ji conseguiu.
Note-se ainda que o 32 critério na primeira iteragdo tem um erro muito
pequeno, 0 que ndo é significativo se atendermos ao facto deste critério ser
dado pelo erro relativo entre dois iterados consecutivos. Assim, o que
aconteceu foi que a primeira iteragdo deu um valor muito préximo do inicial e

dai que o erro seja tdo pequeno.
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Nucleo B1, Aprox. Nystrém, 12vp, n=10
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Nos dois graficos o 1?2 e 22 critérios de paragem tém um comportamento
semelhante, estando o 3¢ ligeiramente mais distanciado. Todos trés
ultrapassam a toleréncia exigida em menos iteragées do que o limite imposto,

sendoocasode n=12 mais eficiente doqueode n=10.
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Nucleo B1, Aprox. Nystrém, 22vp, n=10
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Nos dois graficos o 12 e 22 critérios de paragem tém um comportamento
semelhante, estando o 3?2 ligeiramente mais distanciado. Todos trés
ultrapassam a tolerancia exigida em menos iteragées do que o limite imposto,

sendo ocasode n=12 mais eficientedoqueode n=10.
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Nucleo B1, Aprox. Nystrém, 3%vp, n=190
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Para n= 10 os erros obtidos pelos dos dois primeiros critérios de
paragem ultrapassam a tolerancia imposta ao fim de 25 e 23 iteragdes,
respectivamente. O 32 critério de paragem, ao fim de 30 iteragdes, nao
consegue atingir essa tolerancia, mas bastaria mais uma iteragdo para que
isso acontecesse. Para n = 12 os trés critérios conseguem um erro menor
do que a toleréncia imposta em menos de 30 iteragSes. Comparando os dois
graficos podemos concluir que para n = 12 os resultados s&o melhores,
pois até o 3? critério ultrapassa a tolerancia exigida. Note - se que os valores

oscilam entre cada dois iterados.
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Nucleo B1, Aprox. Sloan, 12vp, n=10
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Os dois casos sdo muito semelhantes, apenas para n = 12 a tolerancia é
ultrapassada mais rapidamente do que para n = 10 . Note-se ainda que o 32
critério na primeira iteragdo tem um erro muito pequeno, o que nao é
significativo se atendermos ao facto deste critério ser dado pelo erro relativo
entre dois iterados consecutivos. Assim, o que aconteceu foi que a primeira
iteragdo deu um valor muito préximo do inicial e dai que o erro seja téo

pequeno.
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Nucleo B1, Aprox. Sloan, 2%vp, n=10
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Os dois casos sdo muito semelhantes, apenas para n = 12 a tolerancia é
ultrapassada mais rapidamente do que para n = 10 . Note-se ainda que o 3¢
critério na primeira iteragdo tem um erro muito pequeno, 0 que ndo é
significativo se atendermos ao facto deste critério ser dado pelo erro relativo
entre dois iterados consecutivos. Assim, o que aconteceu foi que a primeira
iteragdo deu um valor muito préximo do inicial e daj que o erro seja téao

pequeno.

67



Nicleo B1, Aprox. Stoan, 3°2vp, n=10
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Os dois casos sdo muito semelhantes, apenas para n = 12 a tolerancia é
atingida mais rapidamente do que para n = 10 ; embora o 32 critério nio
tenha alcangado essa tolerancia para n = 10,para n= 12 j& conseguiu.
Note-se ainda que o 3? critério na primeira iteragdo tem um erro muito
pequeno, 0 que n&o é significativo se atendermos ao facto deste critério ser
dado pelo erro relativo entre dois iterados consecutivos. Assim, o que
aconteceu foi que a primeira iteragdo deu um valor muito préximo do inicial e

dai que o erro seja tdo pequeno.
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Ndcleo B2, Aprox. Nystrém, 1°vp, n=10
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Nucleo B2, Aprox. Nystrém, 12vp, n=12
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Para n =10 os trés critérios andam muito perto e todos param ao fim das
30 iteragGes sem terem alcangado a tolerancia pedida. Para n = 12 os trés
critérios ultrapassam a tolerancia pedida ao fim de 25 ou 26 iteragées.

Este € um bom exemplo para mostrar que um aumento do valor de n
pode levar & convergéncia deste processo iterativo, dentro do numero
maximo de iteragbes permitidas. Note - se que os valores oscilam entre cada
dois iterados, isto é, ha um certo ziguezague nos valores dos erros obtidos

pelos critérios de paragem.
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Nucleo B2, Aprox. Nystrém, 22vp, n=10
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Para n= 10 os 3 critérios param ao fim das 30 iteragbes, sem terem
alcangado a tolerancia pedida. Para n = 12 os 3 critérios ultrapassam essa
tolerancia mesmo no limite das iteragdes. Comparando com o mesmo
exemplo mas para o 12 valor préprio podemos concluir que é semelhante
embora a tolerancia conseguida para n = 10 pelo 22 valor proprio tenha sido
inferior e para n = 12 tenham sido necesséarias mais iteragdes. E um bom
exemplo para mostrar que um aumento de n pode levar & convergéncia do
processo iterativo, dentro do n? maximo de iteragdes permitidas. Note-se que

os valores dos erros oscilam entre cada dois iterados.
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Nucleo B2, Aprox. Nystrém, 3%vp, n=10
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Os trés critérios tém um comportamento semelhante mas em nenhum caso
ha convergéncia, ao fim do nimero maximo de iteragbes imposto. Claro que
para n =12 ficou mais perto. Neste caso, valia a pena aumentar o niimero
méaximo de iteragGes para ver se realmente o método consegue ultrapassar a
tolerancia exigida. Note-se que os valores oscilam entre cada dois iterados,
isto €, ha um certo ziguezague nos valores dos erros obtidos pelos critérios

de paragem.

71



Nucleo B2, Aprox. Sloan, 12vp, n=10
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Os trés critérios tém um comportamento semelhante mas em nenhum caso
ha convergéncia, dentro do nimero méximo de iteragées imposto. Claro que
para n =12 ficou mais perto. Neste caso, valia a pena aumentar o niimero
maximo de iteragbes para ver se realmente 0 método consegue ultrapassar a

tolerancia exigida.
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E)s trés critérios tém um comportamento semelhante mas em nenhum caso
ha convergéncia, dentro do nimero maximo de iteragdes imposto. Claro que
para n= 12 ficou mais perto. Neste caso, valia a pena aumentar o nimero
maximo de iteragdes para ver se realmente o método consegue ultrapassar a

tolerancia exigida.

73



Erro

Erro

Nucleo B2, Aprox. Sloan, 32vp, n=10
107!

102
10-3
1074 i
Critérios de Paragem

10

= 12CP
10 - 2:CP

- Q
10_7 32CP
10°8

0 10 20 30 40
Namero de lteragbes

Nucleo B2, Aprox. Sloan, 3°vp, n=12

10
10°
10°
10°
107
10°
107
107
107
167
107

Critérios de Paragem

= 1°CP
- 2CP
= 3CP

Numero de lteragdes

Os trés critérios de paragem tém um comportamento semelhante sé é

ultrapassada a tolerancia no 22 critério para n = 12.Claroque para n = 12
ficou mais perto.
Note-se que os valores oscilam entre cada dois iterados, isto €, ha um certo

ziguezague nos valores dos erros obtidos pelos trés critérios de paragem.
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Quer para n =10 querpara n =12 0s dois primeiros critérios de
paragem chegam sempre ao mesmo valor para o erro, embora no segundo
caso estes valores estejam mais perto do valor da tolerancia. Isto significa
que o processo iterativo ndo conseguiu evoluir. Por isso, neste caso, ndo é
conveniente aumentar 0 nimero maximo de itera¢des, mas sim o valorde n.
Em ambos os casos o 3? critério conseguiu ultrapassar a tolerancia imposta
em menos de 30 iteragdes, o que seria de esperar tendo em consideragao
que os valores de LK  obtidos a partir da iteragdo 20 e 14 ,

respectivamente, sdo praticamente constantes.
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Os trés critérios tém um comportamento semelhante mas em nenhum caso
ha convergéncia, dentro do numero maximo de iteragdes previamente
imposto. Claro que para n = 12 ficou mais perto. Neste caso, valia a pena
aumentar 0 nimero maximo de iteragbes para ver se realmente o método

consegue ultrapassar a tolerancia exigida.
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Nocasode n=10 os trés critérios de paragem conseguem obter um erro
inferior & tolerdncia imposta antes de atingirem o numero maximo de
iteragbes. Mas para n =12 isso ndo acontece, 0 que é estranho pois como
o valor de n & maior, a discretizagdo é mais fina, e ainda deveria dar

melhores resultados, tal como aconteceu com todos os outros exemplos.
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Os trés critérios de paragem atingiram um erro inferior a tolerancia imposta

muito rapidamente : 5,6 e 7 iteragbes respectivamente, quer para n = 10

querpara n=12.
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Nos trés critérios de paragem a tolerancia exigida é ultrapassada muito
rapidamente. Mas se compararmos com 0 exemplo anterior podemos ver
que, neste caso, s&o precisas mais algumas iteragbes para conseguir a
mesma precisio. Isto é explicavel pelo facto de o segundo valor préprio ser

mais pequeno do que o primeiro.
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Nucleo D, Aprox. Sloan, 3%vp, =10

Critérios de Paragem

- 12CP
- 22°CP
= 3°CP

Erro

Numero de lteragoes

Nucleo D, Aprox. Sloan, 32vp, n=12

Critérios de Paragem
=2 1°CP

- 2CP
o 3CP

Erro

10—1 T Y T v T v 1
0 10 20 30

Numero de lteragbes

Nos trés critérios de paragem a tolerancia exigida é obtida em todos os
casos, no entanto, o 2% critério, € o mais rapido. Comparando com os dois
altimos exemplos podemos observar que, neste caso, sdo precisas mais
iteragbes para conseguir a mesma precisdo. Isto é explicavel pelo facto deste
exemplo ser relativo ao terceiro valor préprio, logo mais pequeno do que os

anteriores.
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Nucleo E, Aprox. Nystrém, 12vp, n=10

10
10
10°
104
10°
10°
107
10
10
107
107
107
10"

Critérios de Paragem

= 1P
- 22CP
& 32CP

Erro

O -
w
-t
o
—
(4

Nimero de lteragdes

Nucleo E, Aprox. Nystrém, 12vp, n=12

10
10
10°
10°
10°
10°
10°
10°
10°
101
101
191
10"

Critérios de Paragem

@ 12CP
- 22CP
& 32CP

Erro

r T 1 11T ¥ 1 751

10 12 14
Namero de lteragdes

O -
N
F-%
»
w

Nos dois graficos o 12 e 22 critérios de paragem tém um comportamento
semelhante. O 3% obteve erros maiores e, consequentemente, precisou de
mais iteragdes, sem, no entanto, ter atingido metade do limite das iteragbes
para ultrapassar a toleréncia pretendida. Saliente - se o facto de para n = 12

ser necessario um menor nimero de iteragées do que para n = 10 .

81



Nicleo E, Aprox. Nysirim, 2%vp, n=10

Critérios de Paragem

< 12CP
g - 20CP
ui % 32CP
1
40
Numero de lteragées
Nucleo E, Aprox. Nystrém, 22vp, n=12
100
107"
102
1023 .
Critérios de Paragem
1074
105
© 406 = 1°CP
w7 - 2CP
Q
10-9 < 32CP
109
107
10!
1013 2

0 10 20 30
Namero de lteragoes

Para n= 10 o0s erros obtidos pelos dos dois primeiros critérios de
paragem ultrapassam a tolerdncia imposta ao fim de 25 e 23 iteragbes,
respectivamente. O 32 critério, ao fim de 30 iteragdes, ndo consegue ainda
atingir essa mesma tolerancia, mas bastaria mais uma iteragdo para que isso
acontecesse. Para n = 12 os critérios conseguem um erro menor do que a
tolerancia imposta em menos de 30 iteragfes sendo, no entanto, o 32 critério
mais lento. Comparando os dois graficos podemos concluir que para n = 12
os resultados sdo melhores, pois até o 3? critério ultrapassa a tolerancia

exigida. Note - se que os valores do erro oscilam entre cada dois iterados.
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Ndcleo E, Aprox. Nystrém, 3%vp, n=10

100
10°1
1072 e
Critérios de Paragem
103
10‘4 @ 19CP
0
= - 22CP
w 445 - 3CP
106
1077
10°8 -
40
Namero de iteragSes
Nucleo E, Aprox. Nystrém, 3°vp, n=12
Critérios de Paragem
o = 1°CP
& - 2P
& 3°CPp

Namero de Reragdes

Nos dois graficos o 12 e 22 critérios de paragem tém um comportamento
semelhante estando o 3? ligeiramente mais distanciado. Nenhum dos trés
atinge a tolerancia exigida, no entanto, o caso de n = 12 fica mais perto.
Note-se que os valores oscilam entre cada dois iterados, isto é, ha um certo

ziguezague nos valores dos erros obtidos pelos trés critérios de paragem.
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Nucleo E, Aprox. Sican, 1%vp, n=10

Critérios de Paragem

= 1°CP
- 2¢CP
= 3°CP

Erro
S

1072

1073

104

10°

10°

10°

103

107

107

197

101

19"

1619
0

102

1073

10°

10°

10°

10°

10°

10°

10"

101

107

107

191

0 2 4 6 8 10 12 14
Numero de lteragées

5 10 15
Nimero de lteragdes

Nucleo E, Aprox. Sloan, 12vp, n=12

Critérios de Paragem

o 12CP
-+ 2Cp
& 3CpP

Erro

Os dois casos sdo muito semelhantes, apenas para n= 12 atoleranciaé
ultrapassada mais rapidamente do que para n = 10 . Note-se ainda que o 3¢
critério na primeira iteragdo tem um erro muito pequeno o que néo é
significativo se atendermos ao facto deste critério ser dado pelo erro relativo
entre dois iterados consecutivos. Assim, o que aconteceu foi que a primeira
iteragdo deu um valor muito préximo do inicial e dai que o erro séja téo

pequeno.
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Nucleo E, Aprox. Sloan, 2°vp, n=10

Critérios de Paragem

o 12CP
- 2P
o 3:CP

Erro

0 10 20 30 40
Numero de eragées

Nucleo E, Aprox. Sloan, 2°vp, n=12

Critérios de Paragem

o 12CP
- 22CP
o 3CP

Erro
_l_A.J-J-A—L—A—A—A.J-A.A—A.A
00 00000 0000000
_‘_‘_‘_‘dlllllllll
E o
- .

—

0 ' 10 ' 20 ' 30
Numero de Reragées
Os dois casos tém um comportamento semelhante, apenaspara n=12 a
tolerancia é ultrapassada mais rapidamente do que para n = 10 : embora o
3¢ critério ndo a tenha atingido para n = 10, para n= 12 ja conseguiu.
Note-se ainda que o 32 critério na primeira iteragdo tem um erro muito
pequeno o que n&o é significativo se atendermos ao facto deste critério ser
dado pelo erro relativo entre dois iterados consecutivos. Assim, o que
aconteceu foi que a primeira iteragdo deu um valor muito préximo do inicial e

dai que o erro seja tdo pequeno.
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Nucleo E, Aprox. Sloan, 3%p, n=10

Critérios de Paragem

< 1{°CP
- 22CP
- 3XCP

Erro

106

0 10 20 30 40
Numero de lteragdes

Nucleo E, Aprox. Sloan, 3%vp, n=12
100
1071
102
103
104
10
108
1077
108

10-9 1 v T T T T T T —

Critérios de Paragem

@ 19CP
-+ 2Cp
o 3°CP

Erro

Numero de lteragdes

Em qualquer dos trés critérios de paragem o valor do erro fica muito longe
da tolerancia pedida, ao fim do nimero méximo de iteragcdes considerado.
Este seria um exemplo para o qual se devia aumentar o valor de n e ndoo
numero maximo de iteragdes. Note - se que os valores oscilam entre cada
dois iterados, isto é, ha um certo ziguezague nos valores dos erros obtidos

pelos critérios de paragem.

86



Nucleo F, Aprox. Nystrém, 3°vp, n=10

o 12CP
- 2CP
o 32CP

Erro

Numero de iteragées

Nducleo F, Aprox. Nystrém, 3°vp, n=12

Critérios de Paragem

<+ 12CP
- 20CP
& 32CP

Erro

Numero de lteragées

Nos dois graficos o 12 e 22 critérios de paragem t&m um comportamento
semelhante estando o 3? ligeiramente mais distanciado. Nenhum dos trés
atinge a toleréncia exigida, no entanto, o caso de n = 12 fica mais perto.
Note-se que os valores oscilam entre cada dois iterados, isto é, ha um certo

ziguezague nos valores do erro obtidos pelos trés critérios de paragem.
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Nucleo F, Aprox. Sloan, 12vp, n=12

105
Critérios de Paragem

< 12CP
- 20CP
& 3°CP

Erro
b
S,

~J

Namero de lteragdes

Eum exemplo particular onde a tolerancia exigida deveria ter sido 1x10-8 .
Este valor foi ultrapassado ao fim de cinco iteragdes para os dois primeiros
critérios e ao fim de sete para o 32 critério de paragem. A partir da iteragdo
quatorze o processo iterativo ndo conseguiu evoluir mais.
Consequentemente, os erros obtidos pelos dois primeiros critérios de

paragem mantiveram-se constantes.
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Nucleo F, Aprox. Sloan, 22vp, n=12

101
1072

Critérios de Paragem

€ 12CP
- 22CP
=+ 3*CP

Erro
—
ol

~J

109

—t
(=}
—
-
-
-
=
-

Numero de lteragées

Os dois primeiros critérios de paragem n&o conseguiram obter um erro
inferior & tolerancia pretendida, em menos de 30 iteragdes. O 3° critério de

paragem apenas 0 conseguiu ao fim de 28 iteragbes.
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Nucleo F, Aporx. Sloan, 3%vp, n =12
100
10°t
102
103
104
10
1076
1077
108

1093 . — ' — —
0 10 20 30 40
NUmero de lteracbes

Critérios de Paragem

= 1:CP
- 2°CP
& 332CP

Erro

Nenhum dos trés critérios de paragem consegue obter um valor para o erro
superior a tolerancia imposta, dentro do limite de iteragdes considerado. Os
dois primeiros critérios de paragem tém um comportamento semelhante,
enquanto que o 3¢ critério se encontra mais distanciado. Note-se que os
valores oscilam entre cada dois iterados, isto €, ha um certo ziguezague

nos valores dos erros obtidos pelos trés critérios de paragem.

Analisemos, em seguida, as diferengas entre : o valor préprio teérico,

quando conhecido, o valor préprio da matriz  TAUM : A4qq , valor proprio da

matriz TAUN : LN, e o valor préprio obtido na dltima iteragdo : LK .
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A, Nyst., 1%vp, n=10

A, Nyst., 12vp, n=12

VP Tebrico
A 100
LN
LK

0.101 321 183 642 3
0.101 329 686 604 2
0.102 356 288 510 9
0.101 329 686 604 3

0.101 321 183 642 3
0.101 329 686 604 2
0.102 012 706 774 2
0.101 329 686 604 3

A, Nyst., 2%vp, n=10

A, Nyst., 22vp, n=12

VP Tedrico
A 100
LN
LK

0.025 330 295 910 58
0.025 338 800 157 02
0.026 384 667 192 63
0.025 338 800 156 91

0.025 330 295 910 58
0.025 338 800 157 02
0.026 030 383 407 3

0.025 338 800 157 08

A, Nyst., 3%p, n=10

A, Nyst., 3%p, n=12

VP Tedrico
A 100
LN
LK

0.011 257 909 293 59
0.011 266 415 681 65
0.012 345 679 012 34
0.011 266 415 680 91

0.011 257 909 293 59
0.011 266 415 681 65
0.011 972 649 337 16
0.011 266 415 681 79

A, Sloan, 1%vp, n=10

A, Sloan, 1%vp, n=12

VP Tebrico
A 100
LN
LK

0.101 321 183 642 3
0.101 312 681 536 6
0.100 298 675 342 2
0.101 312 681 536 5

0.101 321 183 642 3
0.101 312 681 536 6
0.100 635 296 305 9
0.101 312 681 536 7

A, Sloan, 2%p, n=10

A, Sloan, 2%vp, n=12

VP Tebrico
A 100
LN
LK

0.025 330 295 910 58
0.025 321 795 089 48
0.024 327 054 023 91
0.025 321 795 089 42

0.025 330 295 910 58
0.025 321 795 089 48
0.024 652 972 938 98
0.025 321 795 090 4

A, Sloan, 3%p, n=10

A, Sloan, 3%p, n=12

VP Tedrico
A 100
LN
LK

0.011 257 909 293 59
0.011 249 410 614 11
0.010 288 065 843 62
0.011 249 410 619 34

0.011 257 909 293 59
0.011 249 410 614 11
0.010 595 238 868 84
0.011 249 410 614 08
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Observando os valores obtidos pelos dois métodus de discretizagéo
implementados : Sloan e Nystrém, conclui - se que o erro absoluto entre o
valor préprio teérico e A19p € da ordem de 8,5 x 10-6 em todos os seis
quadros, ou seja, que tém 5 casas décimais comuns. Isso significa que o
erro de discretizacio é dessa ordem. LN é uma aproximagéo grosseira pois
s6 coincide com A1gp em 2 ou 3 casas décimais. O nimero de casas
decimais comuns, entre LK e Aqgp,variade 10 a 13,0 que demonstra

que o processo iterativo da determinagdo de LK esta atender para A1qg .

Comparando os casosde n=10 e n=12, nota - se que os valores de
LK s@o melhores no segundo caso, excepto para o método de Sloan
segundo valor préprio, mas mesmo ai a diferenga ndo é significativa.

Também os valores iniciais : LN , ndo diferem muito.
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B1, Nyst., 1%vp, n=10

B1, Nyst., 1%vp, n=12

VP Tebrico [0.098 818 092 127 42 0.098 818 092 127 42
A 100 0.098 826 595 085 68 0.098 826 595 085 68
LN 0.099 853 142 526 14 0.099 509 591 080 87
LK 0.098 826 595 085 75 0.098 826 595 085 75

B1, Nyst., 2%vp, n=10 B1, Nyst., 2%vp, n=12

VP Tedrico {0.025 170 899 328 5 0.025 170 899 328 5

* 100 0.025 179 403 571 32 0.025 179 403 571 32
LN 0.026 225 211 282 19 0.025 870 961 214 89
LK 0.025 179 403 571 2 0.025 179 403 571 38

B1, Nyst., 3%vp, n=10 B1, Nyst., 3%vp, n=12

VP Teérico {0.011 226 313 089 997 0.011 226 313 089 997
A 100 0.011 234 819 474 41 0.011 234 819 474 41
LN 0.012 314 014 656 04 0.011 941 024 995 72

LK 0.011 234 819 473 64 0.011 234 481 947 455

B1, Sloan, 1%vp, n=10 B1, Sloan, 1%vp, n=12
VP Tedbrico {0.098 818 092 127 42 0.098 818 092 127 42
A 100 0.098 810 010 050 67 0.098 810 010 050 67
LN 0.097 845 396 177 85 0.098 165 773 392 04
LK 0.088 810 010 050 57 0.098 810 010 050 69

B1, Sloan, 2%p, n=10 B1, Sloan, 2%vp, n=12

VP Teérico |0.025 170 899 328 5 0.025 170 899 328 5

A 100 0.025 162 505 443 12 0.025 162 505 443 12
LN 0.024 179 620 832 6 0.024 501 792 903 01
LK 0.025 162 505 443 07 0.025 162 505 443 86

B1, Sloan, 3%p, n=10 B1, Sloan, 3%p, n=12

VP Teébrico |0.011 226 313 089 997 0.011 226 313 089 997
A 100 0.011 217 862 064 23 0.011 217 862 064 23
LN 0.010 261 335 679 03 0.010 567 080 651 18
LK 0.010 112 178 620 688 2 |0.011 217 862 064 21
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Observando os valores obtidos pelos dois métodos de discretizagdo
implementados : Sloan e Nystrém, conclui - se que o erro absoluto entre o
valor préprio teérico e A1g0 é da ordem de 8,5 x 10-6 em todos os seis
quadros, ou seja, que tém 5 casas décimais comuns. Isso significa que o
erro de discretizagéo é dessa ordem. LN ¢é uma aproximagao grosseira pois
s6 coincide com A4gp em 2 ou 3 casas décimais. O nimero de casas
décimais comuns, entre LK e A4g0,variade 11 a 13, o que demonstra
que o processo iterativo da determinagdo de LK estd a tender para Aqqg,
excepto para o 3% valor préprio que no método de Nystrém, para n = 12,
apenas coincidem em 6 casas, e no método de Sloan, para n =10, apenas

coincidem em 2 casas décimais.

Comparando os casosde n=10 e n=12, nota- se que os valores de
LK s&o melhores no segundo caso. Os valores iniciais : LN , ndo diferem

muito.
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B2, Nyst., 1%vp, n=10

B2, Nyst., 1%vp, n=12

VP Tedrico
A 100
LN
LK

0.182 033 967 529 3
0.182 203 997 784 96
0.202 313 114 782 2
0.182 203 997 8

0.182 033 967 529 3
0.182 203 997 784 96
0.195 674 807 115 2
0.182 203 997 856 6

B2, Nyst., 2°vp, n=10

B2, Nyst., 2%p, n=12

VP Tedbrico
A 100
LN
LK

0.143 391 360 065

0.143 561 416 055 8
0.164 019 440 562 6
0.143 561 417 444 4

0.143 391 360 065

0.143 561 416 055 8
0.157 192 522 280 8
0.143 561 416 047 1

B2, Nyst., 3%vp, n=10

B2, Nyst., 3%vp, n=12

VP Tedrico
A 100
LN
LK

0.105 917 370 688 8
0.106 087 469 477 4
0.127 147 579 348 9
0.106 087 432 633

0.105 917 370 688 8
0.106 087 469 477 4
0.119 992 264 617 3
0.106 087 469 723 3

B2, Sloan, 1%vp, n=10

B2, Sloan, 1%vp, n=12

VP Teérico
A 100
LN
LK

0.182 033 967 529 3
0.182 173 318 338 4
0.196 991 307 322 9
0.182 173 282 595

0.182 033 967 529 3
0.182 173 318 338 4
0.192 437 426 401 4
0.182 173 318 074 1

B2, Sloan, 2%vp, n=10

B2, Sloan, 2%p, n=12

VP Teérico
A 100
LN
LK

0.143 391 360 065

0.143 464 935 331 4
0.149 739 341 584 3
0.143 464 969 347 1

0.143 391 360 065

0.143 464 935 331 4
0.148 140 573 753 5
0.143 464 935 575 2

B2, Sioan, 3%vp, n=10

B2, Sloan, 3%vp, n=12

VP Tebrico
A 100
LN
LK

0.105 917 370 688 8
0.105 927 177 662 6
0.104 437 4698 703 6
0.105 927 179 840 4

0.105 917 370 688 8
0.105 927 177 662 6
0.105 384 543 065 3
0.105 927 177 688 1
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Observando os valores obtidos pelos dois métodos de discretizagéo
implementados : Sloan e Nystrém, conclui-se que o erro absoluto entre o
valor préprio teérico e A1go € da ordemde 1,7 x 104 nos trés primeiros
quadros e de 1,4 x104,7,3x105 e 1,0x 105 , respectivamente nos trés
restantes, ou seja, que tém 3 ou 4 casas décimais comuns. Isso significa
que o erro de discretizagdo é dessa ordem. LN é uma aproximagéo
grosseira pois s6 coincide com A1go em 0 ou 1 casa décimal. O nimero
de casas décimais comuns, entre LK e Xiqg0,variade 6 a 10, o que
demonstra que o processo iterativo da determinagdo de LK esta a tender

para A1g0 -

Comparando os casosde n=10 e n =12, nota-se que os valores de
LK s&o melhores no segundo caso. Também os valores iniciais : LN , ndo

diferem muito.
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E, Nyst., 1%vp, n=10

E, Nyst., 1%vp, n=12

VP Tedrico
A 100
LN
LK

0.101 321 183 642 3
0.101 329 686 604 2
0.102 356 288 510 9
0.101 329 686 604 2

0.101 321 183 642 3
0.101 329 686 604 2
0.102 012 706 774 2
0.101 329 686 604 2

E, Nyst., 28vp, n=10

E, Nyst., 2%vp, n=12

VP Tedrico
A 100
LN
LK

0.011 257 909 293 59
0.011 266 415 681 65
0.012 345 679 012 34
0.011 266 415 680 9

0.011 257 909 293 59
0.011 266 415 681 65
0.011 972 649 337 16
0.011 266 415 681 79

E, Nyst., 3%vp, n=10

E, Nyst., 3%vp, n=12

VP Tebrico
A 100
LN
LK

0.004 052 847 345 693
0.004 061 360 592 71

0.005 259 531 453 832
0.004 061 446 721 678

0.004 052 847 345 693
0.004 061 360 592 71
0.004 817 888 415 65
0.004 061 360 116 228

E, Sloan, 1%vp, n=10

E, Sloan, 1%vp, n=12

VP Tebérico
A 100
LN
LK

0.101 321 183 642 3
0.101 312 681 536 7
0.100 298 675 342 2
0.101 312 681 536 6

0.101 321 183 642 3
0.101 312 681 536 7
0.100 635 296 305 9
0.101 312 681 536 7

E, Sloan, 2%vp, n=10

E, Sloan, 2%p, n=12

VP Tebrico
A 100
LN
LK

0.011 257 909 293 59
0.011 249 410 614 15
0.010 288 065 843 62
0.011 249 410 619 38

0.011 257 909 293 59
0.011 249 410 614 15
0.010 595 238 868 84
0.011 249 410 614 11

E, Sloan, 3%p, n=10

E, Sloan, 3%p, n=12

VP Tedrico
A 100
LN
LK

0.004 052 847 345 693
0.004 044 355 525 2

0.003 201 918 285 108
0.004 054 137 564 577

0.004 052 847 345 693
0.004 044 355 525 2

0.003 440 477 947 331
0.004 044 319 965 985

97



Observando os valores obtidos pelos dois métodos de discretizagéo
implementados : Sloan e Nystrém, conclui - se que o erro absoluto entre o
valor préprio teérico e Aygp € da ordem de 8,5 x 10-6 em todos os seis
quadros, ou seja, que tém 5 casas décimais comuns. Isso significa que o
erro de discretizagio é dessa ordem. LN ¢é uma aproximagéo grosseira pois
s6 coincide com A1p90 em 2 ou 3 casas décimais. O numero de casas
décimais comuns, entre LK e Aj00,variade 11 a 13, o que demonstra

que o processo iterativo da determinagdo de LK esté a tender para Li10o -

Comparando os casosde n=10 e n=12, nota- se que os valores de
LK s&o melhores no segundo caso. Também os valores iniciais : LN , n&o

diferem muito.
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Capltulo Quatro : Alguns Algoritmos



Neste capitulo, vamos explicar o programa implementado para testar os
exemplos apresentados na capitulo trés. Comegamos com um esquema do
programa principal. Este é constituido por varios subprogramas, dos quais
apenas vamos destacar aqueles que estdo directamente ligados com o

método de refinamento usado.

O programa utilizado tem a seguinte estrutura:

Declaragéo
das
variaveis

v

Atribuicdo dos valores iniciais
a n,m, Tol, Maxiter

Menu 1
alteragao
dos pardmetros
n=10, m=100,
Maxiter = 30,

-11
Tol=10

Sim

Lé os novos
valores das
variaveis

Menu 2
Escolha do
método de aprox.
inicial: Sloan ou Nyst.
e escolha
dos nucleos:
A! Bl Cl D)
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A
Nystrém

Construgéo Construgéo
da matriz da matriz
TAiJN TA+UN
Construgéo Construgédo
da matriz da matriz
TAUNN TAUNN
Construgéo| |Construgao
da matriz da matriz
TAUM TAUM
I ;i 1
Calculo dos

valores proprios
de TAUN (com IMSL)

Menu 3:
Escolha dos
valores proprios
a serem

refinados

Calculo de MIU (ma),
LN, UN e FIN

v

Célculo dos valores
e vectores proprios
da matriz TAUN
transposta : VN

v

Identificam-se os
elementos préprios
a serem refinados

v

Normalizagédo de VN

® @

tais que :
TAUNXUN = MIU (i)} XUN

1 oa .
IN= 5 M)
ma i=1

1
FIN = L-ﬁXTAUM XUN

(verpg 34)

tal que :
< UN,VN> =Ima
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|(2)

Preparagéo da
eq. de Sylvester.

Equagao de Sylvester :

Célculo das matrizes TAUNSYL X - X TETASYL = C
TAUNSYL nxn ma x ma
e TETASYL
l ver defingbes de :
Definigéo de
ETAK, FIK, e P U Ak
NIUK, LK
‘ napg 37.
Refinamento dos confrontar com eq.
valores proprios do capitulo 2.4. .
(subprograma Chafny)

'

Menu 5:
Mudanga do
critério de
paragem.

Sim

Menu 6:
Continuar
com novo:

1. parametros iniciais—

2. aproximag&o inicial —p (5) N&o
—>

Fim

3. nucleo @
4. valor préprio a ser
refinado —»> @
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Diagrama do subprograma CHAFNY

Declaragéo
das
variaveis
Incremento do

contador de
iteragdes : KITER

v

Calculo de tais que :
ETAK (m, ma, maxiter) 1K,
(subprograma sigman), MoV eLK G
NIUK (ma, ma, kiter), sdo dados pelas férmulas
LK, FIK (m, ma) dapg 37.

Escolha
do C. P.
1. norma-infinito do residuo
2. erro absoluto
3. erro relativo

y1eCP

Calcula
0 erro

@ SIM

2 CP

Pede o valor
proprio exacto
e calcula o erro

!

Escreve
LK, o erro
e a iteragao

Se
erro > tol.
e
Kiter < Maxiter

Volta ao programa
principal




O objectivo do subprograma SIGMAN é o caiculo da resolvente reduzida. Ja

vimos no capitulo dois que ela é dada por :
-1 ~
Zn=G, (1x-Pn)

onde Gp: X = X

X |- (1x-I3n)Tnx—x6n.
Queremos entdo calcular Za,w=y,onde w e y sdoelementosde X,
ou seja, w é a varidvel de entrada e y é a varidvel de saida, do
subprograma. Que é equivalente a resolver :

(1x-!5n)'7'ny—y9n=(1x—l5n)w=w—¢n<restw,.vn>.

Esquematicamente :

Wn“x"'sn)-?n Y Tny

(1x=Tn) (1x=Pn) Tn 0 (1x—Tn)y )
Tny On Th W Thdn<restw, vy >

) (1x—Tn)Yy ) (1x—7n) w ) (1x—Tn) dn<restw,vp>

Atendendo a que :
-1

nn¢n=(resti—nun)en=un ,
obtém-se o seguinte sistema :
{ 1tn(1—73n)1~'n1tny—1tny9n=nnw—-un<restw,vn>
(1=%n) (1-Pn) TaTtn y = (1=Ttn) y 80=( 1-Ttn ) W = ( 1-Ttn ) On < rest w, v, >
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(1—®n) TAUNresty —resty Op=thnW-—upn<restw,v,>
(1=Ttn ) ¥ On=(1-Ttn) (1-Pn) TnTtny—(1-Ttn)W+(1-Ttn)dn<rest w,v,>

onde Pn=PSlg, -

A primeira equagdo deste sistema é uma equagdo de Sylvester que vai ter

como solugdo Tnhy que vai ser substituida na segunda equagéo.
O algoritmo correspondente é dado por :

19) Declaragéo das variaveis

2%) Comentario : resolugdo da 12 equagdo do sistema ( equagdo de
Sylvester) , comegando pelo segundo membro.

32%) work := work — rest prol w

4%) Comentdrio : resolugdo da equagdo de Sylvester ( a custa do
subprograma AXPXB ) .

5%) Comentario : resolugdo da 22 equagdo do sistema comegando pelo
segundo membro.

69 Y:=(1-7n)dn<restw,v,>

79Y:=Y-(1-m)wW

89) Y := (Y +(1—-7n) TAUNN res w ) 0],

9%) Comentario : a resolvente reduzida é a soma da solugdo da 12

equagdo coma a solugdo da 22 ( depois de prolongada ) .
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A projeccgio usada é calculada pelo subprograma PNX. Ja vimos, no
capitulo dois, como a calcular :
seja x a variavel que queremos projectar. Ent&o
Pnx = dn<x,Y,> Vxe X
=dn<x,restiv,>

=Qn<restx,v,>

O algoritmo correspondente é dado por :

12) Declaragdo das variaveis

29) Comentério : faz-se a restrigdo da varidvel x, e coloca-se numa
varidvel restx

3?) chama subprograma GRAM (restx , vy, guv)

49) faz o produto da matriz ¢, pela matriz de Gram : guv .

A matriz de Gram : guv , é construida pelo subprograma GRAM e tem como

varidveis de entrada up e v, e como varidvel de saida guv.

A resolugdo da equagdo de Sylvester é feita pelo subprograma AXPXB
cuja descrigdo é feita em Bantels e al. [ 8] . O objectivo deste subprograma é
a resolugdo da equagéo matricial :

AX+XB=C
onde A é uma matriz real de ordem nxn,B € uma matriz real de ordem
maxma e C éuma matrizreal de ordem nxma.

A obtengdo da solugdo desta equagdo baseia-se na redugédo de Schur a
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forma triangular, a custa de transformagdes de semelhanga ortogonais, das
matrizes A e B.Assim, A=UTAU e B=VIBV onde U e V séo
matrizes unitarias. As matrizes A e B s&o reduzidas a forma de
Hessenberg superior, pelo método de Householder, que em seguida é

transformada na forma candnica de Schur, pelo método QR .

O célculo do residuo é feito pelo subprograma com o0 mesmo nome.

O algoritmo correspondente é dado por :

12) Declaragao das variaveis
22) residuo := TAUM x FIK
3%) comentdrio : faz a projec¢do da variavel residuo e chama o
subprograma PNX com varidvel de entrada residuo e varidvel de saida
proj
49) residuo := residuo — proj
59) anorm := 0.
aux := | residuo |
se (aux >anorm) entdo anorm := aux

69) volta ao subprograma CHAFNY .
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Capfltulo Cinco : Conclusdes



Face aos resultados obtidos podemos concluir que o programa funcionou
bem quer para o caso de valores proprios de multiplicidade um quer para

multiplicidade dois.

Em resumo e, comparando os trés critérios de paragem implementados,
podemos concluir que, de uma maneira geral, o primeiro ( dado pela norma-
-infinito do residuo ) é o mais rapido. O segundo ( dado pelo erro absoluto
com A1g0) tem um comportamento semelhante. O terceiro é o pior, 0 que é
explicavel pelo facto deste ser dado pelo erro relativo entre dois iterados
consecutivos, pois oscila entre cada duas iteragdes. Talvez fizesse sentido

calcula-lo de duas em duas iteragdes.

Comparando os dois valores de n utilizados: n=10 e n =12, foi
notéria a sua diferenga. Para n =12 & conseguida uma precisdo maior, de
cerca de um algarismo significativo e é obtida num menor ndmero de
iteragbes. Esta concluséo ja era esperada uma vez que para n =12 haum
conjunto de informagédo maior, pois a discretizagdo é mais fina. Por exemplo,
no nicleo A com a aproximagéao inicial de Nystrém, para o terceiro valor
proprio e para n =10, com o terceiro critério de paragem n&o se conseguiu

atingir a precisdo imposta, mas, para n=12 esta ja foi obtida.

Comparando os trés valores proprios escolhidos para serem refinados,
podemos concluir que o maior quase sempre foi encontrado com a precisdo
imposta, enquanto que o terceiro poucas vezes foi calculado com essa
precisdo, em menos de trinta iteragbes. Constatamos, assim, uma perda de
precisdo & medida que se tenta determinar um valor préprio menor, pois 0

seu erro relativo é maior.
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Comparando os dois métodos de discretizagéo implementados : Nystrém e
Sloan, podemos observar que ndo ha uma diferenga significativa entre
ambos. Isto, & primeira vista, pode parecer estranho, uma vez que o método
de Sloan deveria ser melhor, j4 que nio implica 0 uso de uma regra de
quadratura. O que estd a acontecer é que os dois primeiros critérios de
paragem s&o mais exigentes, quando a aproximagé&o inicial é feita pelo

método de Sloan.

Umavez que osnicleos A,B e C jaforam testados em d' Almeida [4],
podemos também comparar os valores obtidos. Por exemplo, para o nicleo
A , aproximagéo inicial feita pelo método de Sloan e para o 12 valor préprio o
que foi obtido em duas iteragbes em d'Almeida [ 4 ] demorou sete nesta
dissertagdo ( para uma tolerancia de 5 x 10-10 ) . Parece estranho, mas a
explicagéo reside no facto de que, neste caso, a normalizagdo do valor

préprio que se procura é diferente.

{v} =M"

= {%}

Note-se que ¢, = P, ¢ onde P é aprojecgéo .
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Assim, no célculo de NIUK existe uma parcela que teoricamente devia
ser nula, mas na prética tal nio acontece. No caso de ma =1 esta parcela
nem sequer é calculada : é considerada nula logo a partida. Ndo sendo
possivel fazer isso aqui hd uma perda de precisio e consequentemente um
aumento do numero de iteragdes. O mesmo acontece para os casos do
nucleo B1, aproximag&o inicial feita pelo método de Sloan, 12 valor préprio,
onde o que aqui foi conseguido em oito iteragbes em d'Almeida [ 4] foi
obtido em apenas trés iteragdes. Analogamente para o nucleo B2 ,
aproximagéo inicial feita pelo método de Sloan, 32 valor proprio, onde aqui
ndo se conseguiu atingir a tolerancia imposta, mas em d'Almeida [4] isso foi
conseguido em dezasseis iteragdes.

O mesmo j& n&do acontece para os exemplos obtidos, utilizando a
aproximagéo inicial feita pelo método de Nystrém. Nestes casos, por exemplo,
no nucleo B2 para o 12 e 32 valores préprios, os resultados ja séo
compativeis, assim como no caso do nicleo C |, aproximagao inicial feita

pelo metodo de Nystrém para o 12 valor préprio.

Se compararmos ainda LK, A1gg, LN e o valor préprio tedrico podemos
concluir que :

LN é uma aproximagio grosseira do valor préprio tedrico, mas serve

de ponto de partida para o método iterativo de refinamento que da como

resultado LK, que mostra estar a tender para Moo .

De uma maneira geral, para os nicleos A e B1, os valores préprios
foram encontrados com a precisdo desejada. O mesmo ja ndo aconteceu com
0 nucleo B2, pois, para n = 10 , os valores préprios nunca foram
encontrados ao fim das 30 iteragdes e, para n =12, apenas foi encontrado

cinco vezes, sempre muito préximo do limite. Este é um exemplo em que faria
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sentido aumentar o niimero maximo de iteragbes permitidas, para se ver se o
método atinge a tolerancia, ou entdo, diminuir essa tolerancia. O niucleo E
também teve um comportamento normal, excepto para o terceiro valor
proprio. Neste caso, apenas no 22 critério de paragem, pelo método de Sloan
e para n =12, o erro obtido foi maior do que a tolerancia imposta. Logo faria
sentido aumentar o nimero méximo de iteragSes permitidas.

No caso dos nicleos A e E, o errode discretizagdo dos métodos de
Nystrém e Sloan coincidem, porque os niicleos sdo suaves. No nicleo B2 ,
como tal ndo acontece, o erro de discretizagdo pelo método de Sloan jaé
menor, ou seja, ja se nota o peso do erro da integragdo numérica usada pelo
método de Nystrém.

Quando a tolerancia, previamente imposta, nio é atingida no final do
numero méaximo de iteragdes considerado, vérias hipéteses podiamos usar
para melhorar os resultados : aumentar o nimero maximo de iteragdes,
considerar as varidveis em dupla precisdo, ou aumentar o valorde n .

Esta dltima hipétese néo é tao facil como pode parecer, pois o valorde n
tem de sertalque m -1 seja miltiplode n-1. Por exemplo, no caso
usadode m =100, paraalémde n=10 e n= 12, o valor seguinte de
n €& 34, quejaé muito grande. No entanto, se escolhermos, por exemplo,
m = 121, ja temos mais divisores de m -1 e, consequentemente, mais
valores para n, por exemplo, 11,13,16,21 e 25.

Mas a escolha entre as hipéteses deve ser feita, tendo em conta o custo
que acarreta o aumento de n, ou do niimero méaximo de iteragGes.

O custo do algoritmo do método de refinamento implementado na presente
dissertagéo, para as aproximagoes iniciais feitas pelos métodos de Sloan e
Nystém, € dado por (ver d’Almeida [4]):

2 3
km2+§—|§—g~k—m+(2k+1)mn+%—+(%+k)n2+(1+5k)n+k
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onde k é o numero de iteragdes.

Atendendo a que m >> n, a primeira parcela é a mais cara. Por isso, um
aumento do numero de iteragbes faz com que o custo aumente
consideravelmente, enquanto que um aumento no valorde n tem menos
peso. |

Os custos do método de refinamento s&o0 sobretudo devidos a construgao

das matrizes TAUM e TAUN.

Nesta dissertagdo poderiamos ainda ter implementado os outros métodos
de discretizagéo referidos, embora, teoricamente, j4 saibamos que os de
Nystrém e de Sloan sdo os melhores e, por isso, foram apenas estes os
escolhidos. Outra ideia seria usar o método de Nystrém com a regra de
Simpson, em vez da regra dos trapézios, para ver se, diminuindo o erro da
quadratura, se obtém melhores resultados. Os outros métodos de refinamento
referidos em Ahues [ 1], Ahueseal. [2], Ahues e al. [ 3] ed’Aimeida[ 4]
também poderiam ser testados com os exemplos utilizados, permitindo assim
fazer um estudo comparativo mais completo de todos os métodos nos
diferentes casos. Também h& interesse em testar novos exemplos,
nomeadamente com valores préprios de multiplicidades superiores a dois, ou

exemplos com operadores diferenciais de resolvente compacta.

Os métodos implementados s&o aplicaveis a problemas de Engenharia
onde aparegam equacgdes integrais, ou mesmo diferenciais, cujo operador

resolvente seja compacto.
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Apéndice A



Apresentam-se nos quadros seguintes os resultados obtidos a partir método

iterativo aplicado ao refinamento de valores proprios de multiplicidade ma.

Para cada exemplo, estd mencionado o nticleo (A,B,C,D,E ou F),o
método utilizado para obter a aproximagéo inicial do valor préprio ( Nystrém

ou Sloan ) e qual o valor préprio escolhido a ser refinado (12,2% ou 32).

Na primeira linha encontra-se, sempre que € conhecido, o valor préprio
tedrico correspondente. Na segunda linha, o valor préprio da matriz de
discretizagéo obtida para m = 100, TAUM , que esta designado por Aqqg .
Segue-se o valor préprio, ou par de valores préprios, da matriz de
discretizagdo, TAUN e TAUNT, obtida para n =10, escolhidos para serem
refinados. Menciona-se também, o nimero respectivo desses valores préprios

no conjunto de todos os dessas matrizes.

Aparecem entédo, para cada iteragdo , KITER , o valor préprio refinado , LK , e
0 valor do erro em cada um dos trés critérios de paragem. A tolerancia imposta

em todos os exemplos foi : TOL = 1.0 x 10-11 .

A mesma estrutura é usadanocasode n=12.

No fim de cada quadro faz-se uma breve andlise sobre o evoluir do processo

iterativo, comparando o nimero de casas décimais correctas de LK , eém cada -

iterag&@o, com as correspondentes de 2100
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Nicleo A - Aproximagio de Nystrém — 1° vp - n=10

Tedrico|0. 7 0 1 3 2 1 1 8 3 6 4 2 3
Al00 (0. 17 0 1 3 2 9 6 8 6 6 0 4 2
n=10 10. 1 0 2 3 5 6 2 8 8 5 1 0 9 1\1

0. 1 02 3 56 2885109

KITER LK 12CP | 2°CP | 32CP

1 0.1 0 0 3 156 8 0409 7|35E5] 1.0E-3| 2.0E2

2 0.1 01 307 2017 87 1.4E-5 | 2.2E-5 | 9.8E-3

3 0. 1 0 1 3 3 9 0 08 9 3 7 9] 11E6] 9.3E-6| 3.1E-4

4 0. 1 0 1 3 3 042 6 1505 9|l 23E7]| 74E-7| 85E5

5 0. 1 0 1 3 2 9 5 3 4 6 8 9 7| 37E-8]| 1.5E-7| 8.8E6

6 0. 1 0 1 3 2 9 6 6 2 4 6 1 1| 38E9| 2.4E-8 | 1.3E-6

7 0.1 0 1 3 2 9 6 8 9 1 6 1 7] 12E9| 2.6E-0| 2.6E-7

8 0. 1 0 1 3 2 9 6 8 7 3 7 7 7|44E-11]7.7E-10| 1.8E-8

9 0. 1 0 1 3 2 9 6 8 6 5 7 4 4[37E-11]|3.0E-11] 7.9E-9

10 0. 1 0 1 3 2 9 6 8 65 8 0 2|7.2E-13|2.4E-11|5.8E-11

11 0.1 01 329 6 86 6 0 3 8 4.3E-13] 2.3E-10

12 0. 1 01t 3296 86 6 0 409 1.1E-11

13 0. 1 01 329 6 8 660 4 3 6.5E-12

Na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas. Mas, logo na
segunda, conseguem-se mais duas. Na quinta iteragdo j4 ha 6 , sendo a
sétima obtida na iteragdo seguinte. Na iteragio nove ha 9 casas décimais
correctas, conseguindo-se mais duas na iteragdo onze. O processo termina na

iterag&o treze com 12 casas décimais correctas.
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Nicleo A — Aproximagio de Nystrém — 1°vp — n=12

Tedricoj0. 1 0 1 3 2 1 1 8 3 6 4 2 3
AlOO [0. 1 0 1 3 2 9 6 8 6 6 0 4 2
n=12 0. 1 0 2 0 1 2 7 0 6 7 7 4 2 1\
0. 1 0 2 01 27 06 77 42
KITER LK 12CP | 22CP | 32CP
1 0. 1 0 0 6 5 2 3 01 3 7 3 4] 16E5]| 6.8E-4| 1.4E-2
2 0. 1 01 3 196 006 5 7 7| 65E6]| 1.0E-5] 66E3
3 0. 1 0 1 3 3 3 9 6 6 9 5 6 1] 35E-7| 4.3t-6 | 1.4E-4
4 0. 1 0 1 3 29 9 1 16 9 3 4| 76E-8| 2.3E-7 | 4.0E5
5 0.1 01 3 29 6 3 6455 7.7E-9 | 5.0E-8 | 2.7E-6
6 0. 1 0 1t 3 2 96 8 1 55 4 2] 10E9]| 51E-9 | 4.5E-7
7 0. 1 0 1 3 2 96 8 7 2 6 7 7[17E-10/6.6E-10] 5.6E-8
8 0. 1 0 1 3 29 6 8 6 7 1 7 1[12E-11[11E-10] 5.4E-9
9 0. 1 0 1 3 296 8 6 5 9 5 9[38E-12/8.3E-12| 1.0E-0
10 0.1 01 3296 8 66017 5.8E-11
11 0. 1 01 3 29 6 8 6 6 0 4 3 2.5E-11
12 0. 1 01 329 6 8 6 6 0 4 3 2.0E-13

Para n =12, na primeira iteragdo h4 também 2 casas décimais correctas.
Mas, logo na segunda, conseguem-se mais duas. Na quarta, outras duas e na
quinta é conseguida mais uma, logo seguida de outra na sexta iteragdo. Na
oitava é determinada a nona casa décimal correcta, e na décima mais duas. O
processo termina na iteragéo doze com 12 casas décimais correctas, obtidas

na iteragdo anterior.
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Nicleo A — Aproximagdo de Nystrém — 22vp — n = 10

Tedrico|0. 0 2 5§ 3 3 2 9591 05 8
AlOO 0. 0 2 5 3 3 8 0 015 7 0 2
n=10 0. 0 2 6 3 8 6 6 7 1 9 2 6 3 2\2
0. 0 2 6 3 8 6 6 7 1 9 2 6 3
KITER 12CP | 22CP | 32CP

1.3E-4 | 9.9E-4 | 84E-2
4.0E-5 | 8.6E-5 | 3.6E-2
1.5E-5 | 2.7E-5 | 4.4E-3
5.0E-7 | 9.5E-6 | 6.8E-4
1.4E-6 | 3.8E-7 | 3.9E-4
22E-7 | S.0E-7 | 2.1E-5
9.5E-8 | 1.4E-7 | 3.0E-5
43E-8 | 6.4E-8 | 8.1E-6
1.4E-9 | 2.8E-8 | 1.4E-6
53E-9 | 1.1E-9 | 1.2E-6
9.8E-10| 3.5E-9 | 9.3E-8
4.2E-10] 6.3E-10| 1.1E-7
2.1E-10] 2.8E-10| 3.6E-8
5.0E-12] 1.4E-10| 5.7E-9
4.0E-12]| 5.7E-9
5.7E-10
5.8E-10
2.1E-10
2.8E-11
3.3E-11
4.0E-12

oooocooooooommmmmmmmmwmmmmp;hkmo

a4 b= by = b = e P e e Y 1 £ ST S R R T TS
olelelelelelelelelelelelelelelelelolelele
ojojojojojo|ojo|o|o|ojo|ojo|ololojoiololo
NN DN I[NNI I I o T
ujninjonjonjanjanjanianfanjanjorfaonjaonjon|anjonionfonjon ]
WlwWiwlWlwiw|wljwlwlwlw]lw]lw]w]w]wlw]wln e
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Na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas. Mas, logo na
segunda, consegue-se mais uma, seguida de outra na terceira. Na quinta
iteragéo ja ha 6, sendo a sétima obtida na iteragdo oito. Na treze ha 9 casas
décimais correctas, conseguindo-se mais duas na iteragéo quinze, sendo a
seguinte obtida na iteragdo dezanove. O processo termina na iteragdo vinte e

um com 11 casas décimais correctas.
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Nucleo A — Aproximagdo de Nystrém — 22vp — n = 12

Tedricol0. 0 2 5 3 3 0 2 9 5 9 1 0 5 8
Al00 |0. 0 2 5 3 3 8 8 00 15 70 2
n=12 0. 0 2 6 0 3 0 3 8 3 4 0 7 3 2\2
0. 02 6 0 3 03 8 3407 3
KITER LK 12CP | 22CP | 32CP
1 0. 0 2 4 6 6 9 9 7 8 0 0 6 4 9] 6.0E5[ 6.7E-4 | 55E-2
2 0. 0 2 5 2 9 9 6 1 2 4 0 0 4 4] 21E5| 39E-5 | 25E-2
3 0. 0 2 5 35267 3 2 16 6 4| 48E6] 1.4E5| 2.1E-3
4 0. 0 2 5 3 419 2 3 2 4 16 2]51E-7]| 3.1E-6 | 4.2E-4
5 0. 0 2 5 3 3 8 45 15 7 9 3 9| 35E-7]| 35E-7| 1.4E-4
6 0. 0 2 5 3 3 85 7 06 2 8 0 2| 1.3E8] 2.3E-7 | 4.7E-6
7 0. 0 2 5 3 3 87 9 2 3 2 7 2 6| 22E-8]| 78E-9 ]| 8.7E-6
8 0. 0 2 5 3 3 8 81 4 9 6 8 2 1|[41E-9| 15E-8| 8.9E-7
9 0. 0 2 5 3 3 8 8 0 2 8 0 6 1 9] 11E-9| 2.6E-9 | 4.8E-7
10 0. 0 2 5 3 387 9 9 4 1 8 3 5|48E-10]7.4E-10] 1.3E-7
11 0. 0 2 5 3 3 8 7 9 9 8 4 3 3 2[1.7E-11|3.1E-10] 1.7E-8
12 0. 0 2 53 388 0016 9 7 6[41E-11|1.3E-11] 1.3E-8
13 0. 0 2 5 3 3 88 0018465 48E-12] 2.7E-11]| 5.8E-10
14 0.0 2 53 3880016 01 3.1E-12} 9.6E-10
15 0. 0 2 53 3880015517 1.8E-10
16 0. 0 2 5 3 3 8800156 4 8 5.2E-11
17 0. 0 2 5§ 3 3 88001571 2.5E-11
18 0. 0 2 53 388001570 8 6.7E-13

Para n = 12, na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas.

Mas, logo na segunda, consegue-se mais uma, seguindo-se outra na terceira

iteragdo. Na quinta iteragdo ja h4& 6 , sendo a sétima obtida na oito. Na

iterag&o doze h4a 10 casas décimais correctas, conseguindo-se mais uma na

iteragdo quinze. O processo termina na iteragdo dezoito com 13 casas

décimais correctas.
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Nucleo A — Aproximagéo de Nystrém — 32vp — n = 10

Tedricoj0. 0 1 1 2 5 7 9 0 9 2 9 3 5 g
AlO0 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 56 8 1 6 5
n=10 10. 0 1 2 3 4 5 6 7 9 0 1 2 3 4 3\3

0. 01 23 456 7 9 012 3 4
KITER LK 12CP | 2°CP | 32CP
1 0. 0 1 0 3 05 07 09 1 1 1 3| 32E-4] 9.6E-4 | 2.0E1
2 0. 01 1 086 7418656 44E-5 | 18E-4 | 7.1E-2
3 0.0 1 1 2 9 3506 5 7 5 5 4]57E5] 2.7E5| 18E-2
4 0. 0 1 1 2 9 888 2 41 0 7 7| 14E5] 3.2E5| 48E-4
5 0. 0 1 1 27 42 005 0 1 9 4] 48E6]| 7.8E6| 22E-3
6 0. 0 1 1 2 6 353 2 9 2 2 3 1] 49E6]| 29E-6| 95E-4
7 0. 0 1 1 2 6 3 6 4 4 0 48 8 7] 11E-6]| 2.8E-6| 9.9E-6
8 0. 0 1 1 2 6 58 42 2 6 4 3 1] 63E-7]|5.7E-7| 2.0E-4
9 0. 0 1 1 2 6 6 7 8 8 3 2 7 8 6| 53E-7] 3.7E-7 | 8.4E5
10 0. 0 1 1 2 6 6 7 1 7 8 2 6 6 2| 9.2E-8 | 3.0E-7 | 6.3E-6
11 0. 0 1 1 2 6 6 4 6 3 6 6 3 6 7] 90E8| 4.8E-8| 2.3E5
12 0. 0 1 1 2 6 6 3 6 2 9 5 7 5 5| 65E8]| 53E-8]| 89E6
13 0. 0 1 1 2 6 6 3 7 8 8 4 4 6 7] 7769 3.7E-8| 1.4E-6
14 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 187 7 5 3| 13E8]| 3.8E-9| 2.9E-6
15 0.0 1 1+ 2 6 6 42 3520 7 8.5E-9 | 7.8E-9 | 1.0E-6
16 0. 0 1 1 26 6 42 0 45 1 2 6[49E-10| 4.8E-9 | 2.7E-7
17 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 5 8 7 6 6 1] 21E-9 | 1.9E-10| 4.1E-7
18 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 4 48 1 0 7] 11E-9]| 1.2E-9| 1.2E-7
19 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 5 0 4 2 9 9[3.6E-11]6.4E-10] 5.0E-8
20 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 5 7 0 0 8 3]|3.3E-10] 1.9E-11| 5.8E-8
21 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 5 8 6 8 9 5|1.6E-10] 1.9E-10| 15E-8
22 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 5 7 6 8 6 5[1.4E-11]18.7E-11]| 8.9E-9
23 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 5 6 7 1 8 5[5.2E-11]9.8E-12| 8.6E-0
24 0. 011 26 6 4156521 2.2E-11 1.8E-9
25 0. 0 1 1 2 6 6 4156 6 9 7 5[40E-12 1.6E-9
26 0. 0 112 6 6 415684109 1.3E-9
27 0. 011 2 6 6 415686 35 1.8E-10
28 0. 0 1 1 2 6 6 4156 8 3 2 8 2.7E-10
29 0. 0 1 1+t 26 6 41568111 1.9E-10
30 0. 011 26 6 4158680 9 1 1.8E-10

Na primeira iteragdo ha apenas 2

casas décimais correctas. Mas, logo na

segunda, consegue-se mais uma e na terceira outra. Na sexta iteragdo ha 5,

sendo a sexta obtida na nove. Na iteragdo quatorze ha 8 casas décimais

correctas, conseguindo-se mais uma na dezassete, que é mantida até a

iterag&o vinte e trés, onde é obtida outra. O processo termina na iteragao trinta

com 11 casas décimais correctas, que vém desde a iteragéo vinte e seis.

120



Nicleo A — Aproximagéao de Nystrém — 3°vp — n = 12

Teoricof0. 0 1 1 2 5 7 9 0 9 2 9 3 5 g
MO0 10. 0 1 1 2 6 6 4156 816 5
n=12 0. 0 1 1 9 7 26 4 93 37 1°E6 3\3

0. 011 97 26 4933716
KITER LK 12CP | 22CP | 32CP
1 0. 0 1 0 6 1 2 2 4 3 9 3 6 3 5[ 1.3E-4]| 65E-4 [ 1.3E-1
2 0. 0 1 1 1 8 2 5 0 3 35 1 1 7] 30E5]| 8.4E-5]| 51E-2
3 0. 0 1 1 2 8 6 7 5 9 4 2 6 3 4] 19E-5]| 2.0E5]| 92E3
4 0. 0 1 1 2 7 8 7 05 4 2 4 4 1] 15E6]| 1.2E-5| 7.1E-4
5 0. 0 1 1 2 6 7 3 1 6 1 3 5 8 9| 20E-6][ 9.0E-7 ] 1.0E-3
6 0. 0 1 1 2 6 5 0 9 2 2 4 4 4 3] 79E-7 ]| 1.3E-6 | 2.0E-4
7 0. 0 1 1 2659 08 6 9 6 3 3|]64E8]5.1E-7 | 7.2E5
8 0. 0 1 1 26 6 4 6 2 2 3 8 1 4] 14E-7| 4.7E-8| 49E5
9 0. 0 1t 1 2 6 6 5 0 9 2 4 1 0 6| 3.4E-8| 9.4E-8 | 4.2E-6
10 0. 01 1 2 6 6 437 1909 1.3E-8 | 2.2E-8 | 6.4E-6
11 0. 0 1 1 2 6 6 4 0 6 7 82 1 2] 10E-8] 89E-9 | 2.7E-6
12 0. 0 1 1 26 6 4 09 1 3 4 8 6[19.4E-10| 65E-9 | 2.1E-7
13 0. 0 1t 1 2 6 6 4 1 51 2 8 0 7] 15E-9 |5.5E-10] 5.3E-7
14 0.0 1 1 266 41 6 6 7 2 5 1[6.6E-10/9.9E-10] 1.4E-7
15 0. 0 1 1 26 6 41 6 1 0 8 1 4[55E-11|4.3E-10| 5.0E-8
16 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 5 6 4 05 5[14E-10|4.1E-11] 4.2E-8
17 0. 0 1 1 26 6 415 5 8 8 4 8[3.7E-11[9.3E-11| 4.6E-9
18 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 5 6 5 8 1 7|14E-11|23E-11| 6.2E-9
19 0. 0 1 1 2 6 6 4 156 9 1 4 6[1.2E-11[9.86-12] 3.0E-9
20 0. 0 1 1 26 6 4156 8 9 4 7[1.3E-12 1.8E-10
21 0. 011 2 6 6 415682 4 2 6.3E-10
22 0. 0 1 1 26 6 4158618039 1.8E-10
23 0. 011 2 6 6 41568108 6.0E-11
24 0. 01 1+ 26 6 415861817 5.6E-11
25 0. 0 1 1 2 6 6 41568179 7.3E-12

Para n= 12, na primeira iteragdo ha apenas

2 casas décimais correctas.

Mas na segunda iteragido consegue-se mais uma, logo seguida de outra. Na

quinta iteragdo ja ha 5, que se mantém até a oitava onde sdo conseguidas

mais duas. Na iteragdo treze hd 9 casas décimais correctas, conseguindo-se

mais uma na dezasseis. Na iteragdo vinte hd 11 . O processo termina na

iterag&o vinte e cinco com 12 casas décimais correctas que ja vém desde a

iteragdo vinte e trés.
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Nicleo A - Aproximagéo de Sloan — 12vp — n= 10

Tedricofo. 17 0 1 3 2 1 1 8 3 6 4 2 3
AlOO 10. 1 0 1 3 1 2 6 8 15 3 6 6
n=10 0. 1 0 0 2 9 8 6 7 5 3 4 2 2 N3
0. 1 0 029 86 7 53422
KITER LK 12CP | 22CP | 32CP
1 0. 1 0 0 2 9 8 6 7 5 3 4 2 1] 40E-6] 1.0E-:3 |6.4E-13
2 0. 1 01 3105 37 6 40 6] 16E5] 21E-6]| 1.0E-2
3 0. 1 0 1 3 229 05 00 3 9]27E-7| 1.0E5| 12E-4
4 0. 1 0 1 3 1 28 49 8 0 6 5] 31E-7| 1.7E-7 | 9.9E-5
5 0. 1 0 1 3 12 47 7 3 9 6 8] 12E8]| 2.0E-7| 3.7E-6
6 0. 1 0 1 3 12 6 7 4 1 6 7 5]77E9] 74E9 | 1.9E-6
7 0. 1 01 3 126 86 5 6 5 2]46E-10| 5.06-9 | 1.2E-7
8 0. 1 0 1 3 1 26 8 1 8 3 1 1]21E-10]/2.9E-10[ 4.7E-8
9 0.1 01 3 1 26 8 1 4 1.8E-11] 1.4E-10]| 4.3E-9
10 0. 1 0 1 3 126 8 15 2 5 2]59E-12]1.1E-11| 1.2E-9
11 0. 1 01 3126 815 406 4.0E-12 | 1.5E-10
12 0. 1 01 3 126 815371 3.4E-11
13 0.1 01 3126 81523265 5.5E-12

Na primeira iterag&o ha apenas 2 casas décimais correctas. Mas, logo na
segunda, conseguem-se mais trés. Na quarta iteragdo ja h4 6 , sendo a
sétima obtida na iteragdo seis. Na iteracdo sete hd& 8 casas décimais
correctas, conseguindo-se outra na iteragdo oito e mais uma na dez. Na
iterag@o doze ha 12 casas décimais correctas. O processo termina na iteragao

treze com 13 casas décimais correctas.
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Nucleo A — Aproximagdo de Sloan — 12vp —~ n= 12

Teodrico|0. 1 0 1 3 2 1 1 8 3 6 4 2 3
Al00 J0. 1 0 1 3 1 2 6 8 1 5 3 6 6
n=12 0. 1 0 0 6 3 5 2 9 6 3 0 5 9 N3
0.1 0 0 6 3529630529
KITER LK 12CP | 22CP | 32CP
1 0. 1 0 0 6 3 52 9 6 3 0 5 8] 1.8E-6 |6.8E-4 |6.2E-13
2 0.1 01 3 117 29016 6.9E-6 |9.5E-7 6.7E-3
3 0. 1 01 3 17 2 3 2 8 3 6 7] 8.0E-8 [4.6E-6 5.4E-5
4 0.1 01 3127 3 13 8 4 6|9.2E-8|5.0E-8 4.4E-5
5 0. 1 0 1 3 12 6 2 07 7 3 6| 2.3E-9 [6.1E-8 1.1E-6
6 0.1 013 126 8008 0 2] 1569 |[15E-9 5.9E-7
7 0. 1 01 3126 8 25 4 1 9/6.0E-11]|1.0E-Q 2.4E-8
8 0. 1 0 1 3 12 6 8 15 7 5 5[28E-11[3.9E-11 | 9.5E-0
9 0. 1 0 1 3 12 6 8 1 5 1 8 2[16E-12][1.8E-11 |5.7E-10
10 0.1 01 312 6 8 15356 9.7E-13 | 1.7E-10
11 0.1 01 312681537 1.4E-11
12 0.1 01 3126 8153€67 3.3E-12

Para n= 12, na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas.
Mas, logo na segunda, conseguem-se mais trés. Na quarta iteragdo ja ha 6 ,
sendo obtida mais uma em cada iteragdo até a oito onde ha 10 casas
decimais correctas, conseguindo-se mais duas na iteragdo dez. O processo

termina na iteragdo doze com 13 casas décimais correctas.
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Nucleo A — Aproximagéo de Sloan — 22vp — n= 10

Tedrico|0. 0 2 5 3 3 02 9 5 9 1 0 5 8
Al00 10. 0 2 5 3 2 1.7 9 50 8 9 4 8
n=10 10. 0 2 4 3 2 7 0 5 4 0 2 3 9 1 2\4

0. 0 2 4327 0540239 1
KITER LK 12CP | 22CP | 32CP
1 0. 0 2 4 3 2 7 05 4 02 3 8 8| 1.7E5] 90E-4 |13E-12
2 0. 0 2 5 3 1 255 3 3 4 4 1 1] 61E5] 9.20E-6| 3.9E-2
3 0. 0 2 5 3 6 1 9 6 8 6 8 0 1 5| 44E-6] 40E5| 15E3
4 0. 0 2 5 3 2 45 6 2 6 7 0 3 3| 47E-6] 28E6 | 15E-3
5 0. 0 2 5 3 1 8 6 8 56 4 45 7.4E-7 | 3.1E-6 | 2.3E-4
6 0. 0 2 5 3 2 1 318 1 9 0 0 4] 42E-7| 48E-7| 1.0E4
7 0. 0 2 5 3 2 2 07 7 8 8 9 3 3| 1.1E-7]| 2.8E-7 | 3.0E5
8 0. 0 2 5 3 2 18 6 9 3 3 1 3 3| 39E8] 7.46-8| 8.2E-6
9 0. 0 2 5 3 2 17 6 8 6 2 2 9 2| 1.7E-8] 2.6E-8 | 4.0E-6
10 0. 0 2 5 3 2 17 8 4 03 3 7 1|34E9] 1.1E8 | 6.1E-7
11 0. 0 2 5 3 217 9 7 41 09 9| 24E9] 23E9 | 5.3E-7
12 0. 0 2 5 3 2 17 9 6 6 8 5 5 1|23E-10] 1.6E9 | 2.9E-8
13 0. 0 2 5 3 2 17 9 4 9 2 9 3 1|34E-10]1.6E-10| 6.9E-8
14 0. 0 2 5§ 3 2 17 9 4 8 6 5 6 6|32E12]2.2E-10| 25E-9
15 0.0 2 53 2179509089 1.4E-12| 8.9E-9
16 0. 0 2 5321795 119 8 8 1.1E-9
17 0. 0 2 53 2 17 95009 20 4 1.1E-9
18 0. 0 2 53 217950855 1 2.6E-10
19 0. 0 2 532 17950887 6 1.3E-10
20 0. 02 53 2179508899 7 4.8E-11
21 0. 0 2 53 217 950896 3 1.4E-11
22 0.0 2532 1795089 4 2 8.1E-12

Na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas. Mas, logo na
segunda, conseguem-se mais duas. Na quarta iteragao jaha 5, sendo obtida
mais uma na seis. Na iteragdo nove ha 7 casas décimais correctas,
conseguindo-se mais uma na iteragdo onze. Na iteragio quinze ha 10 casas
decimais correctas, obtendo-se mais uma na iteragdo dezoito e outra na vinte.

O processo termina na iteragdo vinte e dois com 13 casas décimais correctas.
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Nucleo A — Aproximag&o de Sloan — 2°vp — n = 12

Tedricol0. 0 2 5 3 3 02 9 5 9 1 0 5 8
AlOO |0. 0 2 5 3 2 17 9508 9 4 8
n=12 10. 0 2 4 6 5§ 2 9 7 2 9 3 8 9 8 2\4

0. 0 2 46 52 97 2 9 389 8
KITER LK 12CP | 22CP | 32CP
1 0. 0 2 4 6 5 2 9 7 2 9 3 8 9 4| 74E-6 ]| 6.7E-4 | 1.6E-12
2 0. 0 2 5 3 1 7 7 8 6 2 5 4 6 3| 27E-5] 40E-6 | 2.6E-2
3 0. 0 2 5§ 3 3 97 9 7 4 9 7 7 8|/ 13E-6]| 1865 8.7E-4
4 0. 0 2 5 3 2 260 8 1 4 9 7 3| 14E6] 81E-7 | 6.8E-4
5 0. 0 2 5 3 2 085 2 25 2 3 5| 15E-7| 94E-7 | 6.9E5
6 0. 0 2 6§ 3 2 17 0 1 03 2 O 4| 89E-8| 9.4E-8 | 3.4E5
7 0. 0 2 5 3 2 1 85 4 48 48 7| 15E8] 5068 61E-6
8 0. 0 2 53 218049705 6.0E-9 | 9.9E-9 | 2.0E-6
9 0. 0 2 5§ 3 2 17 9 1 0 9 5 7 5| 15E9] 40E9 | 55E-7
10 0. 0 2 53 217 9 4089 2 4.0E-10] 1.0E-9 | 1.2E-7
11 0. 0 2 5 3 2 17 9 5 3 5 9 4 1][15E-10] 2.7E-10| 5.0E-8
12 0. 0 2 5 3 2 1 7 9 5 1 8 8 5 4|26E-11]99E-11]| 6.7E-9
13 0. 0 2 5 3 2 17 9 5 07 2 1 1[15E11]1.7E-11| 4.6E9
14 0. 0 2 5 3 2 17 9 5 0 7 9 8 4|1.4E-12]9.6E-12] 3.1E-10
15 0. 02 53217 950890475 4.2E-10
16 0. 0 2 53 21795009 0 4 1.9E-12

Para n= 12, na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas.

Mas, logo na segunda, conseguem-se mais duas. Na quarta iteragdo ha 5,

sendo na seis obtidas mais duas. Na iteragdo nove ha 8 casas décimais

correctas, conseguindo-se mais uma na iteragdo onze e outra na treze. O

processo termina na iteragdo dezasseis com 10 casas décimais correctas.
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Nucleo A - Aproximagio de Sloan — 32vp — n= 10

8.7E-10| 7.8E-9 | 4.7E-8
4.6E-9 | 6.4E-10| 7.5E-7
7.2E-10] 2.6E-9 | 1.8E-7
1.4E-9 | 3.6E-10| 2.0E-7
5.3E-10| 7.8E-10] 1.0E-7
3.3E-10] 2.9E-10| 4.4E-8
2.5E-10| 1.9E-10] 4.3E-8
5.5E-11] 1.4E-10| 4.9E-9
9.6E-11] 3.4E-11| 1.5E-8
2.7E-12] 5.4E-11| 1.8E-9
4.7E-13| 4.7E-9
1.7E-9
1.2E-9
8.4E-10

GO~ INOlo|w|N[o NN alol={ojolo]olw|om]o|o]w]-]o]ln

WO |n|m|[v]o|w

NININININININ NN A | rd | b | ok [ and [ ond | ah ] o [ | o |
olo|N{ojulalwida|o|olol~]olulalev]alo|@®| N[O alwin] -

Teoricol0. 0 1 1 2 56 7 9 0 9 2 9 3 5 9

AlOO 0. 0 1 1 2 4 9 4106 1 4 1 1

n=10 0. 0 1 0 2 8 8 0 6 5 8 4 3 6 2 3\5

0. 01 02 88 06 58 436 2

KITER LK 12CP | 22CP | 32CP
8 8| 5.0E-5 | 9.6E-4 | 3.8E-12
6 5| 1.5E-4 | 2.3E-5 | 8.4E-2
6 8| 2.7E-5 | 8.7E-5 | 9.7E-3
3 6| 24E-5 | 1.5E-5 | 6.4E-3
S 5| 98E-6 | 1.4E-5 | 2.5E-3
3 2| 39E-6 | 5.4E-6 | 7.7E-4
1 8] 3.2E-6 | 2.3E-6 | 6.9E-4
1 1] 43E-7 | 1.8E-6 | 49E-5
9 9] 9.5E-7 | 2.7E-7 | 1.8E-4
8 6| 6.9E-8 | 54E-7 | 2.4E-5
9 8] 2.6E-7 | 3.0E-8 | 4.5E-5
9 3| 74E-8 | 1.5E-7 | 1.6E-5
9 6] 6.3E-8 | 40E-8 | 9.8E-6
9 5| 3.6E-8 | 3.7E-8 | 6.8E-6
9 2| 1.2E-8 | 2.0E-8 | 1.5E-6
9 9] 14E-8 | 7.3E-9 | 2.4E-6
9
9
9
9
9
9
9
9
9
9
9
9
9
9
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Na primeira iterag@o ha apenas 2 casas décimais correctas. Mas, logo na
segunda, conseguem-se mais duas e na sexta mais uma. Na iteragdo nove ha
6 casas décimais correctas, conseguindo-se mais uma na iteragéo treze outra
na dezasseis e outra na vinte. Na iterag&o vinte e cinco hd 10 casas décimais
correctas, obtendo-se mais duas na iteragio vinte e sete. O processo termina

na iterago trinta com 11 casas décimais correctas.
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Nacleo A — Aproximagio de Sloan — 3°vp — n= 12

Tedricol0. 0 1 1 2 § 9 0 9 29 35 9
AlOO |0. 0 1 1 2 4 4 1.0 6 1 4 1 1
n=12 0. 0 1 0 5 9 2 3 8 8 6 8 8 4 3\5
0. 01 0 5 9 2 3 8 8 6 8 8 4
KITER 12 CP 22 CP 3¢ CP
8] 1.8E-5 | 6.5E-4 | 5.5E-12
5] 6.0E-5 | 9.86-6 | 5.7E-2

w—h

6.9E-6 | 4.0E-5 | 4.4E-3
6.8E-6 | 4.2E-6 | 3.1E-3
1.7E-6 | 4.5E-6 | 7.7E-4
8.5E-7 | 1.1E-6 | 3.0E-4
3.8E-7 | 5.7E-7 | 1.5E-4
1.0E-7 | 2.5E-7 | 2.9E-5
8.2E-8 | 6.8E-8 | 2.8E-5
8.1E-9 | 5.3E-8 | 1.4E-6
1.7E-8 | 5.8E-9 | 5.2E-6
6.6E-10] 1.1E-8 | 4.5E-7
3.2E-9 | 3.2E-10| 9.4E-7
5.7E-10] 2.1E-9 | 2.2E-7
5.8E-10| 3.5E-10| 1.6E-7
2.0E-10] 3.9E-10| 6.6E-8
9.4E-11] 1.3E-10] 2.3E-8
5.5E-11| 6.3E-11] 1.7E-8
1.2E-11 | 3.6E-11] 2.4E-9
1.4E-11] 8.4E-12| 3.9E-9
7.2E-13 3.6E-11
8.3E-10
1.3E-10
1.6E-10
5.1E-11
2.9E-11
1.6E-11
4.1E-12
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Para n =12, na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas.
Mas, logo na segunda, conseguem-se mais duas assim como na quinta. Na
iteragéo onze h4 8 casas décimais correctas, conseguindo-se mais uma na
treze, outra na vinte e outra na vinte e dois. O processo termina na iteragao
vinte e oito com 12 casas décimais correctas, que j4 vém desde a vinte e

cinco.
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Nucleo B1 — Aproximag&o de Nystrém — 12vp — n = 10

Tedricol0. 0 9 8 8 1 8 0 9 2 1 2 7 4 2
AlO0 10. 0 9 8 8 2 6 59 5 08 5 6 8
n=10 0. 0 9 9 8 5 3 1 4 2 52 6 1 4 1\1
0. 0 9 985 31 4252614
KITER LK 12CP | 22CP | 3:CP
1 0. 0 9 7 8 12 9 5 7 6 4 8 7 9| 35E5] 1.0E3| 2.1E-2
2 0. 0 9 8 8 0 3 55 9 5 4 9 7 4| 14E-5] 2.3E-5] 1.0E2
3 0. 0 9 8 8 3 6 1 2 5 6 6 0 9 6| 1.2E-6| 9.5E-6 | 3.3E-4
4 0. 0 9 8 8 2 7 37 0 7 0 6 6 9| 23E-7]| 7.8E-7 | B9E-5
5 0. 0 9 8 8 2 6 4 3 6 8 3 5 1 7] 39E-8] 1.6E-7 | 9.4E-6
6 0. 0 9 8 8 2 65 6 9 19 0 2 2|[39E9]| 2668 1.3E6
7 0. 0 9 8 8 2 659 7 7 7 7 2 6| 13E9] 2.7E-9 | 2.0E-7
8 0. 0 9 88 2 65959 331 43E-11| 8.5E-10| 1.9E-8
9 0. 0 9 88 2 6 59 5 05 5 3 1/40E-11]3.0E-11] 8.8E-9
10 0. 0 9 8 8 2 65 9 5 05 8 8 7|9.4E-13]2.7E-11] 3.6E-11
11 0. 0 9 88 2 65950852009 5.9E-13] 2.7E-10
12 0. 0 9 88 2 6595086 49 1.4E-11
13 0. 0 9 88 26 59508575 7.5E-12

Na primeira iterag@o ha apenas 2 casas décimais correctas. Mas, logo na
segunda, conseguem-se mais duas. A partir da quatro é obtida uma casa
décimal de iteragdo em iterag&o até & dez. O processo termina na iteragéo

treze com 12 casas décimais correctas, que ja vém desde a onze.
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Nucleo B1 — Aproximagdo de Nystrém — 12vp — n = 12

Tebrico|0. 0 9 8 8 1 8 0 9 2 1 2 7 4 2
AlOO 0. 0 9 8 8 2 6 5 9 5 0 8 5 6 8
n=12 10. 0 9 9 5 0 9 5 9 1 0 8 0 8 7 1\

0. 0 9 9 509 59 10808 7

KITER LK 12CP | 22CP | 32CP

1 0. 0 9 8 1 49 37 5 3 3 9 7 8] 16E5]| 6.8E-4| 1.4E2

2 0. 0 9 8 8 1 6 2 5 9 3 2 4 2 9] 65E6]| 1.0E-5] 6.7E-3

3 0. 0 9 8 8 3 09 7 5 3 6 7 1 9| 36E-7| 44E-6 | 15E-4

4 0. 0 9 8 8 2 6 83 1 3 4 1 0 3| 78E8] 2.4E-7 | 42E5

5 0. 0 9 8 8 2 6 5 4 2 6 6 8 4 8| 81E-9| 5.2E-8| 2.9E-6

6 0. 0 9 88 2658 9 6 6 00 3| 1.0EE9]| 5.4E-0| 4.8E-7

7 0. 0 9 8 8 2 6 59 5 7 9 1 3 7|19E-10|7.1E-10] 6.2E-8

8 0. 0 9 8 8 2 6 5 9 5 2 0 9 7 1]1.3E-11|1.2E-10] 59E-9

9 0. 0 9 8 8 2 6 59 5 0 7 6 7 6|42E-12|89E-12]| 1.3E-9

10 0. 0 9 88 26 59508289 6.2E-11

11 0. 09 88 2 659 508576 2.9E-11

12 0. 0 988 26 59 5082575 1.5E-13

Para n =12, na primeira iteragdo h4 3 casas décimais correctas. Logo na
segunda iterag&o consegue-se mais uma. A partir da iteragdo quatro é obtida
uma casa décimal de duas em duas iteragdes até a iteragdo dez. O processo
termina na iteragdo doze com 12 casas décimais correctas, que j& vém desde

aonze.
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Nucleo

B1 — Aproximagéo de Nystrém — 22vp — n= 10

Tebrico|0. 0 2 5§ 1 7 0 8 9 9 3 2 8 5§
AlOO_10. 0 2 5§ 1 7 9 4 0 3 57 13 2
n=10 10. 0 2 6 2 2 5 2 1 1 282129 2\2
0. 0 2 6 2 2 5211282129
KITER LK 12CP | 22CP | 32CP
1 0. 0 2 4 1 85 02 6 40 4 8 4] 1.3E-4] 9.9E-4 ] 84E-2
2 0. 0 2 509 2 8 3 288 9 5 5] 39E-5]8.7E-5] 3.6E-2
3 0. 0 2 5 2 0 6 2 55 2 4 2 5 8] 14E-5] 2.7E-5] 45E-3
4 0. 02 5189 03 2 9 7 5 4 8] 47E-7] 9.6E-6 | 6.8E-4
5 0. 0 2 5 17 9 03 53 4 2 1 5] 13E-6] 3.7E-7| 4.0E-4
6 0. 02 5 17 8 48 6 9 0 4 7 4] 22E-7] 9.2E-7] 2.2E-5
7 0. 0 2 5179 258 7 07 3 5] 94E-8] 1.4E-7] 31E-5
8 0. 0 2 517 9 46 8 2 1 7 7 4] 43E-8] 6.5E-8 | 8.3E-6
9 0. 0 2 5 17 9 43 2 6 4 3 9 9| 1.3E-9] 2.9E-8] 1.4E-6
10 0. 0 2 5 1 7 9 40250 8 53E-9 | 1.1E9 | 1.2E-6
11 0. 02 5§ 17 9 399 9856 1.0E-9 | 3.6E-9 | 1.0E-7
12 0. 0 2 5 17 9 402 9 1 3 5 3|/42E-10]6.6E-10| 1.2E-7
13 0. 0 2 5 1 7 9 4 0 3 85 9 6 4]|22E-10]2.9E-10] 3.8E-8
14 0. 02 5179 403 7 16 6 2]43E-12]1.5E-10] 5.7E-9
15 0. 0 2 517 9 40356793 3.4E-12] 59E-9
16 0. 02 517 9 40355213 6.1E-10
17 0. 02 517 9 403586 7338 6.1E-11
18 0.0 2 517 9 40357 291 2.2E-10
19 0.0 2 5§17 9 4035722 2.8E-11
20 0. 02 5179 40357 131 3.5E-11
21 0. 0 2 5 17 9 4035712 4.5E-12

Na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas. Mas, logo na

segunda,

décimal em cada iteragdo, aproximadamente, até

-

consegue-se mais uma. A partir da quatro é obtida uma casa

a iteragdo quinze. Na

iteracdo dezoito ha 11 casas décimais correctas, conseguindo-se mais duas

na vinte. No entanto, o processo termina na iterag&o vinte e um com 10 casas

décimais correctas.
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Nucleo

B1 — Aproximag&o de Nystrém — 22vp — n= 12

Tedrico|0. 0 2 5 1 7 0 8 9 9 3 2 8 5
AlOO 0. 0 2 5§ 1 7 9 40 3 5 7 13 2
n=12 0. 0 2 5§ 8 7 0 9 6 1 2 1 4 8 9 2\2
0. 0 2 5 87 09 6 1 21489
KITER LK 12CP | 2°2CP | 32CP
1 0.0 2 45107 45 47 3 8 6.2E-5 | 6.7E-4 | 55E-2
2 0. 0 2 5 1 3 9 989 23 1 4 5] 21E-5] 3.9E-5] 25E-2
3 0. 0 2 519 3 33 49 3 08 2] 49E-6]| 14E-5] 2.1E-3
4 0. 0 2 5 18 25 6 1 16 3 0 6] 52E-7] 3.2E-6] 4.3E-4
5 0. 0 2 517 9 05 400 19 3]36E7]35E7] 1.4E-4
6 0. 025 17917 048209 1.4E-8 | 2.3E-7 | 4.6E-6
7 0. 0 2 5 1 7 9 3 9 5 2 8 4 0 1] 23E-8] 83E-9] 8.9E-6
8 0. 0 2 5 17 9 418 6 55 7 7] 43E-9] 1.56E-8] 9.3E-7
9 0. 0 2 5 179 406 3 038 4 2] 11E-9] 2.7E-9] 4.9E-7
10 0. 0 2 5 17 9 402 8 2 0 1 6]50E-10]75E-10] 1.4E-7
11 0. 0 2 5 17 9 4 03 2 47 0 2]|1.7E-11]3.2E-10[ 1.7E-8
12 0. 0 2 5 17 9 403 58 3 5 6]44E-11]1.2E-11] 1.3E-8
13 0. 0 2 5 17 9 4 0 3 59 9 7 6]52E-12]2.8E-11]6.4E-10
14 0. 0 2 5§17 9 40357 46 3.3E-12| 1.0E-9
15 0. 0 2 5§ 17 9 403569 41 2.1E-10
16 0. 0 2 5 17 9 4035707 4 5.3E-11
17 0. 0 25 17 9 40357 14 2.6E-11
18 0. 0 2 517 9 40357 13 8 5.9E-13

Para n= 12, na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas.

Mas, logo na segunda, conseguem-se mais duas. Na cinco h4 6 casas

décimais correctas. Em cada uma das iteragdes oito e nove é obtida uma casa

décimal correcta, o mesmo acontecendo nas iteragdes onze e doze. Chega-se

assim a iteragdo quatorze com 11 casas décimais. O processo termina na

iteragdo dezoito com 13 casas décimais correctas.
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Nucleo B1 — Aproximag&o de Nystrém = 32vp = n= 10

Tedrico|0. 0 1 1 2 2 6 3 1 3 0 8 9 9 7
A00 [0. 0 1 1 2 3 4 8 1 9 4 7 4 4 1
n=10 |0 0 1 2 3 1 4 0 1 4 6 5 6 0 4 3\3
0. 01 23 1 4 01 46 56 0 4
KITER LK 12 CP 22 CP 32 CP
1 0. 0 1t 0 2 7 3 82 9 7 7 87 3.1E-4 | 9.6E-4 | 2.0E-1
2 0. 0 1 1 05 478 6 3 2 6 3 5] 43E-5] 1.86-4| 7.1E-2
3 0. 0 1 1 2 6 18 407 9 4 6 2] 56E5]| 2.7E-5] 1.8E-2
4 0. 0 1 1+ 2 6 7 3 8 43 3 3 5 8| 14E-5] 3.3E-5] 49E-4
5 0. 01 1 2 42 67 06 13 5 8] 47E-6| 7.9-6 | 2.2E-3
6 0. 0 1 1 2 319 3 85 400 2] 48E-6] 2.9E-6 | 9.6E-4
7 0. 0 1 1 2 3 2 02880 2 3 4] 1.1E-6 ] 2.8E-6 | 8.0E-6
8 0. 0 1 1 2 3 426 3101 6 3| 61E-7| 5.86-7 | 2.0E-4
9 0. 0 1 1 2 35 19 2 87 4 9 5]53E-7] 3.7E-7| 85E-5
10 0. 0 1 1 2 351 2 49 9 7 5 4] 92E-81 3.1E-7 | 6.0E-6
11 0. 0 1 1 2 3 4 86 8 9 3 4 7 4| 88E-8| 49E-8]| 2.3E-5
12 0. 0 1 1 2 3 47 6 6 47 6 0 7| 65E-8]|53E-8] 9.1E-6
13 0. 01 1 2 3 47 8 2 0 4 8 2 79E-9 | 3.7E-8 | 1.4E-6
14 0. 011 2 3 4815 45 3 1.3E-8 | 4.0E-9 | 3.0E-6
15 0. 0 1 1 2 3482 7 382 4 1] 85E-9]| 79E-9| 1.1E-6
16 0. 01 1 2 3 482 43 4 6 0 4|/54E-10| 49E-9 | 2.7E-7
17 0. 011 2 3 4819 7 00 6 4| 2.0E-9|23E-10] 41E-7
18 0. 0 1 1 2 3 48182585 2| 11E-9 ] 1.2E-9 | 1.3E-7
19 0. 01 1 2 3 4818 8 1 1 8 2134E-11|6.6E-10| 5.0E-8
20 0. 0 1 1 2 3 4819 48 9 2 6|32E-10]1.5E-11| 6.0E-8
21 0. 011 2 3 4819 66 49 1.6E-10] 1.9E-10] 1.6E-8
22 0. 01 1 2 3 481956 4 4 1]13E-11]9.0E-11] 89E-9
23 0. 0 1 1 2 3 4819 46 5 1 7]51E-11]9.2E-12| 88E-9
24 0. 0 11 2 3 4819 44 4 2 2.2E-11 1.9E-9
25 0. 01 1 2 3 4819 46 2 3.8E-12 1.6E-9
26 0. 01 1 2 3 481 9 47 6 8 8 1.3E-9
27 0. 011 23 4819 47 9 2 4 2.1E-10
28 0. 011 2 3 4819 47 686 12 2.8E-10
29 0. 011 2 3 4819 47 3 8 7 2.0E-10
30 0. 011 23 4819 47 3 6 4 2.0E-11

Na primeira iterag&o ha apenas 2 casas décimais correctas. Mas, logo na
segunda, consegue-se mais uma. A partir da iteragdo trés é obtida uma casa
décimal, de duas em duas iteragbes, aproximadamente, até a iteragéo vinte. O
processo termina na iteragdo trinta com 11 casas décimais correctas, que ja

vém desde a iteragdo vinte e seis.
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Nucleo B1 — Aproximagdo de Nystrém — 32vp — n= 12

Tedricol0. 0 1 1 2 2 3 1.3 08 9 9 7
AlOO 0. 0 1 1 2 3 8 1 9 47 4 41
n=12 0. 0 1 1 9 4 0 2 4 9 9 5§ 7 2 3\3
0. 0 1 1 9 4 0 2 4 9 9 5 7 3
KITER 12CP | 22CP | 32 CP

w

1.3E-4 | 6.5E-4 | 1.3E-1
3.0E-5 | 84E-5 | 51E-2
1.9E-5 | 2.0E-5 | 9.3E-3
1.5E-6 | 1.2E-5 | 7.1E-4
2.0E-6 | 9.1E-7 | 1.0E-3
7.8E-7 | 1.3E-6 | 2.0E-4
6.2E-8 | 5.1E-7 | 7.3E-5
1.4E-7 | 4.6E-8 | 5.0E-5
3.4E-8 | 9.4E-8 | 4.3E-6
1.3E-8 | 2.2E-8 | 6.5E-6
1.0E-8 | 8.9E-9 | 2.7E-6
9.7E-10| 6.6E-9 | 2.0E-7
1.5E-9 | 5.8E-10| 5.4E-7
6.7E-10| 1.0E-9 | 1.4E-7
53E-11] 44E-10] 5.0E-8
1.4E-10] 4.0E-11| 4.2E-8
3.8E-11 ] 9.5E-11] 4.9E-9
1.4E-11} 2.4E-11] 6.3E-9
1.2E-11] 9.9E-12| 3.0E-9
1.4E-12 1.7E-10
6.4E-10
1.9E-10
6.1E-11
5.8E-11
7.9E-12
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Para n = 12, na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas.
Mas, logo na segunda, consegue-se mais uma. E obtida uma casa décimal
correcta em cada uma das seguintes iteragdes : trés, cinco, sete, oito, onze,
quinze,dezasseis, vinte e um e vinte e quatro. O processo termina na iteragdo

vinte e cinco com 12 casas décimais correctas.
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Nicleo B1 — Aproximag&o de Sloan — 12vp = n =10

Teoricof0. 0 9 8 8 1 8 0 9 2 1 2 7 4 2
AlOO 0. 0 9 8 8 1 0 0 1 0 0 5 06 7
n=10 0. 0 9 7 8 4 56 3 9 6 1 7 7 8 5 1\3
0. 0 9 78 453 9 6 17 7 8 4
KITER LK 12CP | 22CP | 32 CP
1 0. 0 978 45 39 6 17 55 9f 78E-5] 9.6E-4[2.3E-11
2 0. 0 9 88 08 165 29 9 0 5] 15E5] 1.86-6] 9.7E-3
3 0. 0 9 88 19557 09 2 6 6| 16E-6] 9.56E-6[ 1.2E-4
4 0. 0 9 88 1 016 012 5 8 5]28E7] 1.56-7] 95E5
5 0. 0 9 8 8 09 8 2 28 3 6 4 3| 42E-8] 1.9-7] 3.4E-6
6 0. 0 9 8 8 1 0003548 7 6|]68E9] 65E9] 18E-6
7 0. 0 9 8 8 1 001 458 19 7]12E9] 45691 11E-7
8 0. 0 9 88 1 0010306 5 6|]19E-10]2.6E-10] 4.3E-8
9 0. 0 9 88 1 0009 9 2 9 5 8|38E-11]1.2E-10] 3.8E-9
10 0. 0 9 88 1 001004009 5.7E-12] 9.8E-12| 1.1E-9
11 0. 0 98 8 1 00100540 8 1.3E-10
12 0. 0 9 88 100100510 3 3.1E-11
13 0. 0 9 88 1 0010065057 4.7E-12

Na primeira iterag@o ha apenas 2 casas décimais correctas. Mas, logo na
segunda, conseguem-se mais duas. E obtida uma casa décimal correcta
praticamente em cada uma das iteragdes seguintes. O processo termina na

iteragdo treze com 12 casas décimais correctas.
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Nicleo B1 — Aproximagéo de Sloan — 12vp — n =12

Tedricol0. 0 9 8 8 1 8 0 9 2 1 2 7 4 2
AlOO |10. 0 9 8 8 1 0 0 1 0 0 506 7
n=12 0. 0 9 8 1 6 5 7 7 3 3 9 2 0 4 1\3
0. 0 9 81 65 77 339220 3
KITER LK 12CP | 22CP | 32CP
1 0. 0 9 8 165 7 7 3 38 9 7 4| 53E-5] 6.4E-4 |2.3E-11
2 0. 0 9 8 809 19 2 6 9 7 0 1] 65E-6] 82E-7]| 65E-3
3 0. 0 9 8 8 1 4258 6 5 3 1 1] 72E-7] 42E-6] 51E-5
4 0. 0 9 8 8 1 0 05 4 45 8 5 5|84E-8] 44E-8| 4.3E-5
5 0. 0 9 8 8 09 95 43 6 2 7 2| 12E-8] 5.6E-8] 1.0E-6
6 0. 0 988 10008 7 6 6 9 6| 146-9] 1.36:9 | 55E-7
7 0. 0 9 88 1 00109 55 4 9]23E-10/9.0E-10] 2.2E-8
8 0.0 988 1001008 4 4 2]26E-11]3.4E-11] 88E-9
9 0. 0 9 88 1 001003 4 3 5|/47E-12]1.6E-11]5.1E-10
10 0. 0 988 1 0010049 8 1 8.6E-13| 1.6E-10
11 0. 0 9 88 1 00 10O0O509 8 1.2E-11
12 0. 0 9 88 1 001005069 2.9E-12

Para n =12, na primeira iteragdo hA 3 casas décimais correctas. Logo na
segunda iteragdo consegue-se mais uma,, outra na terceira e duas na quarta.
Na iteragéo sete e na oito obtém-se mais duas casas correctas. O processo

termina na iteragdo doze com 13 casas décimais correctas.

135



Nucleo B1 — Aproximagdo de Sloan — 22vp — n= 10

Tebrico|0. 0 2 5§ 1 7 0 8 9 9 3 2 8 5
AlOO |0. 0 2 5 1 6 2 5 0 5 4 4 3 1 2
n=10 10. 0 2 4 1 7 9 6 2 0 8 3 2 6 2\4
0. 0 2 4 1 7 9 6 2 0 8 3 2 6
KITER LK 12CP | 2°CP | 32CP
1 0. 0 2 417 9 6 2 08 3 2 0 5] 27E-4] 9.86-4 |2.3E-11
2 0. 0 2 5 153 5 2 3 93 8 8 7.0E-5 | 9.0E-6 | 3.9E-2
3 0. 0 2 5 2 01209 2 2 4 1 8| 20E-5] 3.9E-5] 1.9E-3
4 0. 0 2 516 508 9 3 8 4 3 7] 65E6]26E-6]| 14E-3
5 0. 0 2 515 9 5 7 8 49 2 3 9] 19E-6] 2.9E-6] 2.2E-4
6 0. 0 2 56 16 2 07 19 7 7 3 6] 71E-7] 43E-7] 9.9E-5
7 0. 0 25 1 6 2 7 6 6 3585 8] 19€E-7]| 2.6E-7] 2.8E-5
8 0. 0 2 5 16 25 7 1 27 9 6 2] 88E-8] 6.6E-8]| 7.8E-6
9 0. 0 2 5 1 6 2 4 8 1 3 8 0 4 6] 20E-8] 2.4E-8| 3.6E-6
10 0.0 2 516 2 49 5 86 4 1.1E-8 | 9.6E-9 | 5.8E-7
11 0. 0 2 5 16 25075 47 6 1]21E-9] 2.1E-9| 4.6E-7
12 0. 0 2 51 6 2 5 06 7 9 6 2 4] 1.4E-9| 1.4E-9 ] 3.0E-8
13 0. 0 2 5 16 25 05 2 9 2 3 7]29E-10]1.5E-10] 6.0E-8
14 0.0 2 5 1 6 2 5 05 25 7 1 1]1.8E-10]1.9E-10] 1.4E-9
15 0. 0 2 5 16 2 5 05 4 4 6 7 4]/49E-11]3.6E-12] 7.5E-9
16 0. 0 2 5 1 6 2 5 05 46 7 9 4]23E-11 8.4E-10
17 0. 02 51 6 2505 4 4 4 8 7.7E-12 9.2E-10
18 0. 0 2 5 1 6 2 5065 4399 2 1.9E-10
19 0. 0 2 5 1 6 25 05 4426 1 1.1E-10
20 0. 0 2 5 1 6 2 505 44351 3.6E-11
21 0. 0 2 5 1 6 2 5 05 4 43 22 1.1E-11
22 0. 0 2 516 2505 44307 6.0E-12

Na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas. Mas, logo na

segunda, conseguem-se mais duas. E obtida uma casa décimal correcta em

cada uma das seguintes iteragbes : quatro, seis, oito, onze, treze e quinze. O

processo termina na iteragdo vinte e dois com 12 casas décimais correctas,

que ja vém desde a iteragdo vinte.
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Nicleo B1 - Aproximagdo de Sloan — 22vp = n= 12

Teéricol0. 0 2 5 1 7 0 8 9 9 3 2 8 &
AlOO 10. 0 2 5 1 6 2 5 0 5 4 4 3 1 2
n=12 0. 0 2 4 5 0 1 7 9 2 9 0 3 0 1 2\4
0. 02 45 0179 29 0301
KITER LK 1°2CP | 2°CP | 32 CP
1 0. 0 2 45 0 17 9 2 9 0 2 4 1] 19E-4] 6.6E-4 |24E-11
2 0.0 2 515 8 6 1 9 8 3 9 4 3| 32E5] 3.9E-6]| 2.6E-2
3 0. 02 517 9 8 45 2 9 0 0 1]95E-6] 1.7E-5 | 8.4E-4
4 0. 0 2 516 3 2 6 3 58 2 5 9] 20E-6] 76E-7 ] 6.6E-4
5 0. 0 2 516 1 6 1 8 7 0 5 7 7| 58E-7] 89E-7 | 6.5E-5
6 0. 0 2 5 1 6 2 4 2 0055 3 2| 1.5E-7 ] 8.5E-8 ] 3.2E-5
7 0. 0 2 516 25 6 009 1 7 1] 40E-8] 55E-8| 5.6E-6
8 0. 0 2 516 251419 14 9] 13E-8] 87E9 | 1.8E-6
9 0.0 2 516 25 018 3 8 4 3]28E-9] 36E9 | 49E-7
10 0. 0 2 516 250 45 7 85 6] 1.1E-9]18.6E-10] 1.1E-7
11 0. 0 2 51 6 2 5 05 6 8 3 2 1]20E-10]2.4E-10] 4.4E-8
12 0.0 2 516 2 5 055 2 6 7 7]99E-11]8.4E-11] 6.2E-9
13 0. 0 2 516 2 5 05 4 2 7 7 5115E-11]1.5E-11] 3.9E-9
14 0. 0 2 516 2 5 05 43 5 1 6]8.7E-12]8.0E-12] 2.9E-10
15 0.0 2 516 2505 44399 3.5E-10
16 0.0 2 516 25 05 44 3 8 6 5.1E-12

Para n = 12, na primeira iteragcdo ha apenas 2 casas décimais correctas.

Mas, logo na segunda, conseguem-se mais duas. E obtida uma casa décimal

correcta em cada duas iteragdes. O processo termina na iteragcdo dezasseis

com 12 casas décimais correctas.
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Nucleo B1 — Aproximagao de Sloan — 3%2vp = n= 10

Tedricojo. 0 1 1 2 2 6 3 1 3 0 8 9 9 7
AlOO 0. 0 1 1 2 1 7 8 6 2 0 6 4 2 3
n=10 |0. 0 1 0 2 6 1 3 3 5 6 7 9 0 3 3\5

0. 0 1 02 6 1 3 3 56 7 9 0 3
KITER LK 12 CP 22CP | 3ecCP
1 0. 01 0 2 6 1 3 35 6 7 8 8 1.4E-4 | 9.6E-4 | 2.2E-11
2 0. 0 1 11 9 47 2 6 09 3 5 5] 15E-4 | 2.3E-5] B83E-2
3 0. 0 1 1 3 033 4172 23 3.3E-5 | 8.5E-5 | 9.6E-3
4 0. 0 1t 1 2 3 19 9 7 89 2 6 6] 26E-5] 14E-5 ] 64E-3
5 0. 0 1 1 2 0 47 7 3 7 6 2 1 9.1E-6 | 1.4E-5 | 2.5E-3
6 0.0 11 2 1 2 6 47 81 19 1] 45E-6| 5.2E-6 | 7.6E-4
7 0. 0 11 22 0127 58 9 5 8| 27E-6]| 23E-61 6.7E-4
8 0. 0 1t 1 2 1 9 65 6 2 47 06 9] 11E-6 | 1.7E-6 | 5.0E-5
9 0. 0t 1 217 5 917 08 0 2] 83E-7] 27E-7 ] 1.8E-4
10 0. 0 1t 1 217 35045 08 6] 31E-7]5.1E-7 | 22E-5
11 0. 0 11 217 8 37 11 47 7| 25E7]| 25E-8] 43E-5
12 0. 0 1 1 2 1 8 0 03 5 2 6 1 5| 096E-8] 14E-7 | 1.5E-5
13 0. 0 1 1 2 1 7 8 9 7 9 5 65 8 2| 70E-8 | 3.6E-8 | 9.4E-6
14 0. 0 1t 1 2 1 7 8 2 7 2 6 1 1 9| 3.2E-8 | 3.5E-8 | 6.3E-6
15 0. 0 1+ 1 2 1 7 8 4 4 0 1 7 3 1] 20E-8]| 1.8E-8 | 1.5E-6
16 0. 0 1+ 1 2 1 7 8 6 8 9 8 5 6 3| 1.1E-8 | 6.9E-9 | 2.2E-6
17 0. 011 217 8 6 9 119 7 6] 55E9] 71E-9 | 1.2E-8
18 0. 01 1 21 7 8 6 1 3 8 0 7 8] 41E-9 | 6.8E-10] 6.9E-7
19 0. 011 2 1 7 8 5 9 6 8 3 6 5| 17E-9] 24E-9 | 1.5E-7
20 0. 01 1 217 8 6 1 77 409 1.4E-9 | 29E-10| 1.9E-7
21 0. 0 1 1 2 1 7 8 6 2 7 6 8 8 3]54E-10]7.0E-10} 8.9E-8
22 0. 011 21 7 8 6 2 3 09 6 2141E-10J2.5E-10] 4.1E-8
23 0. 01 1+ 217 8 6 1 8 8 7 2 9120E-10}]1.8E-10] 3.8E-8
24 0. 0 1+ 12 1 7 8 6 1 9 4 5 3 7|13E-10}1.2E-10] 5.2E-9
25 0. 01 1 2 1 7 8 6 2 09 6 7 9)75E-11}]3.3E-11] 1.3E-8
26 0. 0 1 1 2 1 7 8 6 2 1 1 0 7 4137E-11]14.7E-11| 1.2E-9
27 0. 01 1 2 1 7 8 6 2 0 6 3 5 5|29E-11]6.8E-13] 4.2E-9
28 0. 0 11 2 1 7 8 6 2 0 4 8 5 3j1.2E-11 1.3E-9
29 0. 01 1 2 17 8 6 2 06 1 0 2]9.7E-12 1.1E-9
30 0. 01t 1 2 17 86 2 06 8 8 2 7.0E-10

Na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas. Mas, logo na

segunda, consegue-se mais uma, asim como nas iteragées quatro, seis, nove,

onze, dezasseis,vinte e um e vinte e cinco. O processo termina na iteragéo

trinta com 11 casas décimais correctas.
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Nucleo B1 — Aproximagéo de Sloan — 32vp — n= 12

Teoricol|0. 0 1 1 2 2 6 1.3 08 9 9 7
A0 0. 0 1 1 2 1 7 6 2 0 6 4 2 3
n=12 10. 0 1 0 2 6 1 3 56 7 9 0 3 3\5
0. 01 02 6 1 3 5§ 6 7 9 0 3
KITER 1°CP | 2°CP | 3°CP

8.7E-5 | 6.5E-4 | 2.6E-11
6.1E-5 | .7E-6 | 5.7E-2
1.2E-56 | 3.9E-6 | 4.3E-3
6.9E-6 | 4.1E-6 | 3.1E-3
2.2E-6 | 44E-6 | 76E-4
9.7E-7 | 1.0E-6 | 3.0E-4
3.8E-7 | 5.5E-7 | 14E-4
1.7E-7 | 2.3E-7 | 2.8E-5
6.9E-8 | 6.6E-8 | 2.7E-5
3.0E-8 | 5.0E-8 | 1.4E-6
1.5E-8 | 5.8E-8 | 5.0E-6
5.8E-9 | 1.0E-8 | 4.0E-7
3.2E-9 | 2.3E-10] 8.9E-7
1.1E-9 | 2.0E-9 | 2.0E-7
6.5E-10| 3.1E-10] 1.5E-7
2.5E-10} 3.6E-10| 6.0E-8
1.4E-10| 1.1E-10] 2.2E-8
5.0E-11 ] 5.9E-11| 1.5E-8
2.8E-1113.2E-11] 2.4E-9
1.1E-11}1 8.0E-12] 3.5E-Q
5.5E-12 1.1E-11
7.5E-10
1.0E-10
1.5E-10
4.4E-11
2.6E-11
1.3E-11
3.8E-12
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Para n = 12, na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas.
Mas, logo na segunda, conseguem-se mais duas. E obtida uma casa décimal
correcta nas iteragdes cinco, nove ,dez, treze, dezoito, vinte e dois e vinte e
quatro. O processo termina na iteragdo vinte e oito com 13 casas décimais

correctas.
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Nucleo B2

— Aproximagao de Nystrém - 12vp -~ n= 10

Teoricol0. 1 8 2 0 3 3 9 6 7 6§ 2 9 3
AlOO |0. 1 8 2 2 0 3 9 9 7 8 4 9 6
n=10 10. 2 0 2 3 1 3 1 1 4 7 8 2 2 1\1

0.2 0 2 31 3 1 1 47 822
KITER LK 12CP | 2°CP | 3°CP
1 0.1 6 4 53 3 2 1 6 1 1 4 8] 50E-3]| 18E-2 | 2.3E-1
2 0.1 78 52 11518 7 6 6] 57E4] 3.7E-3 | 7.8E-2
3 0.1 8 2 6 55 3 15 0 9 5 8] 95E-4] 45E-4 | 23E-2
4 0.1 82 9 125 9 7 9 6 0 6] 30E-4] 71E-4 | 1.4E-3
5 0.1 8 2 4 1 8 2 3 7 3 2 4 8| 65E5] 21E-4 ] 2.7E-3
6 0.1 82 15 2 2 005 46 9.8E-5 | 5.2E-5 | 1.5E-3
7 0. 1 8 2 1 3 1 2 1 4 4 0 7 6| 32E-5]| 73E-5] 1.2E-4
8 0.1 8 2 1 8 1 5 4 8 2 9 5 2| 94E-6] 2.2E-5 | 2.8E-4
9 0. 1 8 2 2 1 1 4 4 2 7 6 4 6] 13E5] 7.4E-6 | 1.6E-4
10 0. 1 8 2 2 1 3 6 6 9 9 6 4 1| 42E-6 ]| 9.7E-6 | 1.2E-5
11 0.1 8 2 2 0 6 9 0 7 2 8 8 8| 15E-6] 29E-6 | 3.7E-5
12 0. 1 8 2 2 0 2 8 00 0O 6 9 4] 20E-6 1 1.2E-6 | 2.3E-5
13 0.1 8 2 2 02 5 412 3 1 1] 61E-7 | 1.5E-6 | 1.4E-6
14 0.1 8 2 2 0 35 7 7 2 0 7 3] 26E-7] 4.2E-7 | 5.7E-6
15 0. 1 8 2 2 0 42 0 3 9 8 1 2] 3.2E-7 | 2.1E-7 | 3.4E-6
16 0.1 8 2 2 0 4 2 3 41 0 4 3] 96E-81 24E-7 | 1.7E-7
17 0.1 8 2 2 0 4 0 6 2 7 8 2 5| 47E-8 ] 6.5E-8 ] 94E-7
18 0. 1 8 2 2 0 3 9 6 0 7 6 3 5| 55E81 3.7E-8 | 5.6E-7
19 0.1 8 2 2 0 3 9 5 7 6 0 6 5] 16E-8 1 40E8] 1.7E-8
20 0.1 8 2 2 0 3 9 8 7 3 9 0 8| 88E9 ]| 1.0E-8] 1.6E-7
21 0. 1 8 2 2 0 4 00 4 7 3 4 9.6E-Q9 | 6.9E-Q9 | 9.5E-8
22 0.1 8 2 2 0 4 00 49 4 6 3| 26E91 71E-9 | 1.2E-9
23 0.1 8 2 2 03 9 9 95 8 3 4] 17E9 ] 1.7E-9 | 2.9E-8
24 0.1 8 2 2 03 9 96 5 4 1 8] 17E91 13E-9 | 1.7E-8
25 0.1 8 2 2 0 3 9 9 6 5 6 5 5|45E-10] 1.3E-9 ] 1.3E-10
26 0. 1 8 2 2 0 3 9 9 7 5 5 6 5]|3.2E-10]2.9E-10] 5.4E-9
27 0. 1 8 2 2 03 9 9 8 1 0 2 4]|3.2E-10]2.5E-10] 3.0E-9
28 0.1 82 2 0 3 9 98 0 8 6 6]78E-11]2.4E-10]8.7E-11
29 0. 1 8 2 2 0 3 9 9 7 8 9 9 8|64E-11]5.0E-11| 1.0E-9
30 0.1 8 2 2 03 9 9 78 6.1E-11] 5.0E-11 | 5.5E-10

Para n = 12, na primeira iteragdo ha apenas 1 casa décimal correcta. Mas

na terceira iteragdo conseguem-se mais duas. E obtida uma casa décimal

correcta na iteragdo nove e outra na onze. Na iteragdo dezoito hd 7 casas

décimais correctas, sendo a oitava determinada na iteragao vinte e trés. O

processo termina na iteragéo trinta com 10 casas décimais correctas.
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Nicleo B2 — Aproximagao de Nystrém —~ 12vp — n=12

Teoricol0. 1 8 2 0 3 3 9 6 7 5§ 2 9 3
AlOO 10. 1 8 2 2 0 3 9 9 7 8 4 9 6
n=12 10. 1 9 5§ 6 7 4 8 0 7 1 1 &6 2 1\1
0. 1 9 5 6 7 4 8 07 1 152
KITER LK 12CP | 2°CP | 32 CP
1 0.1 6 9 8 7 3 9 2 2 8 8 4 6| 27E-3] 1.2E-2 | 1.5E-1
2 0. 1 8 0 3 8 3 89 1 2 5 8 8| 55E-4]| 18E-3 ] 5.8E-2
3 0. 1 8 2 56 9 6 6 8 2 7 9 9 6| 43E-4 | 39E-4 | 1.2E-2
4 0.1 82 4 988 9 6 0299 5.7E-5 | 2.9E-4 | 5.4E-4
5 0. 1 8 2 2 408 98 2 2 6 1| 45E-5]| 3.7E-5 ] 1.4E-3
6 0. 1 8 2 1 7 2 0 49 7 1 5 4| 24E-5| 3.2E-5 | 3.8E-4
7 0. 1 8 2 1 87 4 3 3 5 6 6 6.9E-7 | 1.7E-5 | 8.4E-5
8 0. 1 82 2 0 3 8 40 1 1 5 4| 42E-6| 1.6E-7 ] 9.0E-5
9 0.1 82 2 06 9 4 411 4 1.6E-6 | 29E-6 | 1.7E-5
10 0.1 8 2 2 05 08 2 00 2 6| 24E-7 | 11E-6 | 1.0E-5
11 0.1 8 2 2 0 3 8 2 0 0 4 7 6| 41E-7 | 1.8E-7 | 6.9E-6
12 0.1 8 2 2 0 3 7 1 6 4 8 8 5| 10E-7 | 28E-7 | 5.7E-7
13 0.1 8 2 2 0 3 9 2 9 2 3 7 4| 45E-8 | 69E-8 | 1.2E-6
14 0. 1 8 2 2 0 4 0 3 0 3 2 5 5] 39E-8] 3.2E-8 | 55E-7
15 0. 1 82 2 04024518 4 53E-Q | 2.7E-8 | 3.2E-8
16 0.1 82 2 0400112686 6.4E-9 | 3.3E9 | 1.3E-7
17 0. 1 8 2 2 0 3 9 9 3 3 40 2| 36E-9] 45E-9 | 4.3E-8
18 0.1 8 2 2 03 9 95 3 9 5 111.1E-10] 2.5E-9 |1.1E-8
19 0.1 82 2 039 97 89 8.1E-10| 4.0E-11]1.4E-8
20 0. 1 8 2 2 03 9 9 8 409 913.1E-10J5.6E-10}29E-9
21 0.1 8 2 2 03 9 9 805 9 6]58E-11]2.1E-10}1.9E-9
22 0. 1 8 2 2 0 3 9 9 7 8 0 5 9]9.4E-11|144E-11]1.4E-9
23 0.1 8 2 2 03 9 9 7 7 8 4 8]24E-11]|6.5E-11]1.2E-10
24 0.1 8 2 2 03 9 9 7 8 3 4 1.2E-11| 1.6E-11 |2.7E-10
25 0.1 8 2 2 03 9 97 85 8 2|10E-11|8.6E-12]1.3E-10
26 0.1 82 2 03 9 97 85 6 6]13E-12 8.9E-12

Para n= 12, na primeira itera¢gdo ha apenas 1 casa décimal correcta.
Mas, logo na seguinte, conseguem-se mais duas. Na iteragdo cinco ha 4
casas décimais correctas, na oito ha 6, na dezassete 8 e na dezanove 10.

O processo termina na iteragéo vinte e seis com 10 casas décimais correctas.
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Nicleo B2 — Aproximagao de Nystrém — 22vp — n= 10

Teéricol0. 1 4 3 3 9 1 3 6 0 0 6 5
AlOO 10. 1 4 3 5 6 1 4 1 6 0 5 5 8
n=10 0. 1 6 4 0 1 9 4 4 0 5 6 2 6 2\2
0. 1 6 4 01 9 4405 6 26

KITER LK 12CP | 2°CP | 32 CP
1 0. 1 2 6 2 3 9 5 4189 5 3| 63E3] 1.7E-2 | 3.0E1
2 0. 1 3 9 08 3 0028 9 1 8| 31E-4 ] 45E-3 | 9.2E-2
3 0.1 4 3 7 5 45 7 3 7 6 7 8| 12E-3 1 19E-4 ] 3.2E-2
4 0. 1 4 4 452 6 3 49 6 8 5| 61E-4]| 89E-4 | 48E-3
5 0. 1 4 3 9 7 7 7 5 8 0 48 1| 3.1E5] 4.2E-4 | 3.3E-3
6 0. 1 4 3 56 6 3 2 6 6 0 2 0 9] 16E-4 ] 1.8E-6 | 29E-3
7 0.1 4 3 4 46 7 4509 7 6| 10E4] 1.1E-4 | 8.1E-4
8 0.1 4 3 49 2 9 6 7 9 00 5| 13E-5] 68E-5] 3.2E-4
9 0.1 4 3 655 5 5 3 5 19 2| 25E-5]| 59E-6| 4.4E-4
10 0.1 4 357 9 911035 9| 20E5] 18E-5] 1.7E-4
11 0. 1 4 3 5 7 4 9 9 5 4 2 4 6] 41E-6 | 14E-5| 3.4E-5
12 0.1 4 3 6 6 3 7 413 45 9] 44E-6| 2.3E-6{ 7.8E-5
13 0.1 4 3 565 8 1 7 18 9 4 8| 42E-6| 3.2E-6 | 3.9E-5
14 0.1 4 3 55 8 48 1 49 8 9] 12E-6]| 29E-6 | 2.2E-6
15 0.1 4 3 56 6 06 6 5 3 06 7.7E-7 | 7.5E-7 | 1.5E-5
16 0.1 4 3 5618989 9 48 35 94E-7 | 58E-7 | 9.3E-6
17 0. 1 4 3 56 2 07 8 1 4 2 2§ 35E-7 ] 66E-7 | 58E-7
18 0.1 4 3 56 16 4118 2 9] 13E-7] 23E-7 | 3.0E-6
19 0.1 4 3 58 1 3 1 6 8 7 6 2| 22E-7] 99E-8] 2.3E-6
20 0.1 4 3 56 1 2 6 3 5 2 1 8| 98E-8] 15E-7 | 3.7E-7
21 0. 1 4 3 5 6 1 3 5 1 0 2 4 5| 20E-8]| 65E-8] 6.1E-7
22 0.1 4 3 56 1 4 3 0895 5.0E-8 | 1.5E-8 | 5.6E-7
23 0.1 4 3 5 6 1 4 5 1 4 4 3 4| 2.7E-8 | 3.5E-8 | 14E-7
24 0. 1 4 3 5 6 1 4 3 4 40 2 9| 25E9 | 1.8€E-8 | 1.2E-7
25 0.1 4 3 56 1 41 46 9 7 31 11E-8 | 1.4E-Q | 14E-7
26 0.1 4 3 56 6 1 407 8 7 5 2| 75E9 ]| 82E-9 | 4.8E-8
27 0.1 4 3 6 6 1 41009 7 0 2180E-10] 5.1E-9 | 2.2E-8
28 0.1 4 3 56 1 415 8 1 1 6] 26E-9 |24E-10]| 3.4E-8
29 0. 1 4 3 566 1 417 9 2 1 6| 20E9 ]| 19E9 | 1.5E-8
30 0. 1 4 3 566 1 417 4 4 4 4|/40E-10] 1.4EQ | 3.3E-9

Na primeira iteracdo ha apenas 1 casa décimal correcta. Na terceira
iteragdo conseguem-se mais duas. E obtida uma casa décimal correcta nas
iteragcbes nove, doze, dezasseis, vinte e dois e vinte e cinco. O processo

termina na iteragdo trinta com 8 casas décimais correctas.
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Nucleo B2 — Aproximagéo de Nystrém — 22vp — n =12

Tebricojl0. 1 4 3 3 9 1 3 6 0 0 6 5
AO0O 10. 1 4 3 5§ 6 1 4 1 6 0 5 5 8
n=12 0. 1. 6§ 7 1 9 2 § 2 2 2 8 0 8 2\2
0. 1. 56 7 1 9 2 6§ 2 2 2 8 0 8
KITER LK 12CP | 2°CP | 3°CP

1 0. 1 3 1 3 916 3 805 0 2] 31E-3 | 1.2E-2 | 2.0E-1
2 0. 1 4 1 3 1 6 3 9 4 7 9 9 4] 46E-4 | 2.2E-3 | 7.0E-2
3 0. 1 4 3 9 14001011 8| 57E-4] 35E-4] 18E-2
4 0.1 4 3 9 6 8 7 1 2 6 5 9 9] 14E-4 | 41E-4 | 3.8E-4
5 0. 1 4 3 6 55 6 6 7 9 7 1 2] 5.0E-5] 94E-5 | 2.2E-3
6 0. 1 4 3 5 2 3 9 3 3 6 9 1 5] 48E-5] 3.7E-5 ] 9.2E-4
7 0.1 43527 07 10056 6| 98E-6] 3.4E-5] 2.2E-5
8 0. 1 4 3 55 4802 2 12 1] 65E-6] 66E-6] 19E4
9 0. 1 4 3 5 6 6 2 3 5 7 1 8 4] 5.2E-6| 48E-6] 8.0E-5
10 0.1 4 3 565 1026 3 4 7] 78E-7| 3.7E-6 | 79E-6
11 0. 1 4 3 56 19 2 418 3 9.1E-7 | 5.1E-7 | 2.2E-5
12 0.1 4 3 56 0 7 3 9 9 0 4 7] 62E-7 | 68E-7 | 82E-6
13 0.1 4 3 56 09 7 5 0 2 8 2| 58E-81 44E-7 | 1.6E-6
14 0. 1 4 3 56 1 3 8 3 3 1 1 9] 14E-7 | 33E-8 | 2.8E-6
15 0. 1 4 3 56 15 15 47 7 5] 79E-81 99E-8] 9.2E-7
16 0. 1 4 3 56 1 47 18 6 0 9] 29E-9 ] 56E-8] 3.0E-7
17 0.1 4 3 561416 135 1] 21E-8|7.9E-11] 3.9E-7
18 0.1 4 3 56140103 1 7] 10E8] 1568 ] 1.1E-7
19 0.1 4 3 56 14 08 7 9 0 1]183E-10] 7.3E-9 | 5.4E-8
20 0.1 4 3 56 1 416 6 6 5 1] 3.2E-916.1E-10| 5.5E-8
21 0.1 4 3 56 1 4 1 8 3 6 3 3| 14E-9 | 23E-9 | 1.2E-8
22 0. 1 4 35 6 1t 417 01 1 7}122E-10]9.6E-10] 9.4E-9
23 0.1 4356 1 4158 7 6 4149E-10f1.8E-10] 79E-8
24 0. 1 4 3 56 1 41586 9 8 1]118E-10]3.6E-10] 1.2E-9
25 0.1 4 3 56 1 415 9 3 0 6]52E-1111.3E-10] 1.6E-9
26 0. 1 4 3 561 41609 6 7.7E-11]1 4.0E-11] 1.2E-9
27 0.1 4356 1416 1 11 5]24E-11]5.6E-11}1.1E-10
28 0.1 4 3 56 1 416 07 1 9]11E-11]11.6E-11]2.8E-10
29 0.1 4 3 56 1 416 0 4 7 7|12E-11]8.1E-12]1.7E-10
30 0.1 4 3 56 1 416 0 4 7 1]29E-12 4.1E-12

Para n = 12, na primeira iteragdo ha apenas 1 casa décimal correcta. Mas
logo na segunda e terceira iteragdes conseguem-se mais duas. E obtida uma
casa décimal correcta nas iteragdes seis, nove, onze, dezasseis e dezasete. O
processo termina na iteragdo trinta com 10 casas décimais correctas, que ja

vém desde a iteragao vinte e seis a tentar estabilizar.
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Nucleo

B2 — Aproximagéo de Nystrém - 32vp — n= 10

Teodricol0. 1 0 5§ 9 1 7 3 7 0 6 8 8 8
AlO0 10. 1 0 6 0 8 7 4 6 9 4 7 7 4
n=10 0. 1 2 7 1 4 7 5§ 7 9 3 4 8 9 3\3

0. 1 2 7 1 4 7 5 7 9 3 4 89
KITER * LK 1°CP | 2°2CP | 32CP
1 0. 0 89 3 6 7 68 06816 8.4E-3 | 1.7E-2 | 4.2E-1
2 0.1 0 0 45 7 7 04609 6 9.7E-4 | 5.6E-3 | 1.1E-1
3 0. 1 0 5 6 3 85 06 08335 1.5E-3 | 45E-4 | 49E-2
4 0.1 07 1 007 488 06 2 1.3E-3 | 1.0E-3 | 1.4E-2
5 0.1 0 6 88 7 550351709 4.1E-4 | 8.0E-4 | 2.0E-3
6 0.1 06 3 247041107 1.5E-4 | 2.4E-4 | 5.3E-3
7 0.1 0 59 7 9 57 6 6 15 2 2.6E-4 | 1.1E-4 | 3.3E-3
8 0.1 0 5915 88 09 86 4 1.5E-4 | 1.7E-4 | 6.0E-4
9 0.1 059 96 2 35 42 46 1.5E-6 | 9.1E-5 | 7.6E-4
10 0.1 0 6 0 8 5 3 8 7 3 2 6 6 S5.5E-5 | 2.1E-6 | 8.4E-4
11 0.1 0 6 1 2 4 4 45 47 1 4 49E-5 | 3.7E-5 | 3.7E-4
12 0.1 0 6 1 1 8 6 49 8 4 1 4 1.7E-5 | 3.1E-5 | 5.5E-5
13 0.1 0 6 09 6 86 58307 8.9E-6 | 9.4E-5 | 2.1E-4
14 0.1 0 6 0812276012 1.5E-5 | 6.2E-6 | 1.5E-4
15 0.1 0 6 0 7 7 8 9 9 9 4 2 8.6E-6 | 9.6E-6 | 3.1E-5
16 0.1 0 6 082 25865 8 4 7.1E-7 | 5.2E-6 | 4.1E-5
17 0.1 06 08 7 5 2 9 13 72 3.8E-6 | 6.0E-8 | 5.0E-5
18 0.1 0 6 089 99 9 84 2 8 3.4E-6 | 2.5E-6 | 2.3E-5
19 0.1 0 6 08 96 21819 8 1.2E-6 | 2.2E-6 | 3.6E-6
20 0. 1 0 6 0 8 8 107 2 02 71E-7 | 6.4E-7 | 14E-5
21 0.1 0 6 08 6 97 3 3171 1.2E-6 | 5.0E-7 | 11E-5
22 0.1 06 086 7 2 3 48 4 4 6.8E-7 | 7.5E-7 | 2.4E-6
23 0.1 0 6 087 06 2102 5.2E-8 | 4.1E-7 | 3.2E-6
24 0.1 0 6 0 8 7 48 2976 7 3.2E-7 | 1.3E-8 | 4.0E-6
25 0.1 0 6 0 8 7 6 8 499 9 4 8 2.9E-7 | 2.2E-7 | 19E-6
26 0.1 0 6 087 65 27 85 1.0E-7 | 1.8E-7 | 3.0E-7
27 0.1 06 08 7 5 2 2 7 85 3 6.5E-8 | 5.3E-8 | 1.2E-6
28 0. 1 0 6 0 87 42 3 829 1.0E-7 | 4.6E-8 | 9.3E-7
29 0.1 0 6 087 4018441 6.1E-8 | 6.8E-8 | 2.1E-7
30 0. 1 06 0 87 43 2 6 3 3 5.3E-9 | 3.7E-8 | 2.9E-7

Na primeira iterag&o ndo ha nenhuma casa décimal correcta. Mas, logo na

segunda, conseguem-se duas. O numero de casas décimais correctas vai

variando entre as 2 e as 6 ao longo das iteragbes. O processo termina na

iteracdo trinta com apenas 7 casas décimais correctas.
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Nicleo B2 — Aproximagdo de Nystrém — 32vp — n= 12

Teéricol0. 1 0 5 9 1 7 3 7 0 6 8 8 8
AlOO 0. 1 0 6 0 8 7 4 6 9 4 7 7 4
n=12 0. 1 1 9 9 9 2 2 6 46 1 7 3 3\3
0. 11 9 9 9 2 2 6 4 6 1 7 3
KITER LK 12CP 22 CP 32 CP
1 0. 0 9 41 91 380386 6 2| 38E-3]12E-21] 2.7E-1
2 0.1 0 31 93 608 8 15 4 2.5E-4 | 2.9E-3 | 8.7E-2
3 0.1 0 6 2 7 2 5 15 89 45 7.4E-4 | 1.9E-4 | 2.9E-2
4 0.1 0 6 6 5 3 15 3 415 6 3.2E-4 | 5.7E-4 | 3.6E-3
5 0.1 0 6 3 2 3 09 5 3 2 6 8 2.1E-5 ] 2.4E-4 | 3.1E-3
6 0.1 0 6 07 44 1650 6 4 8.8E-5 | 1.3E-5 | 2.3E-3
7 0.1 06 01 9116709 8 4.7E-5 | 6.8E-5 | 5.2E-4
8 0.1 06 05 3 02 9 46 9 8 2.0E-6 | 3.4E-5 | 3.2E-4
9 0. 1 0 6 0 8 7 7 2 2 91 6 4 1.4E-5 | 2.5E-7 | 3.3FE-4
10 0.1 0 6 09803 7 2817 8.4E-6 | 1.1E-5 | 9.7E-5
11 0. 1 06 0 9 36 3 6 9 2 11 8.0E-7 | 6.2E-6 | 4.1E-5
12 0.1 0 6 087 7 8 0 9 8 8 4 2.3E-6 | 3.1E-7 | 5.5E-5
13 0.1 0 6 08 56 42 26 2 9 1.7E-6 | 1.8E-6 | 2.0E-5
14 0.1 0 6 086 2 49 39 0 2 2.5E-7 | 1.2E-6 | 5.7E-6
15 0. 1 06 087 33546 19 3 4.3E-7 | 1.3E-7 | 1.0E-5
16 0. 1 06 087 80 4 4 4 4 4 3.5E-7 | 3.3E-7 | 4.4E-6
17 0.1 0 6 0 87 7 2 4 8 9 3 6.9E-8 | 2.6E-7 | 7.5E-7
18 0. 1 0 6 0 87 51 2 3 6 4 9 8.1E-8 | 4.3E-8 | 2.0E-6
19 0. 1 06 087 406 19 3 4 7.4E-8 | 6.3E-8 | 1.0E-6
20 0.1 0 6 087 41 411 9 3 19E-8 | 5.5E-8 | 7.5E-8
21 0.1 0 6 087 4570232 2 1.5E-8 | 1.2E-8 | 4.0E-7
22 0.1 06 08 7 48156 7 1 1.6E-8 | 1.2E-8 | 2.3E-7
23 0. 1 0 6 087 48 1 7 4 3 6 51E-9 | 1.2E-8 | 1.7E-9
24 0.1 0 6 0 87 47 2 9 2 2 5 29E-9 | 3.4E-9 | 8.3E-8
25 0.1 0 6 087 467 17 9 6 3.7E-9 | 2.3E-9 | 5.4E-8
26 0. 1. 06 087 46 6 7 2 1 1 1.3E-9 | 2.8E-9 | 4.3E-9
27 0.1 0 6 087 46 85 4 9 5.3E-10] 9.3E-10] 1.7E-8
28 0.1 06 087 46 9 90 4 1 8.3E-10] 4.3E-10] 1.3E-8
29 0.1 06 08 7 47 010 2 1 3.5E-10 | 6.2E-10| 1.9E-9
30 0.1 06 0 87 46 9 7 2 3 3 9.4E-11] 2.5E-10| 3.6E-9

Para n= 12, na primeira iteragdo ndo ha nenhuma casa décimal correcta.
Mas, logo na segunda, conseguem-se duas, e na terceira mais uma. A partir
da iterag&o seis ha uma oscilagdo no nimero de casas décimais correctas que
vai desde 4 a 9. O processo termina na iteragéo trinta com apenas 9 casas

décimais correctas.
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Ndcleo

B2 — Aproximagédo de Sloan — 12vp = n= 10

Tedricol0. 1 8 2 0 3 3 9 6 7 5 2 9 3
AlOO 10. 1 8 2 1 7 3 3 1 8 3 3 8 4
n=10 10. 17 9 6 9 9 1 3 0 7 3 2 2 9 13

0.1 96 9 913073223289
KITER LK 12CP | 22CP | 32CP
1 0. 1 9 6 9 9 1 3 07 3 2 2 9| 23E-2] 1.5E-2|3.7E-14
2 0. 1 8 3 959 95 9 16 9 8]23E2]| 1.863] 7.1E-2
3 0. 1 8 4 256 435016 8.4E-3 | 2.1E-3 | 1.6E-3
4 0. 1 8 2 5 015 2 1 2 3 3 4] 80E-3] 3.3E-4][ 9.66-3
5 0. 1 8 2 7 02 2 89 4 2 29E-3 | 5.3E-4 | 1.1E-3
6 0. 1 8 2 2 3 88 3 6 1 9 4 8] 29E-3] 6.6E5] 25E-3
7 0. 1 8 2 3 4139 2 01 3 1] 11E-3 | 1.7E-4 | 5.6E-4
8 0. 1 8 2 1 8 25 6 125 8 1.1E-3 | 9.2E-6 | 8.7E-4
9 0. 1 8 2 2 3 4 2 2 9 8 0 4 3] 45E-4]| 6.1E-5 | 2.8E-4
10 0. 1 8 2 1 7 1 2 0 8 9 9 0 9] 44E-4| 21E-6 | 3.5E-4
11 0.1 82 199 75 6 15 6 2 6[19E4 2.4E-5 | 1.4E-4
12 0.1 8 2 17 00 415 6 7 4] 1.8E-4| 3.3E6 | 1.5E-4
13 0. 1 8 2 18 37 02 07 7 6]87E-5] 1.0E5] 75E-5
14 0.1 8 2 17 08 46 06 3 1] 79E5] 25E6]| 7.1E-5
15 0. 1 8 2 1 7 8 0 40 6 4 2 2] 40E-5] 4.7E-6 | 3.9E5
16 0. 1 8 2 1 7 17 3 0 3 7 8 1] 36E-5] 1.6E-6| 3.5E-5
17 0. 1 8 2 1 755 7 5 1 0 8 1] 20E-5]| 2366 2.1E-5
18 0. 1 8 2 172 3 6 0 19 6 3] 17E-5] 9.6E-7 | 1.8E-5
19 0.1 8 2 1 7 4 44186 5 1.0E-5 | 11E-6 | 1.1E-5
20 0. 1 8 2 1 7 27 5 6 3 6 9 7] 86E-6] 5.6E-7 | 9.3E-6
21 0. 1 8 2 17 3 8 9 6 7 2 1 9]51E-6]| 5.8E-7 | 6.3E-6
22 0. 1 8 2 1 7 2 9 9 3 0 3 8 3] 44E-6] 3.3E-7| 5.0E-6
23 0. 1 8 2 1 7 3 6 2 4 2 8 9 2] 276-6| 31E-7 | 3.5E-6
24 0. 1 8 2 17 313 10 6 4 5[23E6] 1.9E-7 [ 2.7E-6
25 0. 1 8 2 1 7 3 4 8 3 7 7 2 1] 15E6]| 1.7E-7| 1.9-6
26 0. 1 8 2 17 3 2 106 6 8 3] 13E-6] 1.1E-7| 1.5E-6
27 0. 1 8 2 173 4009 3 9 1 5]82E7]|9.1E-8] 1.1E-6
28 0. 1 8 2 1 7 3 2 5 6 3 7 3 4] 69E-7| 6.2E-8 | 8.4E-7
29 0. 1 8 2 17 3 3 6 9 1 7 7 6| 46E-7]| 51E-8 | 6.2E-7
30 0. 1 8 2 17 3 2825975 3.9E-7 | 3.6E-8 | 4.8E-7

O processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira iteragdo com

apenas 1 casa décimal correcta e termina na iteragdo trinta s6 com 6 casas

décimais correctas.
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Nucleo B2 — Aproximagéo de Sloan = 1°vp — n= 12

Tedrico|0. 1 8 2 0 3 3 9 6 7 52 9 3
AlOO 10. 1 8 2 1 7 3 3 1.8 3 3 8 4
Nn=12 10. 1 9 2 4 3 7 4 2 6 40 1 4 13

0. 1 9 2 4 37 426 401 4
KITER LK 12CP | 2°2CP | 3°CP
1 0. 1 92 4 37 42 6 401 4] 16E-21] 1.0E-2 41E-14
2 0. 1 8 3 052 06 9 47 4 1.3E-2 [8.8E-4 5.1E-2
3 0. 1 8 3 2 2 3 8 8 1 49 6 4| 44E-3] 1.1E-3 | 9.4E-4
4 0. 1 82 2 88 9 9 2 4 2 5 7|35E-3] 1.2E-4]5.1E-3
5 0. 1 8 2 37 1000 1 3 5 3] 12E-3] 2.0E-4] 45E-4
6 0. 1 82 189 406 2 8 7 8| 95E-4] 1.6E-5] 1.0E-3
7 0. 1 8 2 2 2 008 09 9 9 9| 36E4] 47E-5][ 1.7E-4
8 0. 1 82 17 457 5 1 13 9]27E-4] 1.3E-6 | 25€E-4
9 0. 1 82 185 9 28 3 3 7 8| 11E-4]| 1.3E-5] 6.2E-5
10 0.1 8 2 17 27 87 {55 8] 8.0E5] 53E7] 7.2E-5
11 0. 1 8 2 1 7 7 0 4 0 4 7 6 4] 35E-5| 3.7E-6 | 2.3E-5
12 0. 1 8 2 17 2 8 7 7 3 6 2 9| 25E-5] 44E-7 ] 2.3E-5
13 0. 1 8 2 17 4 4 95 2 7 0 7] 12E-5] 1.2E-6 | 8.9E-6
14 0. 1 8 2 17 3 08 7 045 4] 79E-6] 23E-7] 7.7E-6
15 0.1 8 2 1 73711586 6 40E-6 | 3.9E-7 | 3.4E-6
16 0. 1 82 17 3 2 1 1 4 8 9 6| 26E6] 1.1E-7 | 2.7E-6
17 0.1 8 2 17 3 455 7 9 5 7] 14E-6] 1.4E-7] 1.3E-6
18 0. 1 8 2 17 3 27 1 49 8 4191E-7] 47E-87] 1.0E-6
19 0. 1 8 2 17 3 3 6 8 2 1 8 9]52E-7]| 5.06-8]5.3E-7
20 0. 1 8 2 1 73 2 9 8 3 0 4 5] 33E-7] 2.0E-8] 3.8E-7
21 0.1 8 2 17 3 33 7 008 2]20E-7]| 19E-8] 2.1E-7
22 0. 1 8 2 17 3 3 009 8 7 0 6] 12E-7| 85E-9] 1.5E-7
23 0. 1 8 2 1 7 3 3 255 0 7 4| 76E-8] 7.2E-9 ] 86E-8
24 0. 1 8 2 1 7 3 3 1 4 7 7 7 9| 46E-8] 3.6E-9] 5.9E-8
25 0. 1 8 2 17 3 32 11409 9] 30E-8]28E-9] 35E-8
26 0. 1 8 2 1 7 3 3 16 8 4 3 6] 1.8E-8| 1.56-9 | 2.4E-8
27 0. 1 8 2 17 3 3 19 46 0 4] 12E-8] 1.1E-9 [ 1.4E-8
28 0. 1 8 2 17 3317 7 10 5] 72E91/]6.3E-10] 9.6E-9
29 0. 1 8 2 1 7 3 3 18 7 9 2 6] 49E9[45E-10] 5.9E-9
30 0. 1 8 2 1 7 3 3 18 0 7 4 1] 29E-9|2.6E-10] 3.9E-9

Para n= 12, o processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira

iteragdo com apenas 1 casa décimal correcta e termina na iterago trinta s6

com 9 casas décimais correctas.
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Nicleo B2 — Aproximagédo de Sloan = 22vp = n= 10

Tedricol0. 1 4 3 3 9 1 3 6 0 0 6 5
AlOO 10. 1 4 3 4 6 4 9 3 5 3 3 1 4
n=10 10. 1 4 9 7 3 9 3 4 1 5 8 4 3 2\4
0. 1 4 97 3 9 3 4158 43
KITER LK 12CP | 2°CP | 32CP
1 0. 1 4 9 7 3 93 415 8 4 3| 16E-2] 6.3E-3|22E-14
2 0. 1 4 4 89 48558 1 2 6] 23E2] 14E-3] 3.3E-2
3 0.1 4 3 8108 0505 6 3] 66E3] 35E4] 7.5E-3
4 0. 1 4 3775 016 05 6 7] 72E3]3.1E-4| 25E-4
5 0. 1 4 3 3 7 15 25 7 6 2 5] 19E-3] 9.3E-5[ 2.8E-3
6 0.1 4 3 56 7 9 5 4 4 4 8 5] 20E-3] 1.0E-4 | 1.4E-3
7 0. 1 4 3 3 8 08 03 9 9 8 7] 48E-4] 8.4E-5] 1.3E-3
8 0.1 4 3 506 9 3 3 6 4 2 4| 52E-4] 42E-5] 88E-4
9 0.1 4 3 417 8 12 16 5 9] 92E-5] 4.7E-5| 6.2E-4
10 0. 1 4 3 48 3 8 6 2 9 2 9 9| 13E4] 1.9E-5] 46E-4
11 0. 1 4 3 4 413 8 3 9 6 6 6] 53E5] 2.4E-5] 3.0E-4
12 0. 1 4 3 47 3 87 02 9 5 1] 45E-5] 8.9E-6| 2.3E-4
13 0. 1 4 3 453 6 53 2 5 8 5|]32E5] 1.1E-5 [1.4E-4
14 0.1 43 46 9 2 6 5 2 4 4 3]20E5] 43E-6] 1.1E-4
15 0. 1 43 459 6 05 2 13 1] 16E-5] 5.3E-6| 6.7E-5
16 0. 1 43 46 7 08 3 1 2 2 3| 88E-6] 2.1E-6 ] 5.2E-5
17 0. 1 4 3 46 2 4 08 4 0 8 4] 84E-6]| 2.56-6 | 3.3E-5
18 0. 1 4 3 46 6 0 3 00 9 4 5] 42E-6] 1.1E-6 | 2.5E-5
19 0. 1 4 3 4 6 3 7 1 7 1 3 5 6| 48E-6] 1.2E-6| 1.6E-5
20 0. 1 4 3 46 55 1117 5 7] 25E-6]5.8E-7] 1.3E-5
21 0. 1 4 3 46 4 3 32 07 9 1] 28E-6] 6.0E-7] 82E-6
22 0.1 4 3 465 2 48 1 7 8 7] 15E-6] 3:1E-7 | 6.4E-6
23 0. 1 4 3 46 4 6 2 6 655 8| 156-6]| 31E-7 | 4.3E-6
24 0.1 4 3 46 5 1 10 2 7 7 9]89.2E7] 1.7E-7 ] 3.4E-6
25 0. 1 4 3 4 6 4 7 7 198 6 8.6E-7 | 1.6E-7 | 2.4E-6
26 0.1 43 465 035 3 7 8 7]54€E-7] 1.0E-7] 1.8E-6
27 0. 1 4 3 46 48 46 2 56 7] 48E-7] 89E-8] 1.3E-6
28 0.1 4 3 46 49 9 3 4 1 4 9] 32E-7]5.8E-8] 1.0E-6
29 0. 1 4 3 4 6 48 85 5 85 9l 27E-7] 5.0E-8] 7.5E-7
30 0. 1 4 3 4 6 4 9 6 9 3 4 7 1| 18E-7] 3.4E-8| 5.8E-7

O processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira iteragdo com

apenas 2 casas décimais correctas e termina na iteragdo trinta s6 com 7

casas décimais correctas.
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Nicleo B2 — Aproximagdo de Sloan — 22vp — n =12

Teoricof0. 1 4 3 3 9 1 3 6 0 06 5
AlOO 10. 17 4 3 4 6 4 9 3 5 3 3 1 4
n=12 0. 1 4 8 1 4 057 375 35 2\4
0. 1 4 81 4057 375 3 4
KITER LK 1°CP | 2°CP | 3°CP

1 0. 1 4 814065 7 3 7 5 3 5] 11E-2] 4.7E-3 |3.3E-14
2 0. 1 4 4 2 08 8 17 0 1 8 9] 14E-2] 7.4E-4 | 2.7E-2
3 0. 1 4 3 6 818 26 7 7 1 9| 34E-3]2.2E-4] 3.7E-3
4 0. 1 4 3 585 6 5 6 6 1 5 5] 32E-3] 1.2E-4| 6.7E-4
5 0. 1 4 3 4 3 6 9 7 155 0 1] 76E4] 2.8E-5]| 1.0E-3
6 0. 1 4 3 4 953 44 038 1 6| 65E-4]30E5]| 4.1E-4
7 0. 1 4 3 4 425 7 2 7 9 0 2] 14E-4] 22E5[ 3.7E-4
8 0. 1 43 47 4 4 2 137 3 2| 12E-4] 95E-6]| 2.2E-4
9 0. 1 4 3 4 55 2 03 7 6 3 3| 23E5]097E-6/| 1.3E-4
10 0. 1 4 3 4 6 8 2 0 6 3 9 3 2] 22E5] 33E6]| 9.1E-5
11 0.1 4 3 46 12 26 2 06 8] 77E6]37E6]| 49E5
12 0.1 4 3 46 61009 26 6 6.1E-6 | 1.2E-6 | 3.4E-5
13 0. 1 4 3 46 359 25 3 4 2] 39E-6] 1.3E6]| 1.8E-5
14 0.1 4 3 4 65 3 6 3 19 9 8|20E6] 43E-7]| 1.2E5
18 0. 1 4 3 46 4 4 6 0 1 3 7 2] 16E-6] 48E-7 | 6.3E-6
16 0. 1 4 3 46 5 09 2 7 2 6 3|]67E-7] 1.6E-7| 4.4E-6
17 0. 1 4 3 4 6 47 6 8 40 8 7|56E-7] 1.7E-7 | 2.3E-6
18 0. 1 4 3 4 6 4 9 9 3 89 9 3| 22E-7]59E8] 16E-6
19 0.1 4 3 46 487 6 472 1.9E-7 | 5.9E-8 | 8.2E-7
20 0. 1 4 3 46 495 7 49 7 1] 73E8] 2.2E-8][ 56E-7
21 0. 1 4 3 4 6 4 9 14 2 9 6 1| 74E8] 21E-8| 3.0E-7
22 0. 1 4 3 4 6 49 43 9 09 3| 27E-8]86E-9]| 21E-7
23 0. 1 4 3 4 6 49 27 6 5 0 1] 30E8][77E-9]| 1.1E-7
24 0. 1 4 3 4 6 4 9 3 8 7 3 6 2] 1.2E-8] 3.4E9 | 7.7E-8
25 0. 1 4 3 46 49 3 2 4 49 1] 12E-8] 2.9E-9 | 4.4E-8
26 0. 1 4 3 46 49 36 7 17 1]56E9] 1.4E-9 | 3.0E-8
27 0. 1 4 3 46 49 3 4 2 17 5|]50E-9] 1.1E-9] 1.7E-8
28 0. 1 4 3 4 6 4 9 3 59 0 7 8| 25€E-9|5.8E-10] 1.2E-8
29 0. 1 4 3 46 49 3 48 8 8 7] 2.0E9]4.4E-10]| 7.1E-9
30 0.1 4 3 46 49 355 7 5 2] 11E-9[2.4E-10] 4.8E-9

Para n= 12, o processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira
iteragdo com apenas 2 casas décimais correctas e termina na iteragao trinta

sé com 9 casas décimais correctas.
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Ndcleo

B2 — Aproximagédo de Sloan — 32vp — n= 10

Teoricol0. 1 0 5 9 1 7 3 7 0 6 8 8 8
AlOO 0. 1 0 5 9 2 7 1 7 7 6 6 2 6
n=10 0. 1 0 4 4 3 7 4 6 9 7 0 3 6 3\5

0. 1 0 4 4 37 46 9 7036
KITER LK 12CP | 22CP | 3°CP
1 0. 1 0 4 4 37 46 9 7 03 6| 11E-2] 1.5E-3 [3.3E-14
2 0. 1 0 6 7 5§ 9 2 2 3 9 7 9 4] 23E-2] 83E-4] 2.2E-2
3 0. 1 0 4 9 7355 45 0 8 3| 62E-3]095E4] 1.7E-2
4 0. 1 0 58 9 447 1 0 7 7 2| 58E-3] 3.3E5] 8.7E-3
5 0.1 0559 47 12 6 56 1.8E-3 | 3.3E-4 | 2.8E-3
6 0. 1 058 3 28 3 2 1 8 4 3| 62E-4] 94E-5] 2.2E-3
7 0. 1 05 8 455 7 4 00 7 1| 22E-4] 82E-5] 1.2E-4
8 0. 1 0 5 8 6 6 83 1 05 8 6] 1.7E-4 | 6.0E-5] 2.0E-4
9 0. 1 0 5 9 123 9 2 5 8 6 2] 94E-5] 1.5E-5]| 4.3E-4
- 10 0.1 05 9 00 4 18 4 4 1 7] 12E-4] 27E5] 1.1E-4
11 0. 1 0 59 25389 7 3 2 7] 66E5] 1.86-6] 2.4E-4
12 0.1 0 59 17 8 3 7 2 1 4 1]52E5]9.3E-6] 7.1E-5
13 0. 1 059 27 07 418 4 1] 21E-5] 1.0E-7 [ 8.7E-5
14 0. 1 0 5 9 2 45 0 15 0 7 9] 20E-5] 2.7E-6 | 2.4E-5
15 0.1 0 5 9 27 2 3 9 4 2 8 3] 29E-6] 6.2E-8| 2.6E-5
16 0. 1 0 59 2 6 5 2 5 2 1 6 7| 72E6]| 65E-7 ]| 6.7E-6
17 0. 1 0 59 27 2 7 3 6 8 8 5| 72E7]| 96E-8]| 7.1E-6
18 0.1 05 9 27 0407 7 8 2.0E-6 | 1.4E-7 | 2.2E-6
19 0. 1 0 59 27 256 4 6 8 2| 49E-7 | 7.9E-8 | 2.0E-6
20 0. 1 059 27 16 2 6 15 9] 286-7] 1.5E-8 | 8.9E-7
21 0. 1 0 59 27 2 18 8 9 7 9] 15E-7| 41E-8 | 5.3E-7
22 0. 1 0 5 9 2 7 1 9 0 4 8 1 3] 99E-8]| 1.36-8] 2.7E-7
23 0. 1 0 59 27 19 13 8 3 9| 49E-8] 1.4E-8| 8.5E-9
24 0.1 0 59 27 19 2 6 6 0 4] 1.0E-:7 | 1.5E-8 | 1.2E-8
25 0. 1 0 5 9 27 17 95 6 0 2] 1.3E8 [ 1.9E-9 | 1.2E-7
26 0. 1 0 5 9 27 1 87 7 8 0 8| 5381 1.0E-8]| 7.8E-8
27 0. 1 0 5 9 2 7 17 6 7 8 3 7| 1.2E-8 [8.8E-10] 1.0E-7
28 0. 1 0 59 27 1 8 2 8 5 5 5| 2468 5.2E-9 | 5.7E-8
29 0. 1 05 9 27 17 6 9 3 4 2| 62E-9 [7.3E-10] 5.6E-8
30 0. 1 0 59 2 7 17 9 8 40 4] 11E-8| 2.2E-9 | 2.7E-8

O processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira iteragdo com

apenas 2 casas décimais correctas e termina na iteragdo trinta s com 8

casas décimais correctas.
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Nicleo B2 — Aproximag&o de Sloan = 32vp — n =12

Tedrico|0. 1 0 5 9 1 7 3 7 0 6 8 8 8
AlOO 0. 1 0 5 9 2 7 1 7 7 6 6 2 6
n=12 0. 1 0 5 3 8 4 5 4 3 06 5 3 3\5

0.1 0 53 8454306 5 3
KITER LK 12CP | 2°CP | 32CP
1 0. 1 0 53 8 4543 06 5 3] 71E-3]5.4E-4 |2.3E-14
2 0. 1 0 6 4 4 2 1 00 08 2 5[] 14E-2 ] 5.16-4 | 9.9E-3
3 0. 1 0 5 48 8 6 9 3 1 2 9 7]30E3] 44E-4 ]| 9.0E-3
4 0. 1 05 9 4287 7 3 47 2.7E-3 | 1.6E-5 | 4.3E-3
5 0.1 057 9 48 00 3 7 6 4]67E-4] 13E-4] 1.4E-3
6 0.1 05 9 08 362 277 2.5E-4 | 19E-5 | 1.1E-3
7 0.1 0 59 00125 9 8 9 9| 74E-5] 2.7E-5| 7.8E-5
8 0. 1 0 59 155 7 09 9 2 7]|36E5] 1.2E-5]| 1.5E-4
9 0.1 05 9 23 360055 2.0E-5 | 3.8E-6 | 7.4E-5
10 0. 1 05 9 2 2 6 6 9 45 2 4| 23E5] 45E-6 | 6.5E-6
11 0.1 059 27 05 425 2 7111E5] 1.2E-7 | 41E-5
12 0. 1 05 9 25 8 15 7 18 9] 70E6][ 14661 12E5
13 0.1 05 9 27 3 17 6 48 3.1E-6 | 1.4E-7 | 1.4E-5
14 0. 1 0 59 26 8 45 0 9 5 8] 18E-6] 3.3E-7 | 4.5E-6
15 0. 1 0 5 9 27 2 41 0 1 3 3| 45E-7] 6.36-8] 3.7E-6
16 0. 1 0 5 9 27 112 7 05 7] 48E-7] 65E-8] 1.2E-6
17 0. 1 059 27 19 9 1 2 8 3|]67E-8] 21E-8] 8.2E-7
18 0. 1 05 9 2 7 1 6 8 2 4 8 1] 1.2E-7 | 9.4E-9 | 2.9E-7
19 0. 1 0 5 9 27 185 0 6 1 5] 48E-8] 74E-9 | 1.6E-7
20 0. 1 0S5 9 2 7 17 7 07 5 6| 22E-8]59E-10] 7.5E-8
21 0. 1 0 59 27 180 2 9 2 6] 18E-8] 2.6E-9] 3.0E-8
22 0. 1 0 59 27 17 7 9 6 2 7| 26E-9][3.0E-10] 2.2E-8
23 0.1 05 9 27 17 85 1 7 6| 44E-9 [ 8.6E-10] 5.2E-9
24 0.1 05 9 27 17 7 8 9 7 9] 1.7E-9 |2.4E-10] 5.9E-9
25 0. 1 05 9 27 17 7 8 8 4 5] 1.0E-9]2.2E-10][1.3E-10
26 0. 1 0 59 2 7 17 7 7 9 3 8|[9.4E-10]1.3E-10]/8.6E-10
27 0. 1 05 9 27 17 7 6 9 7 911.9E-10[3.56-11]9.1E-10
28 0. 1 0 59 27 17 7 7 2 5 1]35€E-10]6.3E-11][2.6E-10
29 0. 1 0 598 27 17 7 6 5 9 6|45E-11]3.0E-12]6.2E-10
30 0. 1 05 9 27 1 7 7 6 8 8 1]11E-10 2.7E-10

Para n= 12, o processo evoluiu muito lentamente. Embora parta da
primeira iteragdo com 3 casas décimais correctas, termina na iteragao trinta

com apenas 10 casas décimais correctas.
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Nucleo C — Aproximagdo de Nystrém — 12vp = n= 10

AO0 1. 6 4 1 8 7 7 4 1 9 4 2 2
n=10 |1. 5§ 2 8 4 56 7 4 2 1 1 8 i\
1. 5 2 8 4 5§ 7 4 2 1 1 8
KITER LK 1°CP | 2°CP | 32CP

1 1. 6 8 5 0 8 8 4 55 2 6 1.2E-2 | 4.3E-2 | 9.3E-2
2 1. 6 3 7 1 9 8 7 0 5 3 8 2] 43E-3| 4.7E-3 | 2.9E-2
3 1. 6 4 3 7 4 8 4 9 5 2 6 6] 1.3E-3| 1.9E-3 | 4.0E-3
4 1. 6 4 1 3 4 0 8 0 7 6 6 5] 49E-4 | 5.4E-4 | 15E-3
5 1. 6 4 2 0 8 3 2 8 9 1 0 5| 1.8E-4 | 2.1E-4 | 4.5E-4
6 1. 6 4 1 8 0 1 5 8 8 6 5 4] 74E-5] 7.6E-5 | 1.7E-4
7 1. 6 4 1 9 0 7 7 1 3 2 7 7] 3.0eE-5] 3.0E-5] 65E-5
8 1. 6 4 1 8 6 5 2 1 1 5 9 5] 1.2E-5]| 1.2E-5 | 2.6E-5
9 1. 6 4 1 8 8 2 56 0 0 1 0 1]53E-6]| 51E-6] 1.1E-5
10 1. 6 4 1 8 7 5 2 8 4 4 0 6] 23E-6| 2.1E-6 | 4.4E-6
11 1. 6 4 1 8 7 8 3 3 9 6 6 6] 9.8E-7 | 9.2E-7 ] 1.9E-6
12 1. 6 4 1 8 7 7 0 2 7 0 7 8] 43E-7 ] 39E-7 | 8.0E-7
13 1. 6 4 1 8 7 7 56 9 7 1 4 3| 19E-7| 1.86-7 | 35E-7
14 1. 6 4 1 8 7 7 3 4 7 1 3 6| 83E-8]| 7.2E-8 | 15E-7
15 1. 6 4 1 8 7 7 4 57 6 7 1] 40E-8] 38E-8] 6.7E-8
16 1. 6 4 1 8 7 7 4 0 8 4 5 1] 1.56-8| 1.1E-8 | 3.0E-8
17 1. 6 4 1 8 7 7 4 3 0 5 0 4] 9569 | 1.1E-8 | 1.3E-8
18 1. 6 4 1 8 7 7 4 2 0 5 6 8] 3.2E-9| 1.1E-9 ] 6.1E-9
19 1. 6 4 1 8 7 7 4 2 5 0 6 6] 47E-9| 56E-9 [ 2.7E-9
20 1. 6 4 1 8 7 7 4 2 3 0 2 1] 40E-9 ] 3.6E-9 ] 1.2E-9
21 1. 6 4 1 8 7 7 4 2 3 9 5 5| 43E-9| 45€E-9 [5.7E-10
22 1. 6 4 1+ 8 7 7 4 2 3 5 2 71 41E9 ] 41E-9 [2.6E-10
23 1. 6 4 1 8 7 7 4 2 3 7 2 4] 42E-9 | 4.3E-9 |1.2E-10
24 1. 6 4 1 8 7 7 4 2 3 6 3 3] 42E9 | 4.2E-9 |5.5E-11
25 1. 6 4 1 8 7 7 4 2 3 6 7 5] 42E-9 | 4.3E-9 | 2.6E-11
26 1. 6 4 1 8 7 7 4 2 3 6 5 6] 42E-9 ] 42E-9[1.2E-11
27 1. 6 4 1 8 7 7 4 2 3 6 6 5] 42E-9 | 42E-9 |5.5E-12
28 1. 6 4 1 8 7 7 4 2 3 6 6 4.2E-9 | 4.2E-9

29 1. 6 4 1 8 7 7 4 2 3 6 6 2] 42E-9 | 4.2E-9

30 1. 6 4 1 8 7 7 4 2 3 6 6 1] 42E-9| 4.2E-9

O processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira iteragdo com

apenas 1 casa décimal correcta e termina na iterago trinta s6 com 7 casas

décimais correctas.
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Nicleo C — Aproximagéo de Nystrém — 12vp — n =12
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Para n= 12, o processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira

iterag&o com apenas 1 casa décimal correcta e termina na iteragéo trinta sé

com 6 casas décimais correctas.
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Nucleo C — Aproximagdo de Nystrém — 22vp — n= 10

AOO |-0. 2 2 5 7 6 9 2 9 5 264 7
n=10 |- 0. 2 3 6 9 0 8 7 3 9 2 5 8 5 2\2
-0 2 36 9 087 39 252¢8¢5
KITER | - LK 12 CP 22CP | 32CP
1 - 0. 18 4 7 2 06 816 42 6.9E-2 | 4.1E-2 | 2.8E-1
2 - 0. 2 16 9185 3 2 9 2 8 1| 34€E-2] 89E-3 [ 15E-1
3 -0 22 9 913 46 2 3 6 6 3]|]88E3] 41E-3]5.7E-2
4 -0 2 303 96 1 9 8 119 8] 16€E2] 46E-3] 2.1E-3
5 - 0.2 26 75 3973622 9.1E-3 | 9.8E-4 | 1.6E-2
6 - 0.2 2 4 378 48 3 2 6 7 7|135E3]14E-3[ 11E-2
7 - 0.2 2 444903822072 5.5E-3 | 1.3E-3 | 3.1E-4
8 - 0.2 2 5 6 1 4 7 03 6 5 2 9| 32E-3]| 1.56E-4| 5.2E-3
9 - 0.2 26 359 147 7 6 2 3|]17E-3] 59E-4 | 3.3E-3
10 - 0.2 26 25 17 4 9 19 2 9] 23E-3] 48E-4] 4.7E-4
11 -0 2 2 57 6 8 9 010 1 8 9f13E-3] 39E-7] 2.1E-3
12 -0 2 25 49 04 455 4 1 3]91E-4] 28E-4] 12E3
13 -0 2 25 57 28 350 18 2| 11E-3] 2.0E-4] 3.7E-4
14 - 0.2 257 96 9 2 4 2 6 3 8]54E-4] 28E-5] 99E-4
15 - 0.2 259 09 13 109 8 5|]50E-4] 14E-4 [ 5.0E-4
16 -0 2 2 5 8 5 8 4 386 9 9 1]53E-4]84E5] 25E-4
17 - 0.2 2 57 4 2 9 7 2 00 9 4/ 23E-4] 26E-5] 49E-4
18 - 0.2 2 5 6 9 6 6 80518 2.8E-4 | 73E-5 | 2.1E-4
19 -0 2 2 57 3 26 1 4 6 5 7 9| 28E-4]37E5] 1.6E-4
20 - 0.2 2 57 8 89 7 8 3 2 9.6E-5 | 2.0E-5 | 2.5E-4
21 -~ 0.2 2 5 8 07 7 6 4 9 85 9] 16E-4] 3.8E-5[ 83E-5
22 - 0.2 2 57 85 10408 8 6| 15E-4]| 1.6E-5] 1.0E-4
23 - 0.2 2 57 557 7 6 6 7 2 1] 38E-5] 1.4E-5] 1.3E-4
24 - 02 257 486591009 9.2E-5 | 2.1E-5 | 3.2E-5
25 - 0.2 2 5 7 6 2 75 3 2 2 3 2] 77E5] 65E-6| 6.2E-5
26 - 0.2 26577 816 3 9 8 2 8| 1.8E-5] 89E-6| 6.8E-5
27 - 0.2 2 5 7 8 03 9 9 3 08 5|53E5] 11E-5] 9.9E-6
28 -0 2 2 577 17 19 9 08 4] 41E-5] 2.4E-6 | 3.8E-5
29 -0 2 2 57 6 36 0 1 1 3 4 8] 14E-5]5.7E-6 | 3.6E.5
30 - 0.2 2 5 7 6 3 3 009 5 2 5| 3.0E5]6.066] 1.3E-6

O processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira iteragdo sem

nenhuma casa décimal correcta e termina na iteragéo trinta apenas com 5

casas décimais correctas.
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Nicleo C — Aproximag&o de Nystrém — 22vp — n= 12

AlOO |- 0. 2 2 5§ 7 6 9 2 95 26 4 7
n=12 |-0. 2 3 2 0 6 3 1 82 016 3 2\2
-0.2 32 06 31820 6 3
KITER LK 12 CP 22CP | 3°CP
1 - 019519 95 06 2 1 1 1f48E-2] 3.1E-2 ] 1.9E-1
2 - 0.2 2 08 7 5 7 1819 8 2| 18E-2] 49E-3] 1.2E-1
3 -0.2 2 8 6 1281932 3 6.8E-3 | 2.8E-3 | 3.4E-2
4 - 0.2 2 7 8 986 2 17 9 7 6] 71e-3] 2.16-3] 3.1E-3
5 -0 2 2 58 46 104105 5]26E-3]|7.7E-5] 9.1E-3
6 - 0.2 2 5 12 01010 4 2 1} 20E-3] 65E-4] 3.2E-3
7 - 0.2 2 5 4 4009 17 2 5 4] 156-3] 3.3E-4 ] 1.4E-3
8 - 0.2 2 585 382954 3.8E-4 | 8.5E-5 | 1.8E-3
9 - 0.2 2 5 9 4108 47 6 4 8] 63E-4] 1.7E-4 | 3.9E-4
10 -0 2 2 5 8 2 1 8 8 7 3 6 7 7] 39E-4]53E5] 5.3E-4
11 -0 2 2 57 2 38 407 18 7| 11E-4| 45E-5] 4.3E-4
12 -0 2 2 57 226 6 6 3 7 6 7]20E4] 47E-5] 5.2E-6
13 - 0.2 2 57 6 4 7 2 8 3 5 3 8|]097E5] 46E-6] 1.9E-4
14 -0 2 2 57 8 7 9 18 3 09 8|59-5] 19E-5] 1.0E-4
15 -0 2 2 57 8147 135 4 8159E5] 1.2E-5] 29E-5
16 -0 2 2 57 6 7 2 8 11 18 5] 21E-5] 2.0E-6 | 6.3E5
17 -0 2 2 57 6 2 47 6 0 4 9 1| 25E-5] 68E-6] 2.1E-5
18 -0 2 2 57 6 65 09 4 3 7 1] 19E-5] 2.86-6] 1.8E-5
19 - 022 57 7 10 418 2 9 2] 33E-6] 1.7E-6] 2.0E-5
20 - 0.2 2 57 7 16 3 2 4 48 7] 98E-6] 2.3E-6] 2.6E-6
21 -0 2 2 57 6 97 6 5 05 9 2] 58E6]| 47E-7] 8.3E-6
22 - 0.2 257 68 4260109 2.6E-6 | 8.7E-7 | 5.9E-6
23 - 0.2 2 57 6 85 8 9 3 06 1] 35E6] 71E-7 ] 7.2E-7
24 -0 2 2 57 6 9 3 4 47 2 6 7] 15E-6] 49E-8] 3.3E-6
25 -0 2 2 57 6 96 9 2 0 6 8 9] 1.4E-6 | 4.0E-7 | 1.5E-6
26 -0 2 2 57 6 9511505 5] 12E-6] 2.2E-7 | 8.0E-7
27 -0 2 2 57 6 92 3 3 85 4 1] 36E-7]6.1E-8] 1.2E-6
28 -0 2 2 57 6 916 6 45 2 1] 589E-7 [ 1.3E-7 | 3.0E-7
29 -0 2 2 57 6 9 2 6 8 7 2 5 7] 38E-7] 2.76-8| 45E-7
30 - 0.2 257 6 93 6 17 0 2 5] 146-7] 6.6E-8 | 4.1E-7

Para n= 12, o processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira
iterag@o sem nenhuma casa décimal correcta e termina na iteragdo trinta sé

com 6 casas décimais correctas.
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Nucleo C - Aproximagédo de Nystrém — 3°vp — n= 10

A0 |- 0. 6 6 2 8 2 7 07 7 4 51
n=10 |- 0. 6 9 8 4 0 5 0 9 15 3 9 1 5\5
~ 0.6 9 8 4 05 09 15329
KITER LK 12CP | 2°CP | 32CP
1 - 0.6 2 95 7 7 46 4 2 3 8 4] 50E-3]3.3E-2][ 1.1E-1
2 - 0.6 5 9 5 2 3 46 4436 1.7E-3 | 3.3E-3 | 45E-2
3 - 0.6 6 3 8 98 47 225 16| 61E-4] 1.1E-3 | 6.6E-3
4 - 0.6 6 3 2 7 7 8 2 6 8 0 8 1| 78E-5] 45E-4 | 9.4E-4
5 - 0.6 6 2 8 18 3 3 6 9 9 8 9] 72E-5]8.7E-6[ 6.9E-4
6 - 0 6 6 2 7 7 6 2 1 8 8 3 4 7| 17E-5]51E-5] 6.4E-5
7 - 0. 6 6 2 8 1 6 3 5 3 9 4 4 7] 66E-6] 11E-5] 6.1E-5
8 - 0.6 6 2 8 3 09 1 417 2 1] 3.2E-6] 3.9E-6[ 2.2E-5
9 - 0.6 6 2 8 2 9 3 9 42 6 7 1] 49E-7] 2.4E-6] 2.3E-6
10 - 0.6 6 2 8 2 7 08 0 6 8 6 4| 47E-7 | 5.3E-8 | 3.5E-6
11 - 0.6 6 2 8 26 7 0 4 35 1 7] 14E-7] 3.2E-7] 5.7E-7
12 - 0.6 6 2 8 2 6 9 3 7 110 7| 48E-8] 9.1E-8 | 3.5E-7
13 - 0.6 6 2 8 27 05 2 4 6 8 3| 27E-8] 25E-8] 1.7E-7
14 - 0.6 6 2 8 2 7 0 4 7 9 7 3 2| 48E-9] 2.0E-8] 6.8E-9
15 - 0.6 6 2 8 27 0 2 9 2 6 8 8| 42E9] 1.5E9 | 2.8E-8
16 -0 6 6 2 8 27 02 49 8 8 6| 15E-9] 2.8E-9] 65E-9
17 - 0.6 6 2 8 2 7 0 2 6 7 6 7 4]4.2E-10]9.8E-10| 2.7E-9
18 - 0.6 6 2 8 27 02 7 9 2 2 9]12.8E-10]J1.8E-10] 1.7E-9
19 - 0.6 6 2 8 2 7 0 2 7 9 5 0 8|]6.0E-11]2.1E-10] 4.2E-11
20 - 0.6 6 2 8 27 027772 4.1E-11} 2.7E-11] 2.7E-10
21 - 0.6 6 2 8 27 02 7 7 18 7117E-11]2.6E-11]8.0E-11
22 - 0.6 6 28 2 7 0 2 7 7 3 3 5|39E-12]1.2E-11]2.2E-11
23 - 0.6 6 2 8 27 02 77 463 1.2E-12 | 1.9E-11
24 - 0.6 6 2 8 2 7 02 77 47 4 1.6E-12

Na primeira iteragdo ha apenas

1 casa décimal correcta. Mas, na terceira,

consegue-se mais uma e outra na quinta. E obtida uma casa décimal correcta

em cada uma das seguintes iteragdes : quinze, dezoito, vinte e vinte e trés. O

processo termina na iteragdo vinte e quatro com 11 casas décimais correctas.
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Nicleo C — Aproximagdo de Nystrom — 3%2vp — n= 12

AlO0O I-0. 6 6 2 8 2 7 0 7 7 4 5 1
n=12 |~ 0. 6 8 8 6 5§ 4 7 0 4 3 4 7 3 4\4
- 0. 6 88 6 547043 47 3

KITER LK 12CP | 2°CP 32 CP
1 - 0.6 38 2 7 19 17 7 08 2| 31E-3 ] 25E-2] 79E-2
2 - 0. 6 6 1 0 0 48 253 0 2 2] 10E-3] 18E-3 | 3.4E-2
3 - 0.6 6 3 48 7 5 6 2 49 6 1] 27E-4 | 6.6E-4 | 3.7E-3
4 - 0.6 6 3 0 2 23 2 7 5 6 4 2| 46E-5] 2.0E-4 | 7.0E-4
5 - 0.6 6 2 8103 9 7 7 9 1 5]|25E-5] 1.7E-5 | 3.2E-4
6 -~ 0. 6 6 2 808 5 1 29 0 3 5] 41E-6] 19E-5| 28E-6
7 - 0. 6 6 2 8 25 3 3 4 4 6 4 4] 23E-6] 1.7E-6 | 25E-5
8 - 0.6 6 2 8 2 8 4 9 6 5 6 8 3| 64E-7 ] 1.5E-6 | 48E-6
9 - 0.6 6 28 2 7 48 6 3 9 5 1.7E-7 | 4.6E-7 | 1.5E-6
10 - 0. 6 6 2 8 2 6 9 8 4 7 9 9 5] 82E-8] 43E-8| 7.6E-7
11 - 0. 6 6 2 8 2 6 9 9 3 9 5 2 5] 14E-8] 3.4E-8 | 1.4E-8
12 - 0.6 6 2 8 2 7 0 4 8 8 5 0 6] 95E-9] 2.1E-8 | 8.3E-8
13 - 0.6 6 2 8 2 7 0 5 8 5 3 0 6] 67E-9]3.1E-8] 1.5E-8
14 - 0.6 6 2 8 2 7 0 5 4 3 0 7 4] 74E-9] 2.7E-8 | 6.4E-9
15 - 0.6 6 2 8 2 7 0 5 2 3 7 7 7] 69E-9] 25E-8 ] 2.9E-9
16 - 0.6 6 2 8 2 7 05 2 4 8 0 1] 6.6E-9 1 2.5E-8 | 1.5E-10
17 - 0.6 6 2 8 27 0565 2 7 2 5 5| 6.6E-9] 2.5E-8]3.7E-10
18 ~ 0.6 6 2 8 2 7 0 5 2 7 6 2 8] 66E-9 | 2.5E-8 | 5.6E-11
19 - 0.6 6 2 8 2 7 05 2 7 4 1 1] 6.6E-9 ] 2.5E-8 | 3.3E-11
20 - 0.6 6 2 8 2 7 05 2 7 3 2 2] 66E-9] 2.5E-81]1.3E-11
21 - 0.6 6 2 8 2 7 05 2 7 7 3 3] 66E9 ]| 25E-8]|1.2E-12
22 - 0.6 6 2 8 2 7 0 5 2 7 3 4 2| 6.6E-9 | 2.5E-8

23 - 0.6 6 2 8 2 7 0 5 2 7 3 4 4] 6.6E-9 | 2.5E-8

24 - 0.6 6 2 8 2 7 05 2 7 3 4 3| 6.6E-9] 2.5E-8

25 - 0. 6 6 2 8 2 7 0 5 2 7 3 4 2| 6.6E-9 | 2.5E-8

26 - 0.6 6 2 8 2 7 05 2 7 3 4 2| 6.6E-9 ] 2.5E-8

27 - 0.6 6 2 8 2 7 065 2 7 3 4 2] 66E-9| 2.5E-8

28 - 0. 6 6 2 8 2 7 05 2 7 3 4 2| 6.6E-9 ] 2.5E-8

29 - 0. 6 6 2 8 2 7 0 5 2 7 3 4 2] 6.6E-9 | 2.5E-8

30 - 0. 6 6 2 8 2 7 05 2 7 3 4 2| 6.6E-9] 2.5E-8

Para n= 12, o processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira

iteragdo com apenas 1 casa décimal correcta e termina na iteragdo trinta sé

com 7 casas décimais correctas.
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Nicleo D - Aproximagédo de Sloan — 12 vp

AlOO 1. 3 5§ 3 0 3 5 1 6 1 5 4 3
n=10 |7. 3 5 3 6 3 3 8 9 3 8 2 6 1\1
1. 3 53 6 3 3 8 9 3 8 2 6
KITER LK 12CP | 2°CP | 3°CP
1 1. 3 5 3 6 3 3 8 9 4 2 1 3.4E-6 | 6.0E-4 | 2.8E-10
2 1. 3 6§ 3 0 3 56 15 1 7 1 3| 41E-7]1 98E-9 | 4.4E-4
3 1. 3 5 3 0 3 5 4 2 5 5 8 3.1E-9 | 2.6E-7 | 2.0E-7
4 1. 3 5 3 0 3 51 6 1 4 1 3136E-10]1.3E-10} 2.0E-7
5 1. 3 5 3 0 3 5 1+ 6 17 7 6]|35E-12]23E-10}2.7E-10
6 1. 3 5 3 0 3 516 15 4 3 4.5E-13] 1.7E-10
7 1. 3 56 3 0 3 561 6 15 4 3 3.9E-13
A100 |1. 3 5§ 3 0 3 5 1 1.5 4 3
n=12 |7. 3 5 3 4 3 4 3 9 3 8 3 5 1\1
1. 3 5§ 3 4 3 43 9 3 8 3
KITER LK 12CP | 2°CP | 3 CP
1 1. 3 5 3 4 3 4 3 9 4 3 3 4| 23E-6| 4.0E-4 |3.7E-10
2 1. 3 56 3 0 3 615 7 0 2 7] 18E-7] 45E-9 | 3.0E-4
3 1. 3 56 3 0 3 6 2 7 8 9 4 8| 1.4E9 | 1.2E-7 | 9.0E-8
4 1. 3 5 3 0 3 51 6 15 0 4j11E-10|/3.9E-11| 8.7E-8
5 1. 3 5 3 0 3 51 6 1+ 6 1 211.0E-12|6.9E-11]8.0E-11
6 1.3 5 3 0 3 516 1 5 4 3 2.4E-13 | 5.1E-11
7 1. 3 5 3 0 3 516 15 43 7.8E-14

Querpara n= 10 querpara n= 12, 0 processo foi muito rapido.Parte da
primeira iteragdo com 3 casas décimais correctas e termina na iteragdo sete

com 12 casas décimais correctas.
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Nucleo D — Aproximagao de Sloan - 22 vp

Al00 0. 1 0 5§ 9 8 3 5§ 5 9 8 7 5 4
n=10 10. 1 0 6 0 2 2 0 9 8 8 5 6 4 2\2
0. 1 0 6 022 09 8 85 6 4
KITER LK 12CP | 2°CP | 3°CP
1 0. 1 0 6 0 2 2 09 8 9 9 5 4| 38E-3 | 39E-5 1 1.3E-9
2 0.1 05 98 35 7 009 9 3 9]23E5] 11E-8 | 3.6E-4
3 0.1 05 9 8 3 7 03 6 8 0 9| 24E-5] 14E-7 | 13E-6
4 0.1 05 9 83 559 12 0 5| 29E-7|75E-10]| 1.4E-6
5 0.1 0 5 9 835 6 08 2 2 9| 16E-7 |9.5E-10| 1.6E-8
6 0. 1 0 5 9 83 55 9 8 6 4 6| 3.0E-9]1.1E-11]| 9.0E-Q
7 0.1 059 83 55 9 8 8 2 1.1E-9 | 6.6E-12]| 1.6E-10
8 0.1 0 5 9 8 3 559 87 5 3|28E-11 6.3E-11
9 0.1 059 8 3 55 9 8 7 5 4]|82E-12 1.5E-12
AlO0O 10. 1 0 5 9 8 3 5 5 9 8 7 5 4
n=12 0. 1 0 6 0 0 9 5 8 4 8 4 4 9 2\2
0. 1 0 6 00 958 48 4 49
KITER LK 12CP | 2¢CP | 3°CP
1 0.1 0 6 0 09 5 8 4 9 2 4 8| 25E-3 | 2.6E-5]7.5E-10
2 0.1 059 8 35 6 4 7 43 1] 10E-5] 49E-9 | 2.5E-4
3 0.1 0 59 8 36 25 16 8 4] 11E-5| 65E-8 | 5.7E-7
4 0.1 0 5 9 8 3 5 5 9 6 45 7| 87E-8|23E-10} 6.2E-7
5 0. 1 059 8 3 5 6 0 16 2 3| 48E-8 |29E-10] 49E-9
6 0.1 0 5 9 8 3 55 9 8 7 3 2|59E-10j22E-12] 2.7E-9
7 0.1 0 59 8 3 55 9 8 7 6 7]|22E-10 3.3E-11
8 0.1 0 5 9 8 3 55 9 8 7 5 4]3.7E-12 1.3E-11
9 0.1 059 835 59 187 2.1E-13

Querpara n=10 querpara n= 12,0 processo foi muito rapido.Parte da
primeira iteragdo com 2 casas décimais correctas e termina na iteragdo nove

com 13 casas décimais correctas.
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Nicleo D — Aproximagéo de Sloan — 32vp — n=10

Al10010. 0 0 3 5 6 7 5 9 37 0 47 8
n=1010. 0 0 3 5 6 0 8 01 8 48 1 9] 3\3
0. 0 0 3 5 6 0 8 01 8 48 17
KITER 12CP | 22CP | 32 CP

2.4E-213.2E-7 | 5.4E-9
4.6E-3 |3.1E-10] 9.0E-5
5.4E-311.4E-7]|4.0E-5
1.7E-3 ] 2.5E-8 | 4.7E-5
1.3E-3 | 3.0E-8] 1.6E-5
5.2E-419.7E-9| 1.1E-5
3.1E-417.0E-Q | 4.7E-6
1.5E-4]12.9E-9] 2.8E-6
79E-5|{1.7E-9]1.3E-6
3.9E-5 |8.0E-10} 7.1E-7
2.1E-5 |4.4E-10] 3.5E-7
1.0E-5 |2.2E-10} 1.8E-7
5.4E-6 |1.1E-10] 9.3E-8
2.7E-6 |5.7E-11] 4.8E-8
1.4E-6 |3.0E-11] 2.4E-8
7.2E-7|1.5E-11] 1.3E-8
3.7E-7 |7.8E-12] 6.4E-9
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WWW[WIWW][WWWIW[WWIWIWWWWWIW][WIWIWWW W W]W]|W|W]wW
ajjojonjnjaijanjonjanjonjfaorjonjnjonjonjonjonjnjanjanjoijonjarjoijonjonjorjonfoijn
[e21 (23 {21 {2 (o] Re )R [er ] Kerd [or] o] Lerd [ord Ko d Lo o] Kord Koot Kepd Hen] Ko R Kord Repd o0 Hor Ko g Lar] Kep] (o] [or] [o)] [ o))
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olololele]e|e|elelelelelelelelelelelelelelelololololololole
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oy anjonjonjaonjonjanjonjonianjonjanjonjnfonjanjonjonjanjoniosjan| o jonjorjnojosj—=ifonjoo
O OO ]O]W]O IO O[O OO OO |OOIOIOIO][OOIN|N|NO[O]HIMO]|O
WiWlWWWWWW|Wwlwlww|WWw Wi O] ]JOIN|RINOIN
SNININININININININO N ][O N[O O | A IO LN O N NN o
OIO|O|O|OJO|O|OIO|O]|+|R]AININOINIOI|N|WIA|OIO|O|O N[O |W
Hlplais|sldinjwiNjOialaiN[OOO | IN]W|O|O|Wl—=N ]| |M]W
|||l ]a]aibslal—iWIN]AIWIN|O[OAER]ONOIO|ONO|O|W] N0 ] -

R N I L D L L L L L D Py Dy [y [y oy B Y G Y Y
= 3 N E N O S S = O O B Y e N 1 ) Y =) it B i o o bt

1.9E-7 3.3E-9
9.6E-8 1.7E-9
4.9E-8 8.6E-10
2.5E-8 4.4E-10
1.3E-8 2.2E-10
6.6E-9 1.1E-10
9 ]13.3E-9 5.9E-11
311.7E-9 3.0E-11
7 18.7E-10 1.5E-11
9 |4.5E-10 7.8E-12
3 {2.2E-10
6 |1.2E-10
5.7E-11

Na primeira iteragdo ha 5 casas décimais correctas. Logo na segunda
iteragdo conseguem-se mais quatro. Mas na terceira h4 apenas 6 . E obtida
uma casa décimal correcta nas iteragées quatro, sete, doze, quinze, dezoito,
vinte e dois e vinte e cinco. O processo termina na iteragao trinta com 13

casas décimais correctas.
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Nicleo D — Aproximagdo de Sloan — 32vp — n=12

A10010. 0 0 3 5§ 6 0 7 5 9 3 7 0 4 7 &8
n=1210. 0 0 3 5 6 1 2 0 2 0 0 9 7 7 4] 33
0. 0 03 56 1 202009 773

KITER LK 1°CP | 22CP | 32 CP
1 10. 0 0 3 56 1 2 0 19 9 4 8 2 9]11.6E-2|4.4E-7|4.2E-9
2 |]0. 0 0 35 6 07 59 3009 3 0 8|20E-3]6.1E-1111.2E-4
3 ]0. 0 0 356 07 18 6 8 15 7 3|123E-3]41E-8]1.1E-5
4 ]0. 0 0 3 56 07 6 4 2 9 6 1 2 3]|50E-4]/49E-9]113E-5
5§ 10. 0 0 3 5 6 0 7 5 3 8 2 8 7 1 3|3.3E-4/55E-9]209E-6
6 10. 0 0 3 56 07 6 05 9 0 1 8 6]96E-5]1.2E-9]1.9E-6
7 |0. 0 0 35 6 07 585 8 1 6 6 8|49E-5]7.9E-10]5.6E-7
8 ]10. 0 0 3 56 07 5 9 6 0 4 2 4 9]11.7E-5]2.3E-10]2.9E-7
9 |0. 0 0356 07 59 25 141 6|7.7E-6{1.2E-10/9.9E-8
10 |0. 0 0 3 56 6 0 7 5 9 4 1 1 5 2 4|129E-6{4.1E-11|]4.5E-8
11 |0. 0 0 3 6 6 0 7 5 9 3 5 1 8 5 3|12E-6{1GE-11]1.7E-8
12 10. 0 0 3 5 6 0 7 5 9 3 7 7 4 1 6148E-7|6.9E-12|7.2E-9
13 |0. 0 0 3 5 6 0 7 5 9 3 6 7 5 0 7}20E-7 2.8E-9
14 |10. 0 0 3 5 6 0 7 5 9 3 7 1 6 2 9178E-8 1.2E-9
156 ]|0. 0 0 3 5 6 0 7 5 9 3 6 9 9 9 913.2E-8 4.6E-10
16 |10. 0 0 3 56 6 0 7 5 9 3 7 0 6 6 7113E-8 1.9E-10
17 |0. 0 0 3 5 6 0 7 5 9 3 7 0 4 0 1152E9 7.5E-11
18 |0. 0 0 3 5§ 6 0 7 5 9 3 7 0 5 0 9i21E-9 3.0E-11
19 |10. 0 0 3 5 6 0 7 5 9 3 7 0 4 6 6]8.4E-10 1.2E-11
20 10. 0 0 3 5 6 0 7 5 9 3 7 0 4 8 31I3.4E-10 5.0E-12
21 10. 0 0 3 5 6 0 7 5 9 3 7 0 4 7 6]1.4E-10

22 10. 0 0 3 5 6 0 7 5 9 3 7 0 4 7 9I5.7E-11

23 |0. 0 0 3 5 6 0 7 5 9 3 7 0 4 7 8I21E-11

24 10. 0 0 3 5 6 0 7 5 9 3 7 0 4 7 8|1.0E-11

25 j0. 0 0 3 5 6 0 7 5 9 3 7 0 4 7 8]J2.2E-12

Para n = 12, na primeira iteragdo ha 5 casas décimais correctas. Logo na
segunda iteragdo conseguem-se outras cinco. Mas na terceira ha apenas 7. E
obtida uma casa décimal correcta nas iteragbes cinco, oito, onze, doze,
dezasseis, dezassete, vinte e um e vinte e trés. O processo termina na iteragéo

trinta com 15 casas décimais correctas.

161



Nicleo E - Aproximagéo de Nystrom = 1°vp = n=10

Tedricol0. 17 0 1 3 2 1 1 8 3 6 4 2 3
AlOO |0. 1 0 1 3 2 9 6 8 6 6 0 4 2
n=10 0. 17 0 2 3 5§ 6 2 8 8 5 1 0 9 2\4
0. 1 02 3 562885109
0. 1 0 2 3 56 2 8 8 5 1 09 13
0. 1 0 2 3562885 109
KITER LK 12CP | 2°CP | 32 CP
1 0.1 0 0 3 15 6 8 0 4 0 9 7| 35E5] 10E-3 | 20E-2
2 0.1t 01 307 2017 8 7 1.4E-5 | 2.2E-5 | 9.8E-3
3 0.1 01t 339008 9 3 7 9] 11E-6] 9.3E-6 ] 3.1E-4
4 0.1 01 3 304 2 6 15 5 9] 23E-7]| 74E-7 | 85E-5
5 0.1 01 3 295 3 46 8 9 7| 37E-8] 15E-7 | 8.8E-6
6 0.1 01 3 2 9 6 6 2 4 6 1 1] 38E-9| 2.4E-8 | 13E-6
7 0.1 01 3 29 6 8 9 1 6 1 7] 12E9 ] 2.6E-9 | 2.6E-7
8 0.1 0 1 3 2 9 6 8 7 3 7 7 7144E-1117.7E-10] 1.8E-8
9 0.1 01 3 2 9 6 8 6 5 7 4 4]3.7E-11]3.0E-11}| 79E-9
10 0.1 01 3 29 6 8 6 5 8 0 2]|72E-13]12.4E-11]5.8E-11
11 0.1 01 3 2 9 6 86 6 0 3 8 4.3E-13] 2.3E-10
12 0.1 01 3 29 6 86 6 0409 1.1E-11
13 0.1 01 3 29 6 8 6 6 0 43 6.5E-12
14 0.1 01 3 29 6 8 6 6 0 4 2

Na primeira iteragdo h& apenas 2 casas décimais correctas. Mas logo na
segunda conseguem-se mais duas. E obtida uma casa décimal correcta nas
iteragbes cinco, seis, sete, nove, onze e doze. O processo termina na iteragéo

quatorze com 13 casas décimais correctas.
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Nicleo E — Aproximagao de Nystrém — 19vp = n =12

Teéricoj0. 1 0 1 3 2 1 1 8 3 6 4 2 3
A00 0. 1 0 1 3 2 9 6 8 6 6 0 4 2
n=12 10. 1 0 2 0 1 2 7 0 6 7 7 4 2 1\2
0. 1. 0 2 01 27 06 7 7 42
0. 1. 0 2 0 1 27 06 77 42 1\2
0.1 0 2 01 27 06 77 42
KITER LK 12CP | 22CP | 3¢°CP
1 0.1 0 0 6 562 3 01 3 7 3 4] 16E-5| 6.8E-4 ] 14E-2
2 0.1 01 3 1 9 6 00 6 5 7 7] 65E-6] 1.0E-5| 6.6E-3
3 0. 1 0 1 3 3 3 9 6 6 9 5 6 1] 34E-7 | 43E-6 | 1.4E-4
4 0.1 0 1 3 2 9 9 116 9 3 4| 76E-8| 2.3E-7 | 4.0E-5
5 0.1 01 3 296 3 6 455 7.7E-9 | 5.0E-8 | 2.7E-6
6 0.1 01 3 29 6 8 155 4 2] 10E9 1 51E-9 | 45E-7
7 0.1 0 1 3 29 6 87 2 6 7 7|17E-10|6.6E-10| 5.6E-8
8 0.1 01 3 296 8 6 7 1 7 1]112E-11|11E-10} 5.4E-9
9 0. 1 01 3 29 6 8 6 5 9 5 9|38E-12|84E-12] 1.2E-9
10 0.1 01 3 296 86 6 01 7 5.8E-11
11 0.1 01 3 2 9 6 86 6 0 4 3 2.5E-11
12 0.1 01 3 296 86 6 0 4 3 2.0E-13
13 0.1 01 3 29 6 86 6 04 2

Para n= 12, na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas.
Mas logo na segunda conseguem-se mais duas. E obtida uma ou duas casas
décimais correctas nas iteragbes quatro, cinco, seis, oito, dez e onze. O

processo termina na iteragdo treze com 13 casas décimais correctas.
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Nucleo E — Aproximagdo de Nystrém — 2°vp — n =10

Tebricolo. 0 1 1 2 5 7 9 0 9 2 9 3 5 9
AlO0 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 5 6 8 1 6 5
n=10 |0. 0 1 2 3 4 5§ 6 7 9 0 1 2 3 4 5\6
0. 0 1 2 3 4 56§66 7 9 01235
0. 0 1 2 3 4 56 7 9 0123 4 5\6

0. 0 1 2 3 4 5§66 7 9 01 2 3¢5
KITER LK 12CP | 22CP | 32 CP
1 0. 0 1 0 3 05 07 09 11 1 3| 29E-4] 9.6E-4 | 2.0E-1
2 0. 01 1 086 7 4186 56 4.1E-5 | 1.8E-4 | 7.1E-2
3 0. 01 1 2 9 3 5 06 5 7 5 5 4] 52E-5] 27E-5| 18E-2
4 0. 011 2 9 8 8 8 2 41 0 7 7| 13E-5] 3.2E-5| 48E-4
5 0. 01 1 27 4 2 005 0 1 9 4] 44E-6 ] 7.8E-6 | 2.2E-3
6 0. 01 1 2 6 3 53 2 9 2 2 3 1] 45E-6] 29E-6 | 9.5E-4
7 0. 01 1 2 6 3 6 4 4 0 4 8 8 7]|097E-7] 28E-6]| 99E-6
8 0. 01 1+ 2 6 5 8 4 2 2 6 4 3 1| 58E-7] 57E-7 | 2.0E-4
9 0. 01 1 2 6 6 7 8 8 3 2 7 8 7| 49E-7 | 3.7E-7 | 8B.4E-5
10 0. 0 1 1 2 6 6 7 1 7 8 2 6 6 2| 84E-8 | 3.0E-7 ]| 6.3E-6
11 0. 01 1 2 6 6 4 6 3 6 6 3 6 7| 82E-8] 48E-8 | 2.3E-5
12 0. 01 1 2 6 6 3 6 2 9 65 7 5 5| 60E-8] 53E-8] 89E-6
13 0. 0 1 1 2 6 6 3 7 8 8 4 4 6 7| 71E-9 ] 3.7E-8 | 1.4E-6
14 0. 0 1 1+ 2 6 6 4 1 1 8 7 7 5 3| 12E-8] 3.8E-9 | 29E-6
15 0. 0 1t 1 2 6 6 4 2 3 5 207 7.8E-9 1 7.8E-9 | 1.0E-6
16 0. 01 1 2 6 6 4 2 0 45 1 2 6|45E-10] 48E-9 | 2.7E-7
17 0. 01 1 2 6 6 4 15 8 7 6 6 1| 19E-9]1.9E-10] 4.1E-7
18 0. 011 2 6 6 41 4 48 1 0 8] 10E9] 1.2E-9 | 1.2E-7
19 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 50 4 2 9 9]3.4E-11]6.4E-10] 5.0E-8
20 0. 01 1 2 6 6 4 15 7 0 0 8 3|3.0E-10] 1.9E-11]| 5.8E-8
21 0. 01 1 2 6 6 4 165 8 6 8 9 5|14E-10]1.9E-10]| 1.5E-8
22 0. 0 1 1 2 6 6 4 15 7 6 8 6 5]13E-11]8.7E-11| 89E-9
23 0. 0 11 2 6 6 415 6 7 1 8 5/47E-11]9.8E-12] 8.6E-9
24 0. 011 2 6 6 4 15 6 5 2 1 2.0E-11 1.8E-9
25 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 5 6 6 9 7 5]|3.7E-12 1.6E-8
26 0. 01 1 2 6 6 415 68 419 1.3E-9
27 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 5 6 8 6 35 1.9E-10
28 0. 01 1 2 6 6 415 6 8 3 2 8 2.7E-10
29 0. 011 26 6 415 68 111 1.9E-10
30 0. 01 1 2 6 6 415 618009 1.8E-11

Na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas. Mas logo na
segunda e terceira iteragdes conseguem-se mais duas. E obtida uma casa
décimal correcta nas iteragbes seis, nove, onze, doze, quatorze, quinze,
dezassete, vinte e trés e vinte e seis. O processo termina na iteragéo trinta com

11 casas décimais correctas.
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Nucleo E — Aproximagdo de Nystrém — 2°vp — n= 12

Tedricol0. 0 1 1 2 5§ 7 9 0 9 2 9 3 5 9
Al00 |0. 0 1 1 2 6 6 4 1 5 6 8 1 6 &5
n=12 0. 0 1 1 9 7 2 6 4 9 3 3 7 1 6 4\6
0. 0 1 1 9 7 2 6 49 3 37 16
0. 0 1 1 9 7 26 4 9 3 3 7 1 6 427

0. 0 1 1 9 7 2 6 49 3 3 7 16
KITER LK 1°2CP | 2¢CP | 3°CP
1 0. 0 1 0 61 2 2 4 3 9 3 6 3 5) 13E-4] 65E-4] 1.3E-1
2 0. 0 11 18 25 03 35 1 1 7] 30E5]84E-5] 5.1E-2
3 0. 0 1 1 2 8 6 75 9 4 2 6 3 41 19E-5] 2.0E-5] 9.2E-3
4 0. 0 1 1 2 7 8 7 05 4 2 4 4 1] 15E-6] 1.2E-5 ]| 7.1E-4
5 0. 01 1 2 6 7 3 1 6 1 3 5 8 9] 20E-6] S.0E-7 | 1.0E-3
6 0. 0 1 1 2 6 5 09 2 2 4 4 4 3] 78E-7] 13E-6] 2.0E-4
7 0. 01 1 2 6 59 08 6 9 6 3 3] 63E-8]5.1E-7 | 7.2E-5

8 0. 01 1 2 6 6 4 6 2 2 3 8 1 41 14E-7 ] 4.7E-8 | 49E-5 |

9 0. 0 1 1 2 6 6 50 9 2 4 1 0 6] 34E-8] 9.4E-8 | 4.2E-6
10 0. 01t 1 26 6 43 7 19 009 1.3E-8 | 2.2E-8 | 6.4E-6
11 0. 0 1 1 2 6 6 4 0 6 7 8 2 1 2| 1.0E-8 ] 89E-9 | 2.7E-6
12 0. 0 1 1 2 6 6 4 0 9 1 3 4 8 6|9.4E-10) 6.5E-9 | 2.1E-7
13 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 5 1 2 8 0 7] 1.5E-9 |5.5E-10] 53E-7
14 0. 0 1 1 2 6 6 416 6 7 2 1 5|6.6E-10]9.9E-10] 1.4E-7
15 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 6 1 0 8 1 4|55E-11]143E-10| 5.0E-8
16 0. 01 1 2 6 6 415 6 4 05 5|14E-1014.1E-11] 4.2E-8
17 0. 0 1 1 2 6 6 4 1 5 5 8 8 4 8]|3.7E-11]9.3E-11] 4.6E-9
18 0. 0 1 1 2 6 6 4 15 6 5 8 1 7]14E-11]23E-11] 6.2E-9
19 0. 01 1 2 6 6 4 15 6 9 1 4 6]12E-11]9.86-12] 3.0E-9
20 0. 01 1 2 6 6 415 6 8 9 4 7]13E-12 1.8E-10
21 0. 011 2 6 6 415 6 8 2 42 6.3E-10
22 0. 011 2 6 6 415 680309 1.8E-10
23 0. 01t 1 2 6 6 415 6 8 108 6.0E-11
24 0. 011 2 6 6 415 6 8171 5.6E-11
25 0. 0 1t 1 2 6 6 415 6 8 179 7.3E-12

Para

n= 12, na primeira iteragdo ha 3 casas décimais correctas. Séo

obtidas uma ou duas casas décimais correctas nas iteragées trés, cinco, oito,

treze, quatorze, dezasseis, vinte e vinte e trés. O processo termina na iteragéo

vinte e cinco com 12 casas décimais correctas.
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Nucleo E — Aproximagéo de Nystrébm — 3°vp — n=10

Teéricoj0. 0 0 4 0 5 2 8 4 7 3 4 5 6 9 3
Al00 |10. 0 0 4 0 6 1 3 6 0 56 9 2 7 1
n=1010. 0 0 5§ 2 5 9 5 3 1 4 56 3 8 3 21 7\9
0. 0 0 5§ 2 5 9 5§ 31 45 3 8 3 2
0. 0 0 6 2 5§ 9 5 31 45 3 83 2] 79

0. 0 0 56 2 5 9 5631 45 3 832
KITER LK 1°CP | 22 CP | 32 CP
1 0. 0 0 3 2189 2 3 35 2 6 1 8154E-4/8.4E-4]6.3E-1
2 0. 0 0 367 9 08 4806 40 8117E-4/3.86-411.3E-1
3 0. 00395 9 6 3 7 38047 3.9E-5|1.0E-4}7.1E-2
4 0. 0 0 40 9180 414 3 3 1 4198E-5]3.0E-5]13.2E-2
5 0. 0 0 41 2 47 6 3 06 608 7.5E-516.3E-5 ]| 8.0E-3
6 0. 0 0 41 07 7 13 7 4 6 0 7 5129E-5|46E-5]4.2E-3
7 0. 0 0 4 0 7 7 7 8 2 47 8 6 4 317.2E-6]1.6E-5]7.3E-3
8 0. 0 0 4055 58 439 7 0 1 7121E-5|5.8E-6]5.5E-3
9 0. 0 0 40 47 19 2 3 2 13 7 9119E-5114E-5]12.1E-3
10 0. 0 0 4 0 4 9 5 8 1 1 8 1 4 7 1]185E-6|1.2E-5]59E-4
11 0. 0 0 4 0 5 6 4 9 1 2 8 9 1 4 3|1.7E-6|49E-6]1.7E-3
12 |0. 0 0 4 0 6 2 6 2 8 7 0 7 5 9 216.2E-6|1.3E-6] 1.5E-3
13 0. 0 0 4 0 6 5 4 8 1 1 1 2 8 0 2]|6.1E-6|/4.1E-6|7.0E-4
14 0. 0 0 4 0 6 5 1 4 8 5 1 7 9 4 3.1E-6 | 3.8E-6 | 8.2E-5
15 0. 0 0 4 0 6 3 1 4 3 8 8 5 1 0 4|43E-7|18E-6]4.9E-4
16 J0. 0 0 4 0 6 1 1 0 7 1 1 5 7 0 9]2.0E-6|/25E-7]5.0E-4
17 0. 0 0 4 0 6 0 0 1 1 3 0 3 9 9 B8]2.2E-6|1.3E-6}2.7E-4
18 0. 0 0 4 0 5 9 9 9 5 6 6 2 7 9 5]12E-6|1.4E-6]3.9E-6
19 10. 0 0 4 0 6 0 6 4 0 0 7 9 2 4 3]1.3E-7|7.2E-7}1.6E-4
20 j0. 0 0 4 0 6 1 3 8 1 5 9 4 3 3 7]69E-7|2.1E-8]1.8E-4
21 0. 0 0 4 0 6 1 8 3 0 7 9 2 5 0 7]83E-7|4.7E-7]1.1E-4
22 10. 0 0 4 0 6 1 8 8 5 2 8 6 0 2 5.2E-7|5.2E-7]11.3E-5
23 10. 0 0 4 0 6 1 6 6 7 55 9 5 9 7|74E-8]3.1E-7]5.4E-5
24 10. 0 0 4 0 6 1 3 8 2 6 8 0 6 9 1]|25E-7]|2.2E-8]7.0E-5
25 0. 0 0 4 0 6 1 1 9 1 83 1 3 1 8 6|3.3E-7]1.7E-7]4.7E-5
26 |0. 0 0 4 0 6 1 1 5 0 6 9 6 8 6 4]|23E-7]2.1E-7}1.0E-5
27 0. 0 0 4 0 6 1 2 2 5 6 5 2 3 9 8|50E-8]1.3E-7/1.8E-5
28 |0. 0 0 4 0 6 1 3 3 8 7 9 4 7 3 1]|8.8E-8]2.2E-8]2.8E-5
29 10. 0 0 4 0 6 1+ 4 2 2 3 3 1 9 9 7|13E-7]6.2E-8]2.1E-5
30 J0. 0 0 4 0 6 1 4 4 6 7 2 1 6 7 8|1.0E-7]8.6E-8]6.0E-6

Oo processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira iteragdo com
apenas 2 casas décimais correctas e termina na iterag&o trinta sé com 6

casas décimais correctas.
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Nucleo E — Aproximagdo de Nystrém — 3%°vp — n =12

Teoricol0. 0 0 4 0 5 2 8 4 7 3 4 5 6 9 3
Al00 10. 0 0 4 0 6 1 3 6 0 5§ 9 2 7 1
n=1210. 0 0 4 8 1 7 8 8 8 4 1 5 6 & 7\8
0. 0 0 481 7 8 88 4156 5
0. 0 0 4817 8 8 8 4 156 5 6\8

0. 0 0 481 7 8 88 4156 5
KITER LK 12CP | 22 CP | 32 CP
1 0. 0 0 3 457 48 3 01 48 4 1]29E-4]6.0E-4]3.9E-1
2 0. 0 0 3 86 447 2 16 3 6 3 6]26E-5]2.0E-4}1.1E-1
3 0. 0 0 4047 6 58 8 4 8 9 0 5]52E-5|11.4E-5]4.5E-2
4 0. 0 0409 6146 989 04 4.1E-5|3.5E-5} 1.2E-2
5 0. 0 0 4 0 87 345 17 9 3 1 211.2E-5|2.6E-5]2.2E-3
6 0. 0 0 40 6 83 46 16 4 7 2 5|53E-6/7.0E-6]4.7E-3
7 0. 0 0 405 7 58 16 3 9 3 2 7|81E-6]3.86E-6]2.7E-3
8 0. 0 0O 405 6 07 7 56 5 40 6/41E-615.3E-6]3.7E-4
9 0. 0 0 405 8 8 0 7 8 4 15 0 9124E-7|2.6E-6|6.7E-4
10 ]0. 0 0 4 0 6 1 4 6 9 0 8 8 6 5 1.7E-6 | 1.1E-7 | 6.6E-4
11 0. 0 0 4 0 6 2 4 7 5 1 3 6 9 7 3|13E-6}1.1E-6]2.5E-4
12 0. 0 0 4 0 6 2 1 9 5 6 6 4 4 5 1]3.4E-7]8.4E-7]6.9E-5
13 ]10. 0 0 4 0 6 1 5 5 6 0 3 7 9 8 5]29E-7[12.0E-7|1.6E-4
14 |10. 0 0 4 0 6 1+ 1 5 8 6 7 9 6 9 6]|3.9E-7|2.0E-7]9.8E-5
i5 j0. 0 0 4 0 6 1 1 1 1 2 2 3 5 8 7|19E-7}25E-7]1.2E-5
16 ]0. 0 0 4 0 6 1+ 2 4 6 1 4 7 0 7 5123E-8]1.1E-7]13.3E-5
17 10. 0 0 4 0 6 1 3 7 8 2 3 2 3 6 8]10E-7/18E-8]3.3E-5
18 |0. 0 0 4 0 6 1 4 2 7 0 2 5 1 0 8|75E-8|6.6E-8]1.2E-5
19 J0. 0 0 4 0 6 1 4 0 7 7 3 4 5 9 1]1.6E-B|4.7E-8]4.7E-6
20 |0. 0 0 4 0 6 1 3 6 9 3 0 5 9 6 712.1E-8|8.7E-9]9.5E-6
21 _]0. 0 0 4 0 6 1 3 4 5 9 9 0 7 8 Bj2.6E-8|1.5E-8]5.7E-6
22 10. 0 0 4 0 6 1 3 4 4 2 3 9 0 6 5114E-8|1.6E-8]4.3E-7
23 |0. 0 0 4 0 6 1 3 5 3 6 7 1 9 0 1]12.4E-9|69E-9]2.3E-6
24 10. 0 0 4 0 6 1 3 6 2 4 8 0 2 4 3]|75E-9]|19E-9]2.2E-6
25 0. 0 0 4 0 6 1 3 6 5 4 8 7 6 5 5.2E-914.9E-917.4E-7
26 ]0. 0 0 4 0 6 1 3 6 3 8 5 2 4 9 618.6E-10/3.3E-9]4.0E-7
27 10. 0 0 4 0 6 1 3 6 1 0 1 9 6 2 511.8E-9|4.3E-10]7.0E-7
28 |0. 0 0 4 0 6 1 3 56 9 3 8 4 9 0 7119E-9|1.2E-9]4.0E-7
29 10. 0 0 4 0 6 1 3 5 9 3 5 2 3 4 6[8.0E-10]1.2E-9]8.0E-9
30 j0. 0 0 4 0 6 1 3 6 0 1 1 6 2 2 B8|2.6E-10/4.8E-10] 1.9E-7

Para n= 12, o processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira
iterag@o com apenas 2 casas décimais correctas e termina na iteragao trinta

s6 com 7 casas décimais correctas.
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Nicleo E — Aproximagéo de Sloan — 12vp —= n=10

Teéricol0. 1 0 1 3 2 1 1 8 3 6 4 2 3
AlOO 0. 1 0 1 3 1 2 6 8 1 5 3 6 7
n=10 0. 1 0 0 2 9 8 6 7 5 3 4 2 2 1\2
0. 1 0 02 9 86 7 5 3 4 2 2
0. 1 0 02 9 8 6 7 5 3 4 2 2 1\2
0. 1 0 02 9 8 6 7 5 3 4 2 2
KITER LK 12CP | 2°CP | 32CP
1 0.1 0 02 9 8 6 7 5 3 4 2 2| 39E-6 | 1.0E-3 |8.0E-15
2 0.1 01 3 10565 3 7 6 40 6| 15E5] 21E-6 | 1.0E-2
3 0.1 01 3229 05004 2.6E-7 | 1.0E-5 | 1.2E-4
4 0.1 0 1 3 1 2 8 49 8 0 6 6] 3.06-7 ] 1.7E-7 | 9.9E-5
5 0.1 01 3 12 4 7 7 3 9 6 91 11E-8 1 2.0E-7 | 3.7E-6
6 0.1 01 3 1 2 6 7 4 1 6 7 6] 74E9 | 7.4E-9 | 19E-6
7 0.1 01 3 1 2 6 8 6 5 6 5 2]45E-10] 5.0E-9 | 1.2E-7
8 0.1 01 3126 818 3 1 2]|20E-10]29E-10] 4.7E-8
9 0.1 01 3126 8 1 4 1.7E-11] 1.4E-10| 4.3E-9
10 0.1 01 3 12 6 815 2 5 3|58E-12]1.1E-11] 1.2E-9
11 0.1 01 312 6 815 406 3.9E-12] 1.5E-10
12 0.1 01 3 12 6 815 7 3 1 3.4E-11
13 0.1 01 3 1 26 815 3 6 6 5.5E-12

O processo foi muito rapido. Parte da primeira iteragdo com apenas 2 casas
décimais correctas e termina na iteragdo treze com 12 casas décimais

correctas.
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Nicleo E — Aproximagdo de Sloan — 12vp = n= 12

Teoricol0. 1 0 1 3 2 1 1 8 3 6 4 2 3
AOO 0. 1 0 1 3 1 2 6 8153 6 7
n=12 0. 1 0 0 6 3 5§ 2 9 6 3 0 &5 9 1\2
0. 1 0 0 6 3 529 6 3059
0. 1 0 06 3 52 9 6 3 0 5389 1\2
0. 1 0 0 6 3 52 9 6 3 059
KITER LK 1°CP | 2°CP | 32CP
1 0.1 0 0 6 3 562 9 6 3 05 9| 17E-6| 6.8E-4 | 1.9E-14
2 0.1 01 3 117 29 016 6.8E-6 | 9.5E-7 | 6.7E-3
3 0.1 01 3 17 2 3 2 8 3 6 7| 79E-8] 46E-6 | 54E-5
4 0.1 01 3 12 7 3 1 3 8 4 7| 9.1E-8 | 5.0E-8 | 44E-5
5 0.1 01312 6 2 07 7 3 7]23E9]61E-8 | 1.1E-6
6 0.1 01 3 126 8008 0 2| 15EQ9 | 1.5E-9 | 59E-7
7 0.1 01 31 26 825 42 6.0E-11] 1.0E-Q | 2.4E-8
8 0.1 01 3 126 8 15 7 5 6|28E-11]39E-11} 9.5E-9
9 0.1 01 31 26 8 15 18 2|]15E-12]11.8E-11]5.7E-10
10 0.1 01 31 286 8153157 1.0E-12] 1.7E-10
11 0. 1 01 3 12 6 8 15 3 7 1 1.4E-11
12 0.1 01t 3126 8 15 367 3.3E-12

Para n= 12, o processo foi muito rapido. Parte da primeira iteragdo com
apenas 2 casas décimais correctas e termina na iteragdo doze com 13 casas

décimais correctas.
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Nicleo E — Aproximagéo de Sloan — 22vp = n= 10

Teéricol0. 0 1 1 2 5§ 7 9 0 9 2 9 3 5§ 9
AO00 0. 0 1 1 2 4 9 4 1 0 6 1 41 5
n=10 |0. 0 1 0 2 8 8 0 6 5 8 4 3 6 2 5\6
0. 0 1 02 8 80 6 58 4 36 2
0. 0 1 02 880 6 584 3 6 2 5\6
0. 0 1 02 8 8 0 6 5 8 4 3 6 2
KITER LK 12 CP 22CP | 32CP
1 0. 0 1 0 2 8 8 0 6 5 8 4 3 6 2] 40E-5] 9.6E-4 |1.5E-14
2 0. 01t 1 2 26 07 09 8 8 9 9| 12E-4 | 23E-5 | 84E-2
3 0. 0 1 1 336 211142 2 2| 21E-5| 8.7E-5 ] 9.7E-3
4 0. 0 11 2 6 3 92 43 18 3 9| 19E-5] 15E-5] 6.4E-3
5 0. 0 1 1 2 35395146 9 9| 77E-6] 14E-5] 25E-3
6 0. 0 1 1 2 43 99 7 6 7 6 9 6| 31E-6]| 54E-6 | 7.7E-4
7 0. 0 1 1 25 17 403007 2| 25E-6]| 2.3E-6| 69E-4
8 0. 01 125 1 19 2 2 8 7 3 5| 34E-7 | 18E-6 | 49E-5
9 0. 0 1t 1 2 4 9 13 6 9 45 6 3| 75E7] 27E-7 1 18E-4
10 0. 0 1 1 2 48 8 7 0 4187 5.5E-8 | 5.4E-7 | 2.4E-5
11 0. 0 1 1 2 493803120 2.1E-7 | 3.0E-8 | 4.5E-5
12 0.0 1 1 2 4 9 56 07845 5.8E-8 | 1.5E-7 | 1.6E-5
13 0. 01 1 2 49 45 03572 5.0E-8 | 4.0E-8 | 9.8E-6
14 0. 01 1 2 4 9 3 7 3 6 3 3 0 9] 28E-8] 3.7E-8 | 68E-6
15 0. 011 2 49 39 07 1 3 45| 96E9]| 2.0E-8] 1.5E-6
16 0. 0 1 1 2 4 9 41 7 8 8 2 6 3] 11E-8 ] 7.3E-89 ] 2.4E-6
17 0. 0 1 1 2 49 418 4 0 6 7 4179E-10] 7.8E-9 | 4.7E-8
18 0. 01 1 2 4 9 409 9 7 5 7 3| 3.6E-9 |64E-10] 7.5E-7
19 0. 0 1 1 2 4 9 407 9 8 0 8 7|57E-10] 26E-9 | 1.8E-7
20 0. 011 2 4 9 41025 08 2| 11E-9 |3.6E-10] 2.0E-7
21 0. 011 2 4 9 41 13 9 2 3 6|42E-10}7.8E-10] 1.0E-7
22 0. 01 1 2 4 9 41 09 0 2 9 912.6E-10]2.9E-10] 44E-8
23 0. 011 2 49 4104 2 0 6 9120E-10]1.9E-10] 4.3E-8
24 0. 01 1 2 49 410 4 7 5 8 2|144E-11]1.4E-10]| 49E-9
25 0. 01 1 2 49 4106 4 8 1 9]75E-11]3.4E-11] 1.5E-8
26 0. 01 1 2 4 9 4106 6 8 0 3|23E-12]54E-11] 1.8E-9
27 0. 01 1 2 49 4106 14686 2 4.7E-13] 4.7E-9
28 0.0 1 1 2 49 41059686 03 1.7E-9
29 0. 0t 1 2 49 410609 965 1.2E-9
30 0.0 1 1 2 4 9 4106 19 3 8 8.4E-9

Na primeira iteragdo ha apenas 2 casas décimais correctas. Ao longo das

iteragbes o numero de casas décimais correctas vai oscilando. O processo

termina na iteragao trinta com 11 casas décimais correctas.
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Nicleo E — Aproximagio de Sloan — 22vp — n=12

Teoricol0. 0 1 1 2 5§ 7 9 0 9 2 9 3 § 9
Al00 0. 0 1 1 2 4 9 4 1 0 6 1 41 5
n=12 0. 0 1 0 56 9 5§ 2 3 8 8 6 8 8 4 3\5
0. 01 0 56 9 562 3 88 6 8 8 4
0. 0 1 0 5 9 62 3 886 88 4 4\5

0. 01 05 9 623 88 6 88 4
KITER LK 12 CP 22CP | 32CP
1 0. 01 0 6 9 5 23 8 8 6 8 8 4] 18E-5 ] 6.5E-4|15E-14
2 0. 0 1 1 2 3 9 6 3 3 59 0 7 9| 60E5]) 98E-6]| 5.7E-2
3 0. 0 1 1 2 8 8 9 8 5 7 2 4 4 4| 68E-6] 40E-5 ] 44E-3
4 0. 011 2 5 3 6 419 7 8 8 4| 6.7E-6 | 42E-6 | 3.1E-3
5 0. 0 1 1 2 4 493 8 13 11 7] 17E-6] 45E-6] 7.7E-4
6 0. 01 1 2 48 3 3 3 015 6 6| 84E-7] 11E-6 | 3.0E-4
7 0.0 1 1 2 49 9 7 9 2 8 5 2 4] 38E-7] 57E-7 | 15E-4
8 0. 01 1 2 49 6 5 6 6 1 1 4 8] 10E-7] 25E-7 ] 29E-5
9 0. 01 1 2 4 9 3 42 3 5 86 8.1E-8 | 6.8E-8 | 2.8E-5
10 0. 01 1 2 49 35 7 5 7 8 6 2| 80E-9] 53E-8] 14E-6
11 0. 0 1 1 2 4 9 41 6 4 47 6 41 17E-8] 58E-9 | 5.2E-6
12 0. 0 1 1 2 49 42 15 0 8 3 6/65E-10] 1.1E-8 | 4.5E-7
13 0. 01 1 2 4 9 4109 3 0 2 2] 3.2E-9 |3.2E-10] 9.4E-7
14 0. 01 1 2 4 9 408 49 2 4 9157E-10} 2.1E-9 | 2.2E-7
15 0.0 1 1 2 4 9 41 0 2 6 1 1 2158E-10]3.5E-10| 1.6E-7
16 0.0 1 12 4 9 4109 9 9 6 7]20E-10]3.9E-10| 6.6E-8
17 0. 011 2 49 4107 40 6 2]93E-11]1.3E-10] 2.3E-8
18 0. 011 2 49 41055 1 1  |55E11]63E-11] 1.7E-8
19 0. 01 1 2 49 4105 7 85 9112E-11]3.6E-11] 2.4E-9
20 0. 0 1 1 2 4 9 4106 2 2 5 7113E-11]8.4E-12] 3.9E-9
21 0. 0 1 1 2 4 9 4106 2 29 7]|71E-13 3.6E-11
22 0.0 1 1 2 4 9 4106 13 5 8 8.3E-10
23 0. 011 2 49 41061215 1.3E-10
24 0.0 11 2 49 4106 13 9 8 1.6E-10
25 0.0 11 2 493 4106 1 456 5.1E-11
26 0. 0 1 1 2 4 9 4106 1 4 2 4 2.9E-11
27 0.0 1 1 249 4106 1407 1.6E-11
28 0.0 11 2 499 4106 1411 4.1E-12

Para n= 12, na primeira iteragdo ha 3 casas décimais correctas. Sdo
obtidas uma ou duas casas décimais correctas nas iterages dois, cinco, sete,
onze, treze, vinte, vinte e dois e vinte e cinco. O processo termina na iteragédo

vinte e oito com 13 casas décimais correctas.
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Nicleo E — Aproximagao de Sloan — 32vp — n=10

Teoricol0. 0 0 4 0 56 2 8 4 7 3 4 5 6 9 3
Al00 10. 0 0 4 0 4 4 3 5 5 5§ 2 5 2
n=10 0. 0 0 3 2 0 1 9 1 8 2 8 5§ 1 0 8] 7\8
0. 0 0 32 01 91 82 85 10 8
0. 0 0 3 2 01 9182 8 5 1 08| 79
0. 0 0 32 01 9 18285 10 8
KITER LK 12CP | 2°CP | 32 CP
1 0. 0 0 32 019 18 285 10 8|16E-4|84E-4]|1.0E-13
2 0. 0 0 3 965 7 7 8 8 18 0 7 6 1129E-4]|8.7E-5]1.9E-1
3 0. 0 0 42 2 9 0 3 7 9 9 6 6 8 2|19E-4]18E-4]6.4E-2
4 0. 0 0 4 1 5 4 05 1 6 4 4 3 6 4155E-5|/11E-4]1.8E-2
5 0. 0 0 4001 929 9 399 1.3E-4|4.2E-5]3.8E-2
6 0. 0 0 3 9 580306 9 00 4 39E-5|8.6E-5]1.1E-2
7 0. 0 0 402 419 7 8 49 1 6 4|73E-5]2.0E-5]1.6E-2
8 0. 0 0409 2 35 7 47 6 2 5 5|72E-5]48E-5]1.7E-2
9 0. 0 0 4 0 8 75 0 496 2 7 7 1 5|13E-5|/43E-5]1.2E-3
10 J0. 0 0 4 0 3 4 2 9 2 1 3 5 9 8 3|6.2E-5|1.0E-6]1.3E-2
11 |0. 0 0 4 0 0 4 3 7 6 9 7 0 3 5 8|3.1E-5|/40E-5]7.5E-3
12 ]10. 0 0 4 0 2 7 2 1 8 3 9 6 5 3 1]3.2E-5|1.7E-5]|5.7E-3
13 0. 0 0 4 0 6 6 2 2 4 9 3 7 9 9 2147E-5|122E-519.6E-3
14 10. 0 0 4 0 7 2 8 2 7 9 3 5 9 8 5|45E-6|28E-5]1.6E-3
15 §0. 0 0 4 0 4 4 3 3 2 9 3 6 6 0 8|3.8E-5]2.3E-8]7.0E-3
16 J0. 0 0 4 0 1 9 7 8 2 5 1 0 1 1 5]28E-5|]25E-5]6.1E-3
17 j0. 0 0 4 0 2 8 0 9 7 9 7 2 4 8 1]15E-5]16E-5]2.1E-3
18 ]0. 0 0 4 0 5 56 2 1 4 2 9 8 7 9 5135E-5|1.1E-5]6.7E-3
19 10. 0 0 4 0 6 6 1 2 6 7 8 6 1 0 5]10E-5]22E-5]2.7E-3
20 j0. 0 0 4 0 4 9 2 5 2 5 2 5 9 1 9125E-5149E-6]|4.2E-3
21 0. 0 0 4 0 2 7 9 3 4 4 5 9 8 0 4126E-5]1.6E-5]|5.3E-3
22 10. 0 0 4 0 2 8 7 3 3 5 3 8 9 6 7|57E-6]1.6E-5|2.0E-4
23 10. 0 0 4 0 4 8 7 9 6 1 0 0 4 8 1128E-5/44E-6]5.0E-3
24 10. 0 0 4 0 6 1 8 3 01 96 0 1 2|1.4E-511.7E-5]3.2E-3
25 10. 0 0 4 0 5 2 2 1 3 0 6 2 4 2 1.6E-6§|7.9E-6]2.4E-3
26 _10. 0 0 4 0 3 3 4 3 9 2 4 7 7 5 1|124E-5]1.1E-5|4.7E-3
27 10. 0 0 4 0 2 9 4 5 7 9 5§ 7 7 9 9|25E-6]1.5E-5]1.0E-3
28 10. 0 0 4 0 4 4 3 4 7 0 3 9 0 9 1]122E-5]|8.5E-9}13.7E-3
29 10. 0 0 4 0 5 8 4 4 2 1 1 9 5 5 2|17E-5]1.4E-5]3.5E-3
30 |0. 0 0 4 05413 7 5 6 45 7 7|91E-6/9.8E-6]1.1E-3

O processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira iteragdo com
apenas 2 casas décimais correctas e termina na iteragdo trinta s6 com 4
casas décimais correctas, embora nas iteragdes quinze e vinte e oito tenha

obtido 7 casas décimais correctas.
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Nucleo E — Aproximagéo de Sloan — 32vp — n= 12

Tebricol0. 0 0 4 0 5 2 8 4 7 3 4 56 9 3
AlOO 10. 0 0 4 0 4 4 3 5 5 5 2 5 2
n=12 10. 0 0 3 4 4 0 4 7 7 9 4 7 3 3 1] 7\8
0. 0 0 3 4 4 047 7 9 47331
0. 0 0 3 4 4 04 7 7 9 47 3 3 1]11M12
0. 0 0 3 4 4 0 47 7 947 3 31
KITER LK 1°CP | 2°CP | 32CP
1 0. 0 0 3 4 40 47 7 9 47 3 3 1163E-5]6.0E-4]2.7E-14
2 0. 0 0 401 0 406 99 07 0 6]15E4]|3.4E-5]1.4E-1
3 0. 0 0 414146 1 09 6 7 1 4/56E-5]9.7E-5]3.2E-2
4 0. 0 0 40 78 3 27 1 43 15 6|/34E-5]34E-5]1.5E-2
5 0. 0 0 4 02 07 17 7 4 4 2 7 2|33E-5[/24E-5]1.4E-2
6 0. 0 0 402 3 09 8 7 6 8 5 1 5|3.7E-6]/2.1E-5]5.9E-4
7 0. 0 0 40 47 3 126 75 0 3 3]1.7E-5|/3.0E-6]6.0E-3
8 0. 0 0 405 537 12 45 7 6 4/47E-6]1.1E-5]2.0E-3
9 0. 0 0 40 47 03199 403 6.9E-6 | 2.7E-6 | 2.1E-3
10 |0. 0 0 4 0 3 9 7 45 7 6 7 6 5.2E-6 | 4.6E-6] 1.8E-3
11 ]0. 0 0 4 0 4 1 1 3 2 2 1 9 3 6 7]1.7E-6|3.2E-6]3.4E-4
12 10. 0 0 4 0 4 5 5 7 1 2 5 2 9 9 7|35E-6|/1.2E-6]1.1E-3
13 |0. 0 0 4 0 4 6 6 3 4 52 0 0 1 3|]51E-7]2.3E-6]2.6E-4
14 10. 0 0 4 0 4 4 6 0 0 0 3 3 5 4 6|1.8E-6]24E-7]|5.0E-4
15 |0. 0 0 4 0 4 3 1 4 7 9 0 5 0 3 3|1.1E-6]1.2E-6]3.6E-4
16 0. 0 0 4 0 4 3 7 1 0 7 5 3 3 1 2]6.3E-7|6.4E-7]|1.4E-4
17 ]0. 0 0 4 0 4 4 7 9 7 0 6 7 2 2 9]9.0E-7]4.4E-7]2.7E-4
18 10. 0 0 4 0 4 4 9 2 5 8 2 8 8 4 6|5.7E-8|5.7E-7]3.2E-5
19 J0. 0 0 4 0 4 4 3 3 1 7 5 3 8 4 3|54E-7|/2.4E-8]1.5E-4
20 ]0. 0 0 4 0 4 3 9 9 9 3 9 5 8 1 6]|23E-7]/36E-7]8.2E-5
21 ]0. 0 0 4 0 4 4 2 1 7 6 3 5 7 5 6]2.4E-7]1.4E-7[5.4E-5
22 10. 0 0 4 0 4 4 5 1555 09 1 4{25E-7]1.6E-7[7.4E-5
23 ]10. 0 0 4 0 4 4509 985 35 6|41E-8|[1.5E-7[1.4E-6
24 10. 0 0 4 0 4 4 3 2 2 6 1 3 0 0 7|1.7E-7]3.3E-8|4.6E-5
25 ]0. 0 0 4 0 4 4 2 4 4 4 4 8 8 5 3|/49E-8]1.1E-7|1.9E-5
26 10. 0 0 4 0 4 4 3 2 79 1 3 4 3 8.7E-8 | 2.8E-8] 2.1E-5
27 J0. 0 0 4 0 4 4 4 1 3 7 4 8 6 7 8|69E-8]|58E-8]2.1E-5
28 ]0. 0 0 4 0 4 4 3 9 8 5 2 8 5 4 7]125€E-8]4.3E-8]3.8E-6
29 10. 0 0 4 0 4 4 3 3 7 2 3 6 5 2 9]55E-8/1.8E-8[1.5E-5
30 |0. 0 0 4 0 4 4 3 1 9 9 6 5 9 8 5|84E-9]/3.6E-8]/4.3E-6

Para n= 12, o processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira
iterag@o com apenas 2 casas décimais correctas e termina na iteragao trinta

s@ com 7 casas décimais correctas.
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Nicleo F — Aproximagédo de Nystrém — 32vp — n =10

Teoricol0. 0 0 4 0 5 2 8 4 7 3 45 6 9 3
AlOO |10. 0 0 4 0 6 1 3 6 0 4 9 9 8 1 7
N=1010. 0 0 5§ 2 5 9 5§ 31 7 31 52 5] 56
0. 0 0 5§62 5 9 531 17 6 1 4
0. 0 052 5 95 317 49 9 2 6\7
0. 0 052 59 5 311577 45
KITER LK 12CP | 22CP | 32 CP
1 0. 0 0 32 189 2 3 48 2 7 3 6|55E-4/84E-4]/6.3E-1
2 0. 0 0 36 7 9 08 48 46 4 7 3][1.7E-4|3.8E-4|1.3E-1
3 0. 0 0 39596 3 7 3 8 1 2 7 2|39E-5[1.0E-4|7.1E-2
4 0. 0 0 4 0 9 1 8 04106 0 7 6]99E-5[3.0E-5[3.2E-2
5 0. 0 0 412 47 6 3 0253 9 4]76E-5/6.3E-5/8.0E-3
6 0. 0 0 4107 7 137 17 4 8 9]29E-5|46E-5]4.2E-3
7 0. 0 0 407 7 7 8 2 46 57 0 1]72E-6]|1.6E-5|7.3E-3
8 0. 0 0 405558 43 9 3 06 6]22E5]58E6|/55E-3
9 0. 0 0 4047 19 23186 9 5[19E-5[1.4E-5[2.1E-3
10 10. 0 0 4 0 4 9 5 8 1 1 7 3 9 2 5]|86E-6|1.2E-5|59E-4
11 _10. 0 0 4 0 5 6 4 9 1 2 7 5 7 4 5]1.7E-6]/4.9E-6]1.7E-3
12 10. 0 0 4 0 6 2 6 2 8 6 9 0 1 5 3]6.3E-6]1.3E-6|1.5E-3
13 10. 0 0 4 0 6 5 4 8 1 09 4 2 9 3|61E-6|/4.1E-6|7.0E-4
14 10. 0 0 4 0 6 5 1 4 8 5 0 1 0 2 9[3.1E-6/3.8E-6|8.2E-5
15 0. 0 0 4 0 6 3 1 4 3 8 7 0 6 7 8|44E-7[1.8E-6]4.9E-4
16 |0. 0 0 4 0 6 1 1 0 7 1 0 3 1 6 2.0E-6 | 2.5E-7 | 5.0E-4
17 0. 0 0 4 0 6 0 0 1 1 2 9 2 1 7 4]22E-6]1.3E-6]|2.7E-4
18 10. 0 0 4 0 5 9 9 9 56 5 0 3 6 4[1.2E-6]/1.4E-6]/3.9E-6
19 10. 0 0 4 0 6 0 6 4 0 0 6 5 6 8 2[13E-7[72E-7|1.6E-4
20 10. 0 0 4 0 6 1 3 8 157 9 8 6 5]70E-7]21E-8]1.8E-4
21 10. 0 0 4 0 6 1 8 3 0 7 7 7 6 8 1[|8.4E-7]47E-7|1.1E-4
22 10. 0 0 4 0 6 1 8 8 5 2 7 1 4 1 5[53E-7[5.2E-7|1.3E-5
23 10. 0 0 4 0 6 1 6 6 7 5 4 5 5 0 4]7.4E-8]3.1E-7|5.4E-5
24 |10. 0 0 4 0 6 1 3 8 2 6 6 7 0 5 3]25E-7[2.2E-8|7.0E-5
25 10. 0 0 4 0 6 1 1 9 1 2 9 9 7 4 3]|3.4E-7[1.7E-7|4.7E-5
26 10. 0 0 4 0 6 1 1 5 0 6 8 3 3 3 9J23E-7[2.1E-7/1.0E-5
27 10. 0 0 4 0 6 1 2 2 5 6 3 8 6 4 8]51E-8|/1.3E-7|1.9E-5
28 10. 0 0 4 0 6 1 3 3 8 7 8 0 7 5 9[89E-8]2.2E-8|28E-5
29 10. 0 0 4 0 6 1 4 2 2317 9 1 1.4E-7|6.2E-8 | 2.1E-5
30 J|0. 0 0 4 0 6 1 4 4 6 7 0 7 6 2 3]|1.0E-7|8.6E-8[6.0E-6

O processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira iteragdo com
apenas 2 casas décimais correctas e termina na iteragéo trinta sé com 6

casas décimais correctas, embora por vezes tenha conseguido as 7 .
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Nicleo F — Aproximagdo de Nystrém — 3%vp — n =12

Tedricol0. 0 0 4 0 & 8 4 7 4 5§ 6 9 3
Al00 [0. 0 0 4 0 6 3 6 0 9 98 1 7
N=12 j0. 0 0 4 8 1 8 8 8 4 3 7 5 6] 56
0. 0 0 4 8 1 8 8 8 87 5 4 4
0. 0 0 4 8 1 8 8 8 4 5 2 0 5] 67
0. 0 0 4 8 1 8 8 8 8 6 0 9 5
KITER 12CP | 22CP | 32 CP

2.9E-4 | 6.0E-4 ] 3.9E-1
2.6E-5]|2.0E-4]|1.1E-1
5.3E-5|1.4E-5 [ 4. 5E-2
41E-5|3.5E-5]1.2E-2
1.2E-5 ] 2.6E-5]2.2E-3
5.3E-6|7.0E-6]4.7E-3
8.2E-6 | 3.8E-6 | 2.7E-3
4.1E-6 | 5.3E-6 ] 3.7E-4
2.4E-7 | 2.6E-6 | 6.7E-4
1.7E-6 | 1.1E-7 | 6.6E-4
1.3E-6 | 1.1E-6 ] 2.5E-4
3.5E-7 | 8.4E-7 ] 6.9E-5
2.9E-7]12.0E-7]1.6E-4
3.9E-7]12.0E-7 ] 9.8E-5
1.9E-7 | 2.5E-7]1.2E-5
2.3E-8 | 1.1E-7}3.3E-5
1.0E-7]|1.8E-8] 3.3E-5
7.5E-8 1 6.7E-8 | 1.2E-5
1.6E-8 | 4.7E-8] 4.7E-6
2.2E-8 | 9.0E-9 | 9.5E-6
2.6E-8|1.4E-8]5.7E-6
1.2E-8 | 1.6E-8 | 4.3E-7
2.3E-9 1 6.6E-9 | 2.3E-6
7.4E-9 | 2.2E-9]12.2E-6
5.2E-9 | 5.2E-9] 7.4E-7
7.8E-10| 3.5E-9 ] 4.0E-7
1.9E-9 [7.1E-10} 7.0E-7
2.0E-9 |9.3E-10] 4.0E-7
8.9E-10]9.6E-10] 8.0E-9
1.8E-10j2.0E-10} 1.9E-7
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Para n= 12, o processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira
iteragdo com apenas 2 casas décimais correctas e termina na iteragao trinta

s6 com 9 casas décimais correctas.
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Nicleo F -

Aproximagéo de Sloan — 12vp = n =12

Tebricof0. 1 0 1 3 2 1 1 8 3 6 4 2 3
AlOO 0. 1 0 1 3 1 2 6 8 153 6 7
N=12 |0. 1 0 0 6 3 5 3 0 5§ 4 1 9 1\2
0. 1 0 0 6 3 56287 19 27
0.1 0 0 6 3 5304687 8 1\2
0.1 0 0 6 3 52 87 9 2 4
KITER LK 12CP | 2°2CP | 32 CP
1 0. 1 0 06 352 9 5886 5] 1.76-7 ]| 68E-4 | 4.2E-9
2 0. 1 01 83117 28 6 2 0 3| 68E-6| 95E-7 | 6.7E-3
3 0.1 01 3 17 2 3 2 4 40 2| 78E-8| 4.6E-6| 5.4E-5
4 0.1 01 312 7 3 09 8 7 8] 9.0E-8]| 49E-8]| 4.4E-5
5 0. 1 01 312 6 2 03 7 6 7)1 1569 61E-8] 1.1E-6
6 0.1 01 3126 7 9 6 8 3 3] 18E-9| 1.9E-9 | 59E-7
7 0.1 01 3 12 6 82 145 5.4E-111 6.1E-10| 2.4E-8
8 0.1 01 3 12 6 8 11 7 8 6|]95E-10]|3.6E-10] 9.5E-9
9 0.1 01 3 126 8 1 1 2 1 3]27E-10]4.2E-10]/5.7E-10
10 0. 1 01 3 1 26 8 1 1 3 8 7]47E-10]4.0E-10]1.7E-10
11 0.1 01 3 126 8 1 1 40 1] 1.2E-9|4.0E-10] 1.4E-11
12 0. 1 01 3 1268 1 1 3 9 8| 1.2E-9|4.0E-10]3.3E-12
13 0.1 01 31 26 8 1 1 3 9 7]47E-10]4.0E-10
14 0.1 01 31 26 8 1 1 3 9 8|50E-10]4.0E-10
15 0.1 01 3126 8 1 1 3 9 8|5.0E-10}4.0E-10
16 0.1 01 3 1 2 6 8 1 1 3 9 8|5.0E-10|4.0E-10
17 0.1 01 3 1 2 6 8 1 1 3 9 8|]50E-10]4.0E-10
i8 0.1 01 312 6 8 1 1 3 9 8|50E-10]4.0E-10
19 0.1 01 31 26 8 1 1 3 9 8]50E-10]4.0E-10
20 0.1 0t 3 12 6 8 1 1 3 9 8|50E-10]4.0E-10
21 0. 1 01 3 1 2 6 8 1 1 3 9 8|5.0E-10]4.0E-10
22 0.1 01 3 126 8 1 1 3 9 8]50E-10]|4.0E-10
23 0. 1 01 3126 8 1 1 3 9 8]50E-10]4.0E-10
24 0.1 01 31 26 8 1 1 3 9 8[50E-10]4.0E-10
25 0. 1 01 312 6 8 1 1 3 9 8|50E-10]4.0E-10
26 0.1 01 3 12 6 8 1 1 3 9 8|50E-10]4.0E-10
27 0.1 01 3 12 6 8 1 1 3 9 8|5.0E-10{4.0E-10
28 0.1 01 3126 8 1 1 3 9 8|50E-10]4.0E-10
29 0.1 01 3 126 8 1 1 3 9 8|]50E-10]|4.0E-10
30 0. 1 01 3 126 8 1 1 3 9 8]50E-10]4.0E-10

Para n = 12, o processo evoluiu até & iteragdo oito

casas décimais correctas. Mas depois estabiliza.

onde consegue 9

176



Nucleo F — Aproximagéo de Sloan — 22vp = n= 12

Tedrico|0. 0 1 1 2 5 7 9 0 9 2 9 35 9
A0 j0. 0 1 1 2 4 9 4106 1 41 4
N=12 0. 0 1 0 5§ 9 5§ 2 3 9 9 1 6 1 8 34
0. 01 05 95 2 3782151
0. 01 05 9 5 2 3 9 1 2752 34
0. 01 059 52386 1016
KITER LK 1°CP | 22CP | 32CP
1 0. 0 1 0 59 5 2 3 8 9 7 0 4 5] 18E-5] 65E-4 ] 9.6E-9
2 0. 0 1 1 2 3 96 3 355 45 8|]59E-5]98E6] 5.7E-2
3 0. 0 1 1 2 88 9 85 6 7 3 6 8|67E-6] 40E-5] 44E-3
4 0. 0 1 1 253 6 419 416 6|66E6] 42E-6 | 3.1E-3
5 0. 0 1 1 2 4 49 3 8 09 8 7 8| 1.7E-6| 45E-6] 7.7E-4
6 0. 0 1 1 2 4 8 3 32 9 8 1 3 9]84E-7] 1.1E-6 | 3.0E-4
7 0. 0 1 1 2 49 9 7 9 2 4 9 8 3| 38E-7]|5.7E-7| 1.5E-4
8 0. 0 1 1 2 49 6 5 6 5 7 6 2 6|]99E-8] 25E-7 | 2.9E-5
9 0. 0 1t 1 2 49 3 42 3 2 3 6 7] 80E8]68E-8]| 28E-5
10 0. 0 1 1 2 49 35 7 5 4 3 6 8] 79E-9] 53E-8] 1.4E-6
11 0. 0 1 12 49 416 41 2 6 4] 16E-8] 5.86-9] 5.2E-6
12 0. 0 1 12 49 42 1 47 3 3 5[64E-10] 1.1E-8 | 45E-7
13 0. 0 1 1 2 49 4108 9 5 2 2| 3.2E-9]28E-10] 9.4E-7
14 0. 0 1 1 2 49 408 4575 6.0E-10] 2.2E-Q | 2.2E-7
15 0. 01 1t 2 494102261 5.3E-10| 3.9E-10] 1.6E-7
16 0. 01 1 2 49 41096 46 1.7E-10 | 3.5E-10| 6.6E-8
17 0. 01t 1+ 2 49 4107056 1.3E-10} 9.1E-11| 2.3E-8
18 0.0t 1 2 49 410516 1 6.7E-11 | 9.8E-11| 1.7E-8
19 0. 0 1 1 2 49 4105 43 5 9[13E-11[71E-11] 2.4E-9
20 0. 0 1t 1 2 49 4105 8 7 5 7]32E-11]2.7E-11] 3.9E-9
21 0. 0 1 12 49 4105 8 7 9 7[27E-11]2.6E-11]3.6E-11
22 0. 0 1 12 49 4105 7 8 5 8|39E-11]3.6E-11]8.3E-10
23 0. 0 1t 1 2 49 4105 7 7 1 5]20E-11[37E-11]1.3E-10
24 0. 0 1 1 2 49 4105 7 8 9 8138E-11]35E-11]1.6E-10
25 0. 0 1 1 2 49 4105 7 95 6[20E-11[35E11]51E-11
26 0. 0 1 1 2 49 4105 7 9 2 4]23E-11[35E-11]2.9E-11
27 0. 0 1 12 49 41057 9 0 7[38E-11]3.5E-11]1.6E-11
28 0. 0t 12 49 41057 9 1 1]1.2E-11]35E-11]4.1E-12
29 0. 0 1 1 2 49 4105 7 9 1 6]27E-11]3.5E-11
30 0. 0 1 1 2 49 4105 7 9 1 5[20E-11[35E-11

Para n= 12, o processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira

iterag8o com apenas 2 casas décimais correctas e termina na iteragéo trinta

s6 com 9 casas décimais correctas.
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Nucleo F -~ Aproximagédo de Sloan = 32vp = n =12
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Para n= 12, o processo evoluiu muito lentamente. Parte da primeira

iteragdo com apenas 2 casas décimais correctas e termina na iteragao trinta

tas.

écimais correc

7 casasd

2

SO com
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