Editores:
Prof. Dr. Carlos Lemos Antunes
- Prof. Dr. Manuel Peréz Donsién

3 -3 de Julho de 2003

Dilamoura (Algarve]
Portugal

Organizagdo:

REDIE

spanolaparael Desarrollo de la

4 paraa Promocéo - L
ngennaria Electrofecnica : _ g - Ingenieria Elactrica







Sistemas Fraccionarios

J. T. Machado (1), Ramiro Barbosa , Isabel Jesus (l), Fernando Duarte ®
Nuno Ferreira (3), Alexandra Galhano ¥

Y Departamento de Engenharia Electrotécnica do Instituto Superior de Engenharia do Porto,
Rua Dr. Anténio Bernardino de Almeida, 4200-072 Porto, Portugal,
e-mail: {jtm,rbarbosa,isj,afg} @dee.isep.ipp.pt

@ Departamento de Matematica da Escola de Tecnologia de Viseu, 3504-510 Viseu, Portugal,
e-mail: fduarte@mat.estv.ipv.pt

® Departamento de Engenharia Electrotécnica do Instituto Superior de Engenharia de Coimbra,
3031-601 Coimbra, Portugal, e-mail: nunomig@isec.pt

Resumo

O célculo integral e diferencial de ordem ndo-inteira ou Calculo Fraccionério (CF),
remonta ao inicio do proéprio célculo diferencial. Contudo, somente nas ultimas trés
décadas € que esta teoria conheceu uma verdadeira aplicacio devido, ndo s6 a uma
maior compreensdo das suas potencialidades por parte da comunidade cientifica
como também pelo impulso dado por outras areas, nomeadamente os sistemas
caoticos e fractais, que revelaram algumas relagdes importantes com o CF. Neste
artigo, o CF ¢ analisado no contexto do controlo de sistemas dindmicos sendo
apontadas as perspectivas de aplica¢3o e desenvolvimento.

Palavras-chave: Sistemas Fracciondrios, Derivadas de Ordem Nio-Inteira, Controlo,
Modelizag8o, Sistemas Roboticos.

1. Introducao

A generalizagdo do conceito de derivada d°fx)/dx" para valores ndo inteiros de o
remonta ao inicio do desenvolvimento do célculo diferencial [1-4]. Na correspondéncia
de Leibniz com Bernoulli e, posteriormente, com L’Hopital (1695) e Wallis (1697)
encontram-se alguns apontamentos relativamente 4 derivada de ordem a=1/2. No
entanto, deveu-se a Euler (1738) o primeiro passo, quando este analisou o calculo de
derivadas fracciondrias (DFs) para a fungdo poténcia. No seguimento deste resultado
Laplace (1812), Lacroix (1820) ¢ Fourier (1822) sugeriram, também, algumas ideias
relativas ao cédlculo de DFs. O verdadeiro inicio da teoria relativa ao célculo de
derivadas e integrais fraccionarios (DIFs) deu-se com os trabalhos de Abel e Liouville.
Abel (1823) investigou certas expressdes fora do contexto do calculo de DIFs, mas os
resultados foram de importéncia consideravel para o desenvolvimento da teoria. Por seu
lado, Liouville (1822-1837) estudou, explicitamente, varias questdes nomeadamente a
definigdo e o célculo de DFs para valores complexos e a sua aplicago a certos tipos de
equagdes diferenciais lineares ordindrias, o efeito de uma mudanga de varidvel no
calculo de DIFs ¢ a defini¢do de uma DF como o limite do quociente D%, /4%, onde
D*%, f¢ uma diferenga de ordem fraccionaria. Riemann (1847), Holmgren (1865-1867) e
Letnikov (1868) tiveram, também, papéis de relevo no prosseguimento da teoria. Entre
outros resultados, Holmgren considerou, pela primeira vez, a derivago e a integragio
fraccionarias como operagdes inversas e generalizou a expressdo de d*(w v)/dx®. No

3.7



tocante a Letnikov, este desenvolveu a DF como limite da expressdo lim D% /A" e
demonstrou que as expressdes propostas por Liouville ¢ Riemann estavam de acordo
com esta defini¢do, assim como generalizou a teoria dos DIFs para valores complexos.
Mais proximo dos nossos dias, sdo de referir numerosas contribuigdes tais como as de
Hadamard (1892), Weyl (1917) € Marchaud (1927), que tem vindo a ampliar o 4mbito
desta teoria.

2. Aplicacdes do Calculo Fracciondrio

Nesta sec¢do sdo apresentadas algumas aplicagbes do CF em diversas areas. Estas
aplicagdes sdo o resultado do trabalho desenvolvido no GRIS — Group of Robotic and
Intelligent Systems (http://www.isep.ipp.pt/~gris), que se encontra integrado no ISEP.

2.1 Funcio Descritiva de Sistemas Mecdnicos com Folgas Dindmicas

A fungio descritiva (FD) € um dos métodos possiveis que podem ser adoptados para a
anilise de sistemas ndo-lineares. A ideia basica deste método é aplicar um sinal
sinusoidal na entrada do elemento nio-linear e considerar apenas o componente
fundamental do sinal que aparece na sua saida. Entdo, a razdo dos dois sinais
smusoidais (safda/entrada) representa a FD do elemento ndo-linear. O uso deste
conceito permite a adaptagdo do teste de estabilidade de Nyquist para a detecgdo de um
ciclo limite de um sistema ndo-linear, nomeadamente uma predi¢ao aproximada da sua
amplitude e frequéncia.

A abordagem cléssica no estudo das folgas (folga estatica) € baseada na adopgao de um
modelo geométrico que despreza os fenémenos dindmicos envolvidos durante o
processo de impacto [7]. Devido a esta razio, usualmente os resultados reais diferem
significativamente dos obtidos através deste tipo de modelo. Nesta secgdo, utiliza-se o
método da fungdo descritiva para analisar sistemas com folgas e impactos, normalmente
designadas de folgas dindmicas.

O sistema mecanico considerado consiste em duas massas (M; e M;) sujeito aos
fenémenos de folga e de impacto, tal como ilustrado na Fig. 1. A colisdo entre as
massas M; e M, ocorre quando x; = x2 ou x3 = h+x;. Neste caso, podemos calcular as

velocidades das massas M, e M, apds o impacto (x| e x;) relacionando-as com os
valores anteriores ( X e X, ) através da regra de Newton:

(¥, ~ ) =-€(k - %), 0<e<1 (M

em que € é o coeficiente de restitui¢do. No caso de uma colisdo totalmente plastica (i.e.
inelastica) € = 0, enquanto que no caso de uma colisdo eléstica ideal € = 1.

I X .I]
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R

Fig. 1 — Sistema com duas massas syjeito a folga dindmica.
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Por aplicagio do principio de conservagio do momento M x| + M,x5 = M %, + My,

~ hY - -~ - -/ o’
e da expressio (1), chegamos as seguintes expressdes para as velocidades (xj e x3)
apds o impacto:

X-.'l(M] ”EM2)+1.12(1+E)M2 xé _ X.fl(l‘f‘S)Ml +J.C2(M2 —SMI)

, (2)
M, + M, M+ M,

./
X =

O diagrama da fungdo —1/N(F,w) foi calculado numericamente para uma for¢a de
entrada f{f) = F cos(ax) aplicada a massa M; e considerando como saida a posi¢do x(#)
da massa M,. A Fig. 2 mostra os graficos em escala log-log da parte real, Re{—1/N}, e
imaginaria, Im{-1/N}, da fun¢do —1/N(F,w) versus a frequéncia de entrada @ com
F=50Neeg=1{0.1,03, 0.5, 0.7, 0.9}, para os casos da folga estitica ¢ dindmica. O
modelo classico da folga estatica corresponde a fungéio descritiva de um sistema linear
com uma massa unica de valor M;+M, seguida de uma folga geométrica tendo como
entrada e saida as variaveis de posig@o.
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Fig. 2 — Graficos em escala log-log da fungéio —1/N(F,@) versus a frequéncia de entrada @, para
F=50Nee={0.1,0.3,0.5,0.7, 09} para: a) Re{—1/N} e b) Im{-1/N}.
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E interessante verificar que apesar de terem sido adoptados modelos de ordem inteira
para a descrigio do sistema, o declive resultante ¢ de ordem fracciondria devido &
variacdo dindmica que resulta das colisGes entre as massas.

2.2 Controlo de Trajectorias de Manipuladores Redundantes

Um manipulador redundante € um brago robdtico que possui mais graus de liberdade
que os necessarios para estabelecer uma orientagdo € posigdo arbitraria da garra. Os
manipuladores redundantes oferecem varias vantagens sobre os bracos ndo redundantes.
Num espago de trabalho com obstaculos, os graus de liberdade adicionais podem ser
utilizados para contornar ou transpor esses obstaculos servindo para manipular objectos
em situagdes que de outro modo seriam inacessiveis [9].

Consideremos um manipulador com k graus de liberdade, onde as variaveis das juntas
sdo designadas }gor q=191,92,-- ,q,,] e um conjunto de tarefas descritas por m variaveis
X = [X1,%2,....Xm] , m < n. A relagdo entre o vector das juntas q € o vector de manipulagcdo
x corresponde & cinemdtica directa:

x = f(q) 3)
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Diferenciando a expresséo (3) em relagdo ao tempo, obtém-se x = J(q)q. Assim, €

possivel calcular o trajecto q(¢) em fun¢do de uma ftrajectdria pré-definida x(7). A
solucdio em termos das velocidades das juntas é dada por:

q4=J"(q)k @
em que J' é uma das inversas generalizadas de J. As posicdes das juntas podem ser
calculadas através da integracdo das velocidades (4) de acordo com o diagrama de
blocos descrito na Fig. 3.

Ia)

ﬂ?% atraso is
4

_cinemiética |
directa -~

Fig. 3 — Diagrama de blocos do algoritmo CLP.

Para caracterizar a resposta em frequéncia adoptaram-se dois sinais de excitagio
alternativos: um sinal em doblete ¢ um sinal em ruido branco distribuido ao longo de
500 ciclos de trajectorias circulares. A Fig. 4 mostra o diagrama de Bode das amplitudes
para uma excitagio de entrada sobreposta em x,.(f):

01(8)/ Xrey (5) = K (s* + 2)/(s* + p) (5)
onde X € o ganho, z e p sfio o zero ¢ o polo, respectivamente, e a é a ordem fracciondria.
Para uma excitagdo em doblete resulta o= 1.0 enquanto que para uma excitagdo em
ruido branco se obtém o valor fraccionario a = 1.3. Este facto é devido a propriedade de
“memoria” que os sistemas de ordem fracciondria possuem, pois capturam os
fenémenos dindmicos envolvidos durante todo ¢ “historial” da experiéncia, ao contrario
das derivadas de ordem inteira que apenas capturam a dindmica “local”.
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Fig. 4 — Resposta em frequéncia do rob6 3R com ap=3 rad/s,r =2 me p = {0.10, 0.30, 0.50}
m para uma perturbagfo: a) tipo doblete e b) ruido branco durante toda a trajectoria.

2.3 Controlo de Posicao/Forca de Manipuladores
Esta sec¢@io estuda o controlo de posigdo/forga de robds envolvendo o contacto entre a

garra € o0 meio ambiente usando controladores de ordem fraccionaria (COFs) na
estrutura hibrida proposta por Raibert and Craig [5].
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A equagdo dindmica de um robd com # elos interagindo com o meio ambiente (Fig. 5a)
¢ dada por:

T =H(q)4 + C(q,9)+G(g)- I " (q)F (6)

em que T € q sdo os vectores dos binarios e posigdes das juntas (r X 1), H(q) ¢ a matriz
inércia (n X n), C(q,q) ¢ G(q) sfo os vectores (n X 1) dos termos centrifugos/Coriolis e
gravitacionais e F é o vector (m x 1) da forga que o meio ambiente exerce sobre a garra
do robé.

A trajectéria de contacto x. da garra do robd com a superficie de restricdo € modelizada
por um sistema linear de massa M, amortecimento B e rigidez K de acordo com a
equagdo diferencial:

F = MX, + Bx, + Kx_- €]

A Fig. 5b mostra a estrutura do algoritmo de controlo hibrido de posi¢do/forga.

Cinematica —

q

N Controlador
de posicio q
Ty T Robé e
—> ambiente
TN+
TF
Ty | F
P> 1 Controlador

de forca

b)

Fig. 5 — a) Robd 2R e a superficie de restri¢do do meio ambiente; b) Controlador hibrido de
posigao/forga.

Para efeitos de comparagio com os controladores fracciondrios, foram usados
controladores cldssicos do tipo PID. Foi adoptado um controlador PD de posi¢do € um
controlador PI de forga definidos pelas seguintes equacdes:

Qes = J;]S(ch - Y, )’ Tp = apQes + DpQes (8a)
Tes = JcT(I - S)(Fd - F)’ Tf =df J.Tesdt + DpT s (8b)

O controlador fraccionario de posicdo Cp(s) e de forga Cr(s) sfo dados através das
seguintes expressoes:

e e () ap +1) e e () Top+1)
CP(Z)"K";k!r(aP-kﬂ)z ’CF(Z)~KFkZ=;‘k!I‘(aF—k+1)Z @

onde Kp e K sdo os ganhos do controlador de posi¢do e de forga, respectivamente.
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A Fig. 6 apresenta a resposta a um degrau na referéncia de forga efectuado para
algoritmos de controlo PID e COF. Constata-se que os controladores fraccionarios
apresentam um desempenho superior ao dos controladores PID classicos. Realizaram-se
também experiéncias para robds com varios fendmenos dindmicos nas juntas, tais como
atrito ndo-linear, folga e flexibilidade, tendo-se verificado em todos os casos, um
melhor desempenho dos confroladores fraccionarios [8].
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Fig. 6 — Resposta nos tempos da forga F do robd 2R sobre a acgdo de um: a) controlador PD/PI
e b) controlador fraccionario COF (com ap = +1/5 e af = —1/3).

3. Conclusdes

A teoria do CF ¢ ainda pouco divulgada mas apresenta fortes potencialidades de
aplicacdo nas varias areas cientificas. No campo do controlo de sistemas foi ja
desenvolvido algum trabalho e os resultados conseguidos revelam numerosas
possibilidades de aplicagfio. Nesta perspectiva, encontra-se em curso investigagdo
relativa & aplicagdo das DIFs, de ferramentas de andlise e de métodos eficientes de
simulagdo e de identificagio.
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