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Resumo

Num sistemna robético, o planeamento de trajectdrias é responsivel pela geragdo (em cada
intervalo de amostragem) de referéncias de posicéo, de velocidade e de aceleragio para
cada junta. Consideram-se duas abordagens distintas ao planeamento de trajectérias. A
primeira requer a especifica¢do de um conjunto de pontos e de um conjunto de condigGes a
serem obedecidas. Neste caso, para executar um movimento entre os pontos definidos, é
suficiente interpolar uma fungio que satisfaga as condigdes pré-estabelecidas. A segunda
abordagem requer a especificagdo da “curva” que o 6rgdo terminal deve descrever, sendo
pois necessdrio gerar uma sequéncia de pontos que aproxime a “curva” desejada. Neste
artigo sio estudados alguns algoritmos para a geragio de traject6rias sob o ponto de vista
cinemdtico. Assim, sdo apresentadas diversas formas de especificar uma trajectéria, sdo
estudados algoritmos de interpolacdo de traject6rias no espago operacional ou no espago
das juntas e, por ultimo, compara-se o desempenho desses algoritmos para um robot
industrial.

Palavras-chave: Trajectorias, interpolagdo linear, “splines” cibicas, “splines” trigonométricas.

1. Introducio

Para que um manipulador possa executar uma tarefa tem que se movimentar no espago, assumindo uma
sequéncia de configuragdes (trajectéria) ao longo do tempo. O planeamento de trajectérias pode ser visto
como um bloco que aceita um conjunto de varidveis indicando as condi¢bes a que deve obedecer a
trajectdria, devolvendo, em cada intervalo de amostragem, os valores de posi¢do, velocidade e aceleragio
para cada junta. Esses valores sdo posteriormente usados como referéncias no bloco de controlo,
responsdvel pelo seguimento da trajectéria (“tracking”). Sdo comuns duas abordagens distintas ao
planeamento de trajectdrias. A primeira requer apenas a especificagdo de um conjunto de pontos (onde o
6rgdo terminal do robot deve passar em determinados instantes de tempo) e de um conjunto de condi¢des
a serem obedecidas (por exemplo, continuidade e “suavidade” na posi¢@o e nas suas derivadas). Deste
modo, o movimento entre os pontos definidos pode ser um qualquer, sendo suficiente interpolar uma
fun¢do que satisfaca as condigbes pré-estabelecidas. A segunda abordagem requer a especificagdo da
“curva” que o 6rgdo terminal deve descrever (por exemplo deslocar-se em linha recta). Neste caso, é
necessério gerar uma sequéncia de pontos que aproxime a “curva” desejada.

Neste trabalho sdo revistos alguns algoritmos para a geragdo de trajectérias, com base no modelo

cinematico do manipulador. Nesta ordem de ideias, na secgdo 2, sdo apresentadas diversas formas
alternativas de especificar uma trajectéria. De seguida, s3o estudados alguns algoritmos usados na
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geracdo de trajectérias no espago operacional (seccido 3) e algoritmos de geragdo de trajectérias no
espaco das juntas (secgiio 4). Assim, compara-se o desempenho desses algoritmos para o robot industrial
TI ER 6000 e por dltimo, na sec¢io 5, apontam-se as principais conclusdes que decorrem deste estudo.

2. Definiciio de uma Trajectéria

Uma trajectdria pode ser definida a partir de uma sequéncia de pontos X;, pelos quais o érgdo terminal do
robot deve passar em determinados instantes de tempo ¢, i = 1,...,k. Esses pontos representam a posi¢io
e orientacdo do 6rgdo terminal e podem ser expressos no espago operacional em vdérios tipos de
coordenadas. Os instantes ¢; sdo, normalmente, escolhidos a partir de um compromisso entre os valores
mdximos estimados para as velocidades e para as aceleragSes das juntas e os requisitos impostos pela
tarefa a executar. Depois de definidos os pontos x; ¢ os instantes de tempo ¢;, sdo usados algoritmos de
interpolacio que geram pontos intermédios e que determinam o tipo de movimento (i.e. o caminho
descrito pelo 6rgdo terminal, a sua velocidade e a sua aceleragdo). Normalmente a capacidade de
processamento determina o espaco onde é feita a interpolacdo: no espago das juntas, no espago
operacional ou simultaneamente nos dois espagos, e ainda se a trajectoria € pré-calculada ou se é gerada
em tempo real.

3. Interpotacio no espaco operacional

Uma trajectéria ligando vérios pontos x; (i = 1,...,k, k 2 2) por segmentos de recta, pode ser conseguida
usando uma interpolag@o linear entre cada dois pontos consecutivos. No entanto, tal procedimento
implica que o 6rgdo terminal do robot tenha que parar em cada ponto de transi¢do entre dois segmentos
(porque a transi¢do entre dois segmentos implica descontinuidades na velocidade e, por conseguinte,
exige aceleragdes infinitas). Caso nio seja necessdrio passar exactamente nos pontos, esse problema
pode ser resolvido com um algoritmo de interpolagio capaz de “suavizar” os cantos da curva, na
vizinhan¢a dos pontos de transigio. O algoritmo apresentado é capaz de gerar uma trajectéria continua
na posi¢io e nas suas duas primeiras derivadas para qualquer instante ¢ €[0, 7], em que T € a duragdo da
trajectéria [2-3].

X(t)“
C
‘T_Lﬁ / B"
AlB I,—¢—1T,
Lyl
B
[ o

Figura 1 - Transicdo entre dois segmentos.

Para tal é necessdrio comegar a preparar a transi¢ido um tempo ... (ponto B’) antes do fim do segmento
corrente e completd-la um tempo t,. (ponto B’’) depois de comegar o novo segmento. Na figura 1
representa-se parte de uma traject6ria em que o manipulador acabou de passar no ponto B’ a caminho do
ponto B. No instante —t,.. comega a dar-se a transi¢do para o segmento BC. O tempo de duragio da
transi¢io entre os dois segmentos é 2t,.. que deve permitir, caso necessdrio, acelerar desde a mdxima
velocidade negativa até 3 maxima velocidade positiva ou vice-versa. Usando uma funcdo polinomial
para interpolar na vizinhanga do ponto de transigdo verifica-se que existem seis condi¢Oes fronteira. No
entanto, devido a simetria da regifio de transi¢io, é suficiente interpolar um polinémio de quarta ordem.
Assim, para o intervalo —,.. < t < 1, a posigiio, a velocidade e a aceleragio sdo dadas por:

x(1) =[(AC%—+AB](2—h)h2 —2AB]h+B+AB (1
1
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1 Lacc

X(f) = [(AC t‘}i + AB](IS —h)2h? - AB] L 2

%() = [Actﬂ + ABJ(I —m2 3)
n tacc
t+1t,., ,
h=_1_tar:(:StStaccy AC=C-B, AB=B'-B (4)
2tacc
Fora da regido de transigdo a velocidade é constante:
x(#)=ACh+B, x(t)=%,x(,)=0’h=TL )

| 1

O algoritmo proposto consegue “suavizar” a trajectdria na proximidade dos pontos de transigdo entre
segmentos de modo a serem exigidas aceleragdes possiveis de cumprir pelos actuadores. No entanto,
ainda existem dois pontos onde a velocidade € descontinua e a acelerag@o infinita: os pontos inicial e
final da trajectéria. A solugdo para este problema consiste em repetir o primeiro ponto um tempo f,.
antes e repetir o dltimo ponto um tempo f,, depois dos, respectivamente, primeiro e iltimo pontos
especificados. A trajectdria passa assim a ter mais dois pontos de transi¢do (que sdo tratados como os
restantes) sendo também um tempo 2, mais longa.

De seguida apresentam-se alguns resultados obtidos para o robot TI ER 6000 (tipo 6R). A trajectéria é
definida a partir de quatro pontos (que definem um quadrado no plano YZ no espago operacional), de tal
forma que o manipulador deve demorar 2 seg a percorrer cada lado. Na figura 2 mostram-se as
trajectérias no espago operacional geradas para diferentes tempos de aceleragdo/desaceleragdo f,..
Repare-se que quanto menor o tempo #,.. menores sdo os erros cometidos ao “suavizar”’a curva. Em
contrapartida, a velocidade e a acelerac@o exigida aos actuadores vai sendo maior. No caso limite, em
que t,.. = 0 seg, a aceleragdo requerida para transitar entre segmentos ¢ infinita (figura 3) [1].
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Figura 2 - Trajectérias descritas no espago operacional para vérios valores de ..
—tgee = 0 568; - oo = 0.2 s€g; = Lyee = 0.1 sEg
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Figura 3 - Evolugio temporal da posigdo, velocidade e aceleragio da junta 1 para varios valores de #,..
— taec = 0 505 - 1o = 0.2 s€g; - 1, = 0.1 seg
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4. Interpolaciio no Espaco das Juntas

A interpolagdo no espago operacional requer, em cada intervalo de amostragem, a resolugd@o do problema
da cinemética inversa. Esta operagdo, devido ao seu peso computacional, pode tornar impossivel a
geragio de trajectérias em tempo real. A interpolagdo simultinea no espago operacional e no espago das
juntas tem a vantagem de poder ser implementada como um algoritmo descentralizado (figura 4) [1].

Processador
q de nivel 2 Motor
TN
Processador de L r=1
nivel 1 Interface 2 P
—
_ 1 j44 | Processador
hi=~ de nivel 2 Motor

Figura 4 - Algoritmo descentralizado de geragdo de trajectérias.

Neste caso o processador de nivel 1 faz uma interpolagdo no espago operacional, gerando um novo
vector qq (no espago das juntas, por resolugdo do problema da cinemitica inversa) em cada instante 7.
Os processadores de nivel 2 (um por cada junta) fazem uma interpolagdo no espago das juntas entre cada
dois pontos q, consecutivos, gerando referéncias em cada intervalo de amostragem T,. A vantagem deste
procedimento é a de diminuir o peso computacional devido a redugdo do nimero de vezes em que é
efectuado o célculo da cinemética inversa. Em contrapartida as trajectérias geradas desviam-se das
trajectérias requeridas. Como exemplo veja-se a trajectéria definida na sec¢do 3, interpolada em dois
estdgios: no primeiro (espago operacional) a uma frequéncia de f; = 20 Hz (40 pontos por cada lado),
fi =1 Hz (2 pontos por cada lado) e f; = 0.5 Hz (uma interpolagio apenas no espaco das juntas). A
frequéncia no segundo estégio (espago das juntas) é de f> = 100 Hz em todos os casos (Figs. 5 e 6).

E£ix0 Z (mm)

asof--

“0of-- e

aso

o 50 100 150 200 250 300 aso 400

Figura 5 - Trajectdrias no espago operacional para um algoritmo de interpola¢ao misto.
— Trajectéria ideal; --- Primeira interpolagdo a f; = 20 Hz; ---- Primeira interpolagdo a f; = 1 Hz;
...- §6 com interpolagio no espago das juntas.

Pua. da justa (grmes)
Pos. da jussa (graus)
Poa. da justa (grmm)

Tempo (sc gundos) Tempo (scgundas) Tempo (segunrios)

Figura 6 - Trajectorias para as juntas 1, 2 e 3 geradas por um algoritmo de interpolagao misto.
— Traject6ria ideal; --- Primeira interpolagdo a f; = 20 Hz; ---- Primeira interpolagdo a f; = 1 Hz;
-~ 86 com interpolagiio no espago das juntas.
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Considere-se agora que os pontos X; pertencentes ao espago operacional sio convertidos para q;
pertencentes ao espago das juntas. Entdo, os pontos intermédios entre Xx; e x;,; podem ser calculados
usando uma interpolag@o no espago das juntas.

4.1. Método I: Interpolacao Linear

O algoritmo de interpolagdo no espago operacional [equagdes (1) a (5)] pode também ser usado para
fazer uma interpolagdo no espago das juntas.

4.2, Método II: “Splines” Cibicas

O nimero de condi¢bes fronteira que podem ser impostas com uma fungdo polinomial depende do seu
grau. Os polindmios de terceiro grau possuem quatro coeficientes, pelo que, por cada ponto interior é
possivel satisfazer quatro restrigdes: duas para cumprir a posicdo e mais duas para garantir a
continuidade na velocidade e na aceleragéo. Para os primeiro e iltimo segmentos é necessdrio cumprir a
posicéo, a velocidade e a acelerag@o nos pontos extremos e ainda garantir continuidade na velocidade ¢
na aceleracdo nos segundo e peniltimo pontos. Para ndo aumentar a ordem dos polinémios, sio
acrescentados dois pontos: um entre o primeiro e o segundo pontos e outro entre o pendltimo e o tltimo.

Em geral, um conjunto de pontos para interpolar é dado sob a forma (g, q21s---.GN1)s
(12, G225 qn2), - (Giny G2ns---,Gnn), ONde g € a posicio angular da junta j no ponto i. A interpolagio é
feita para cada junta, para todos os pontos, gji, gjz,....gjn S€ja hy <l < 13 < ... < tp3 < B < L, UMA
sequéncia de instantes no tempo. Nos instantes inicial ¢ = t, e final ¢ = ¢,, sdo especificadas a posico, a
velocidade e a aceleragdo, respectivamente, g, vy, a1, € gn, Vp, .. S0 ainda especificadas as posi¢Ges g
nos instantes 7, para k = 3, 4,...,n-2. Os valores de g, e g, ndo sdo especificados constituindo os dois
pontos auxiliares necessdrios para a resolucdo do problema. Seja q,(f) uma fungdo polinomial ctibica
definida no intervalo ¢ € [, #;4;). E necessdrio encontrar as fungdes q;(1), { = 1, 2,...,n—1, de modo a
satisfazer as restrices impostas. Dado que q;(¢) € cibica, a sua segunda derivada em ordem ao tempo,
§; (¢) é uma funcio linear. Assim, §;(#) pode ser expressa como [5-71:

.0 =221+ ()

(4 (

4;(tiv1)  hi=timn—ti,i=1,2,...n-1 6)

Integrando §;(¢) duas vezes e impondo as condig¢des q;(t;) = ¢; € qi(tiss) = gi+; Obtém-se as funghes de
interpolacgao:

q; () 3, G;(tin) 3. |4; hi 4;(241) g  hid; ()
q; = oh (tin = 1) +Ti+](t—ti) +[ ;1:‘— d 16 +l j|(t—ti)+|:h—:_%j|(ti+l—t) (7

Parai =1, 2,...,n—1, qi(?) fica determinada se forem conhecidos §;(z;) e §;(¢;41), o que é conseguido
resolvendo um sistema de equacdes lineares.

4.3. “Splines” Trigonométricas
Uma “spline” trigonométrica de ordem m € por definigdo uma fungdo q(f) com as propriedades: q(z) é

periddica com periodo 2m; q(¢) satisfaz as condigcBes de interpolagdo q(#) = q;, j = 0,....,ne t; € [0, 2xn[; a
fungdo q(r) tem 2m restrigdes em cada um dos n arcos fechados [¢;_;, ¢,], i = 1,...,n. Assim, q, (t) vem [4]:

m-1
Ti1+T; o+ +1;
q;(=a;p +Z(a,~,k coskt +b; , senkt) +a; ,, senm(t—vy;), ¥; = (i "22m i:2m) 8
k=1
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onde 7;; sdo os 2m valores de t onde o segmento i tem aplicada uma condigio fronteira. O valor
resultante para Y, garante a existéncia e unicidade de q(f). A equagdo (8) mostra que existem
exactamente 2m coeficientes para cada segmento de “spline” trigonométrica, isto €, mostra que podem
ser impostas 2m condicdes fronteira em cada segmento. Essas condi¢des podem ser escolhidas como
sendo q(') (t;)= q,(') , r=0,..,m~1ei=0,..,n ou seja, podem ser fixados os valores da fung¢do e suas
derivadas até a ordem m-1. Para determinar os coeficientes de cada segmento de “spline”, é necessario
resolver um sistema de 2m equagdes lineares. Se for pretendida a continuidade da “spline”

trigonométrica e das suas m-1 derivadas, ter4 que fazer-se q(” )= q" )(t,~+ ). No entanto, se em vez

de requerer apenas a continuidade em q(') (r), se impuserem os valores de q(') (t;), entdo a
determinagio dos coeficientes vem desacoplada para cada segmento. Este procedimento reduz bastante o
esfor¢o computacional, podendo continuar a exigir-se q(’) (t,-‘):q(r) (t,-+ ), desde que se facam ambas

as derivadas iguais a2 mesma constante. Essas constantes podem ser escolhidas de modo a satisfazer um
critério de optimizagdo ou podem ser escolhidas heuristicamente.

4.3.1. Método III: “Splines” Trigonométricas de Quarta Ordem

Para interpolar uma “spline” trigonométrica pelos n+1 pontos, t&ém que ser ligados entre si n segmentos
qi(D, i = 1,...,n, de quarta ordem, definidos no intervalo [#;_;, #;]. Sendo q(#) de quarta ordem, existem
oito coeficientes para determinar. As oito condigGes usadas para a sua determinagfio sdo os valores da
fungdo e suas primeiras trés derivadas temporais nos pontos f_; e f.. A determinagio dos oito
coeficientes para cada segmento q;(¢) implica a inversdo de uma matriz A; de dimensio 8x8. Como essa
matriz apenas depende de dois parimetros (os extremos #;_; e f; do intervalo onde q;(¢) estd definida),
esse intervalo pode ser normalizado de modo a torné-lo fixo. Deste modo, a inversdo de A; ndo necessita
de ser feita em tempo real, podendo ser feita a priori. Mostra-se que ¢,y = 0 e t; = ©/4 conduzem, em
geral, a trajectérias mais “suaves”. Assim, da equagao (8) vem y; = n/8 (i = 1,...,n) resultando [4]:

3
q.()=a,+ ) (a,coskt+b, senkr)+a,, cosdt, 0 <t <m/4 )
k=1

A determinagio dos 8n coeficientes que descrevem completamente a “spline” trigonométrica (e as suas
derivadas) que passa pelos pontos q;, i = 0,...,n € que apresenta velocidade, aceleragdo e “jerk” contfnuos
em toda a traject6ria € feita recorrendo a resolugfio de um sistema de equagdes lineares (equagdo 10).

(ai.o a, bi.l a,, bi.2 Qs bi.a)T =Ai_l(qi—l q, (L—l q..' di—l q: ai—l ‘q-.-)r’ i=1,2,..,n (10)

4.3.2. Método I'V: “Splines” Trigonométricas de Terceira Ordem

Para reduzir o esforgo computacional do algoritmo de planeamento de traject6rias pode baixar-se a
ordem das “splines”. As “splines” trigonométricas de terceira ordem podem garantir continuidade da
posicdo e das suas primeiras duas derivadas. A semelhanga do que acontece com as “splines” cibicas
passa a ndo ser requerida a continuidade na terceira derivada (“jerk™).

Da equacio (8) a “spline” trigonométrica de terceira ordem é dada por:

2
qi(D=a;g+ Y (a; coskt+b;; senkt)+a; 5 sen3(t—m/8),0< 1< w4 (11)
k=1

Os coeficientes de uma “spline” de terceira ordem podem ser determinados de modo semelhante ao
referido na sub-secg&o anterior.
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4.4. Comparacao dos Algoritmos de Interpolacio no Espaco das Juntas

Para avaliar o desempenho dos algoritmos apresentados anteriormente, sdo mostrados os resultados
obtidos para a trajectdria da tabela I, definida por oito pontos (posi¢des angulares) igualmente espagados
no tempo. O tempo total de execugao € de 32 segundos.

Ponto | 1]{2(3]|]4(5/67]8
Valor (graus)] 10{ 60| 75]130110{100}-10] -50
Tabela I - Pontos de definicdo de uma trajectéria.

Para os métodos III e IV foram impostos valores nulos para a velocidade, para a aceleracdo e para o
“jerk” nos pontos extremos (s6 é necessdrio especificar o “jerk” no método III), enquanto que, as trés
primeiras derivadas para os pontos interiores da trajectéria normalizada foram calculadas usando um
algoritmo heuristico baseado na expansao em série de Taylor das derivadas de q(¥) (equagio 12):

_9i+1 ~din 2Aqiv1 —2g; +qi) . _ 4Gj41— G )

/2 4 (,c/4)2 i /2

q; (12)

Para o método II foram impostas velocidade e aceleragiio nulas nos pontos extremos. Nos pontos
interiores, dado que apenas se garante a continuidade da velocidade e da aceleracdo, ndo € necessario
explicitar os seus valores, sendo suficiente especificar a posi¢do. Os pontos adicionais foram colocados,
respectivamente, nos pontos médios dos intervalos [, #;] € [#,-1, #,). Para o método I, a velocidade e
aceleragd@o nulas no inicio e no fim da trajectéria sdo implicitas a este método.

Pos. da justa (graus)
3
Vel. da juma (k)

Tempo Gsegundos) Tempo (scpundost

Figura 7a - Posi¢io e velocidade para a trajectoria definida na tabela I
---- Algoritmo I; — Algoritmo II; --- Algoritmo III; ---- Algoritmo IV.

Acel. da jumta (graushs )

“Terk” da jutwa (grami3
o

Tempo (segundos) Tempo wegundos)

Figura 7b - Aceleragéo e “Jerk” para a trajectéria definida na tabela 1.
-~ Algoritmo I; — Algoritmo II; --- Algoritmo III; ---- Algoritmo IV.

Qualquer dos algoritmos gera trajectérias continuas e com continuidade nas derivadas até, pelo menos, a
segunda ordem. O método I tem a vantagem de ndo produzir uma sobre-elongagdo nos pontos de
definiciio da trajectdria mas, em contrapartida, exige acelera¢des elevadas. Ao contririo do que acontece
com o método II, os métodos III e IV apresentam uma evolugiio temporal da aceleragdo “oscilante”
(figura 7).
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Muitas vezes requer-se continuidade na posigio, na velocidade e na aceleragdo. A continuidade na
quarta derivada (“jerk”) minimiza as “vibragbes” mas, exige algoritmos de maior peso computacional.
Dos algoritmos estudados, apenas o método III garante continuidade no “jerk”.

O comando de robots em tempo real exige algoritmos de geragdo de trajectdrias “on-line”, isto €, que
possam ser usados conhecendo apenas alguns pontos em avango. Nos métodos I, III e IV basta conhecer
um ponto em avango.

Se as trajectérias forem geradas “on-line” basta guardar os coeficientes necessdrios para interpolar no
préximo segmento. Deste modo, o problema da quantidade de memdria necessdria s6 se pde para
trajectérias geradas “off-line”, uma vez que é necessdrio gerar toda a trajectéria (ou pelo menos os
coeficientes das fungdes) antes de se iniciar o movimento. No caso do método II, para uma trajectria
definida a custa de n—2 pontos (mais os dois pontos adicionais) sdo necessirios n—1 segmentos. Como
cada segmento tem quatro coeficientes € necessdrio guardar 4(n—1) coeficientes por cada junta. Se o
robot tiver seis juntas sfio necessérios 24(n—1) coeficientes.

Os algoritmos de interpolagdo no espaco das juntas estudados neste capitulo foram programados em
Turbo Pascal 7.0 para DOS. Os tempos de computagdo obtidos num computador com processador 80486
SX a 25 MHz foram os seguintes (para a trajectéria definida anteriormente): método I: 0.474 mseg por
iteragdo; método II: 1.16 mseg por iteragdo; método III: 8.725 mseg por iteragdo; método IV: 6.17 mseg
por iteracio.

5. Conclusoes

Neste trabalho foram revistos alguns algoritmos de interpolagio passiveis de serem usados num sistema
robGtico na geragio de trajectorias. A geragdo de trajectérias no espago das juntas tem as vantagens de
nio requerer o cdlculo da cinemética inversa em cada intervalo de amostragem (libertando assim tempo
de CPU que pode ser usado noutras tarefas) e ndo apresentar problemas de cédlculo nos pontos singulares.
A sua desvantagem advém do facto das trajectérias geradas se afastarem das trajectdrias requeridas no
espaco operacional. A geracdo de trajectrias no espaco operacional tem como desvantagens a
necessidade de calcular a cinemética inversa em cada intervalo de amostragem e a dependéncia de
métodos capazes de resolver as singularidades. A sua maior vantagem conmsiste na facilidade de
visualiza¢do das trajectérias que sdo geradas. Assim, a geragio de traject6rias no espago operacional
tenderd a ser mais atractiva quer devido ao aumento das capacidades de célculo quer recorrendo a
utilizagdo de algoritmos capazes de resolver o problema das singularidades.
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