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RESUMO

Este artigo apresenta os aspectos matematicos fundamentais da teoria das matrizes
inversas generalizadas, analisa as suas principais propriedades ¢ explora a sua aplicagio
no controlo de trajectdrias de robots redundantes.

Os manipuladores redundantes apresentam vantagens em relagdo aos manipuladores
classicos nomeadamente na optimizagio de trajectérias, no espaco livre ou na presenca
de obstaculos ¢ na resolugdo de singularidades. No entanto, para este tipo de
manipuladores o controlo cinematico requer o uso de matrizes pseudoinversas. Assim,
conceitos associados com o controlo através de pseudoinversas serdo apresentados bem
como alguns exemplos que mostram as dificuldades que, por vezes, a sua utilizagio
acarreta. Nesta perspectiva, é estudado o controlo de um manipulador planar com trés
graus de liberdade e ¢ analisado o seu comportamento em pontos de singularidade,
mostrando-se que em alguns casos se obtém configuracdes ndo desejaveis.

Palavras chave: Matrizes pseudoinversas, robots redundantes, cinematica inversa, singularidades.
1. Introdugao

Um robot redundante ¢ um sistema que pode apresentar varias (ou, até, uma infinidade de)
configuragdes para uma determinada posigdo do 6rgdo terminal no espago cartesiano. No entanto, €
necessario decidir qual a solugdo particular que deve ser seleccionada de forma a optimizar um
determinado conjunto de critérios. Assim, sob o ponto de vista cinematico, estes mecanismos introduzem
uma grande versatilidade pois permitem a resolugdo de tarefas minimizando esforgos, evitando
eventuais obsticulos e eliminando singularidades indesejaveis. Embora estes robots apresentem as
vantagens referidas, a utilizagiio destes mecanismos ainda ¢ pouco frequente. De facto o controlo destes
sistemas envolve modelos matematicos sofisticados, aumentando a sua complexidade com o numero de
graus de liberdade. Uma analise dos estudos levados a cabo nesta area revela que a solucdo analitica da
cinematica inversa de robots redundantes foi apenas conseguida para algumas estruturas especiais. Na
maior parte dos casos a resolugdo cinematica inversa ¢ somente possivel por processos numericos
iterativos que podem apresentar um peso computacional elevado.

Nesta ordem de ideias este artigo encontra-se organizado em cinco secgfes. A secgdo 2 comega por
introduzir os aspectos matemdticos fundamentais associados 4 teoria das matrizes inversas
generalizadas. De seguida, nas secgbes 3 e 4, aplicam-se esses conceitos matematicos a resolucdo
cinematica de robots redundantes e analisa-se 0 seu desempenho para o caso particular de um robot
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planar com trés graus de liberdade. Por ultimo, na secgdo 5 tragam-se as principais conclusdes que
decorrem do estudo efectuado.

2. Matrizes inversas generalizadas

2.1 Definigdes

Para as matrizes A e R™™” e X e R"” a fim de definir a matriz inversa generalizada (A‘) , a matriz

inversa generalizada reflexiva (A ;) e a matriz pseudoinversa (A#) de A sdo usadas as relagGes:

AXA = A (H
XAX =X 2
(AX)” = ax ®
(xA)" =xA *

As condi¢des (1) a (4) sfo chamadas as condi¢des de Penrose. Uma matriz inversa generalizada da

mxn

matriz A eR ¢ uma matriz X=A~ e R"™™ que satisfaz a condigio (1). Por outro lado, uma matriz
q

inversa generalizada reflexiva da matriz A e R™" ¢ uma matriz X=A, e R"™™ que satisfaz as
condigdes (1) e (2). Por ultimo, uma matriz pseudoinversa da matriz A e R™" ¢ uma matriz

X=A" eR™™ que satisfaz as condigdes (1) a (4). A matriz pseudoinversa ¢ normalmente designada
por matriz de Moore-Penrose.

2.2 Matrizes inversas generalizadas

Para uma equagio linear
y = Ax &)

onde, x e R” e y ¢ R"™, uma condigdo necessaria e suficiente para a existéncia de solugdo x ¢:

"[Ab]={A] ©)

onde r[A] representa a caracteristica da matriz A.
A soligio de (5) vem:
x=A"y (7

Para uma matriz A e ™" existe, pelo menos, uma matriz inversa generalizada A~ tal que
r[A‘]zr[A]. Se, r[A’]:r[A] entdio A~ coincide com a inversa generalizada reflexiva A’ .

Geralmente A~ e A, ndo sdo Unicas. Se A ¢ uma matriz quadrada nfo singular, entdo a matriz
inversa generalizada A~ ¢ a matriz inversa generalizada reflexiva A, sfo Ginicas ¢ verifica-se que

A” =A; =A"' Além disso, as matrizes AA~ e A~ A sdo idempotentes.

Considerando uma matriz arbitraria U e R™™ e a matriz inversa generalizada A~ , entio todas as
inversas generalizadas de A podem ser representadas pela matriz X dada pela expressio:

X=A" +U-A AUAA" (8)

que se obtém realizando a manipulagfo algébrica (onde AA"A = A)
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AXA = A(A‘ +U~A‘AUAA‘)A = AA”A+AUA—(AA‘A)UAA‘A ~A+AUA-AUA=A O

2.3 Matrizes pseudoinversas

Para uma matriz A € R™" a matriz pseudoinversa A* e R™™ existe ¢ ¢ unica, contrariamente ao que
ocorre para A, e para A~ que nNio sdo necessariamente tnicas. Se os conjuntos de todas as

matrizes A~ , A, ¢ A® forem, respectivamente, S~, S e S * entdo é valida a relagdo de inclusgo:

S*tcS 8T (10
Assim, a matriz pseudoinversa apresenta as propriedades:
¥
0 (A#) =A
in (A7) =(a*)"
# 4
iii) A* :(ATA) AT =AT(AAT) .
Para uma matriz A e R™" :
)Sem<ne r(A)=m,entio AA” & nio singular e ¢ vélida a relagdo:
A# :AT(AAT)_I (l 1)
ilySem>ne r(A)=n,entio AT A ¢ nio singular e obtém-se
A*=(aTA)" A7 (12)
iiiySem=ne r(A)=n entio
A% =(a)" (13)

As matrizes A” A, AA" 1- A”A e I-AA7 sio idempotentes e simétricas, onde I representa a matriz
identidade de dimensdio apropriada. Se A e R™" ¢ uma matriz simétrica ¢ idempotente, entdo, para
qualquer matriz B e R™*” | ¢ vilida a seguinte condigio

A(BA)* =(BA)’ (14)

2.4 Resolugiio de equagdes lineares

A matriz pseudoinversa tem aplicagdes na resolugio de varios tipos de problemas que envolvam
equagdes lineares. Para uma equagio linear em x € R”

Ax=y (15)
onde A e R™" ¢ yeR™, aforma geral da solugfio, no sentido do minimos quadrados, é:
sz#y+(I~A#A)z (16)

onde zeR” € um vector arbitrario, e I é a matriz identidade de ordem apropriada. A solugfo, de entre
as definidas em (16), com norma minima é:
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x=A"y a7
Das solucdes de (15) a definida no sentido dos minimos quadrados ¢ a que minimiza o erro da norma:
minly ~ Ax” (18)

onde || representa a norma Euclidiana. A solugdo, no sentido dos minimos quadrados, ndo ¢

necessariamente tinica. Qualquer outra solugdo pode ser obtida alterando z em (16). A solugio (17) é a
que minimiza ||x| de entre todas as solugGes dadas por (16). Quando existe, pelo menos, uma solugdo

para (15), a equaciio (16) apresenta a forma geral de todas as solugOes exactas. E de notar que ambos os
termos do segundo membro de (16) sdo ortogonais, ja que:

(a%y) (1-A%A)z=y7(a*) (1-A%A)z=y" ((1-A*A)A*) z=0 19
onde se usou (2) e o facto de I-A*A ser simétrica.
2.5 Calculo das matrizes pseudoinversas

Nesta sub-secgio serdo referidos trés métodos de calculo para as matrizes pseudoinversas.

2.5.1 Cilculo por decomposi¢io em valores singulares
Se AeR™" entio ATA ¢ uma matriz ndo negativa cujos valores proprios (i.e., as solugdes de

det(M— AT A) =0) sio nameros reais ndo negativos. Sejam os valores préprios A, A, A,
(b 2hy 224, 20) efaca-se:

o; = A, i=12,.,min{mn) (20)

Obviamente que resulta 6; 26, 22 G pinsm ,y > 0. Agora a matriz A pode exprimir-se como o produto
de trés matrizes
A=Uzv7 (1)

U:(ul,u2,-~~,um) e R"™" ¢ V=(v1,v2,---,vn)eiR""” 22)

onde U ¢ V sfo matrizes ortogonais ¢ X e R"™" ¢ definida por:

(23)
0 sem<n

<
q

Esta decomposi¢io de A oferece um esquema para o calculo da pseudoinversa. Quando A é decomposta
em valores singulares como em (21) a sua pseudoinversa A* pode ser representada por:

A* =vztyT 24

onde =# & a matriz (n X m) definida por (onde p € o nlimero de valores singulares ndo nulos):

;' 0 0 (25)
4 0 . 0.0
X = 0 0 o
RN P
0 o
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2.5.2 Pseudoinversas de matrizes com caracteristica maxima
Quando a matriz A e R™" admite caracteristica mdxima, a respectiva pseudoinversa ¢ calculada
usando a matriz inversa de uma matriz nfio singular. A partir de (11) e (12) a pseudoinversa vem:
iySem<ne r(A)=m, entdo

At :AT(AAT)_I (26)

i)y Sem>ne r(A) = nentdo
At :(AAT)‘lAT 27

A partir de (13) A* =A7" sem=ne r(A)=m. Deve-se notar que (27) sugere que a pseudoinversa de

um vector a € R” pode ser calculada por
. al 28)

a" =——

la®

2.5.3 Solugiio geral de equagdes lineares

No sentido de controlar a redundéncia cinemética ¢ importante o calculo da solugdo (16). Supondo que
A admite caracteristica maxima, Klein [1] mostrou que se pode calcular de forma eficiente essa solugio
usando a equagdio (26), sem a necessidade do calculo de qualquer matriz inversa. O algoritmo seguinte
permite esse calculo:

i) p=y-Az B=AA"
ii) Resolve-se 0 sistema p = Bq
iiiy x=ATq+z
O algoritmo pode ser obtido substituindo a condigdo (26) na condi¢do (16).

3. A cinemaitica de um robot redundante

Como € sabido o modelo cinematico para um robot ¢ descrito pelas seguintes relagdes:

x=1(q) 29)
%= J(a)q (30)

onde q e qsdo vectores(n X 1) das posigdes e velocidades nas juntas, x ¢ x sd0 os vectores (m X l) das
posigdes e velocidades do orgdo terminal no espago cartesiano, f ¢ a fungfo vectorial que descreve a
estrutura cinematica do robot e J & a matriz (m x n) correspondente ao Jacobiano de f(q).

Para uma determinada posigdo do 6rgdo terminal no espago operacional, a cinemadtica inversa do robot
tem como objectivo a determinagio de um conjunto de valores de junta ¢(r) tal que a
relagio [ (q(t)) =x(¢) seja verificada. No caso de um robot redundante, isto ¢ para m <, o problema da

determinagdo da cinemdtica inversa admite solugdes multiplas. Isto sugere que € possivel explorar de
forma conveniente o aspecto redundante, introduzindo determinadas condigdes que possibilitem obter
um maior grau de “manipulabilidade” do robot na execugdo das tarefas. Outro aspecto importante
consiste na possibilidade de se evitarem as singularidades cinematicas, que ocorrem quando a matriz J,
para certas solugdes q(t) , tem caracteristica inferior a m. Nestas situagdes o robot perde a capacidade de

se mover numa determinada direcgdo, significando isto que a sua “manipulabilidade” foi reduzida. A

medida da “manipulabilidade” de um robot foi definida por Yoshikawa [2] como, p = ‘fdet(JJ T) . Esta

defini¢do significa que o valor do determinante da matriz JJ T | pode ser entendido como um indice da
capacidade de posicionamento do 6rgio terminal do robot .
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3.1 Resolugiio da cinematica inversa

A resolugdo da cinematica inversa de posicio pode ser obtida a custa da forma diferencial:
q=K(q)x G

onde K € uma matriz (n x m) determinada a partir do Jacobiano. Whitney [3] propds o uso da matriz
pseudoinversa de Moore-Penrose para a matriz K, vindo a relag8o (3) da forma:

q:J+(Q)X (32)

L o
onde J* ¢ uma matiz definida como J* =J T(JJ T ) . A primeira vista, esta solugdo ¢ interessante,

tanto mais que a matriz pseudoinversa gera um vector solugdo (de posi¢io de juntas) que admite norma
minima, no sentido dos minimos quadrados. Contudo, Bailicul [4] provou que, na pratica, as
singularidades cinemdticas nio sdo evitadas, ja que as velocidades das juntas sdo apenas minimizadas
instantaneamente, podendo ser arbitrariamente elevadas mna vizinhanga das configuragdes de
singularidade. Com vista a resolugdo deste problema, Nakamura e Hanafusa [5] propuseram o uso de
uma matriz inversa do Jacobiano calculada pelo método dos minimos quadrados do Jacobiano, da forma:

3 =37 (317 +al1)” (33)

onde o representa um factor de amortecimento, correspondendo a uma modificagdo do Jacobiano que
seja ndo singular em todo o espago de trabalho. UJsando este método, apenas se obtém uma aproximagao
da solu¢do da cinemdtica inversa. Agora o problema consiste em encontrar os valores adequados para o
que conduzam a uma solugdo de norma minima ¢ que minimize o erro da posi¢do calculada, isto é, que
torne minimo o valor de [k—Jq|. Valores altos para o ddo uma boa aproximagdo excepto nas
proximidades dos pontos singulares. Note-se que uma escolha apropriada de o. depende do menor valor
singular da matriz J que é uma medida da proximidade de pontos de singularidade [6].

Para a solugdo de (32) prova-se que uma solugio geral da equagio (30) pode ser dada por:

i = J+(q)x+[I—J+(q)J(q):Iq0 G4

onde I ¢ a matriz identidade (nxn) € §, € um vector arbitrario (mx1) de velocidade das juntas.

Assim, verifica-se que (34) deriva de (32) por adigdo de um termo homogéneo criado pelo operador
projecgdo I—J*J que selecciona as componentes de q, no nicleo de J, ja que q, produz apenas um
movimento “interno” das juntas mantendo, sem alteragdo, a posigdo do érgdo terminal.

Outro problema apresentado pela solugio de (32) consiste no facto da repetibilidade dos valores de
juntas para trajectorias repetitivas (de formas geométricas fechadas) ndo ser preservada, o que ndo é
desejavel em muitas situagdes.

4. Aplicacio para o robot planar 3R

Nesta secgdo aplica-se a formulagdo matematica desenvolvida anteriormente no controlo de trajectéria
de um robot planar com 3 graus de liberdade. Este robot ¢ considerado redundante pois tem 3 juntas
(n = 3) e pretende-se que execute trajectorias no espago cartesiano (m = 2).

A cinematica directa € o Jacobiano do robot 3R sdo dadas por:

{x} _ [ZICI +hLC, +13C123} e J= [_llsl LS, LS LS5, 58Sy ‘I3S123}

¥y LSy +1,8), +138)5 HhG +5LC, +5C,;  LC,+5C,; LGy (35)

onde S; , =sin(g,+ +q,) e C, , =cos(q,+ +q;).
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Nas experiéncias considerou-se o robot 3R, com /, =/, =/; =05m , impondo-se a0 6rgao terminal uma
trajectoria circular repetitiva no espago operacional definida por:

0.25[1-cos{nt ]
025[2+sin(nt )| |

x(f) = 0<t<26 36)

A posi¢8o inicial das juntas ¢:

q(O)z[n -nf2 ~7t/2]T G7

que corresponde a uma posicdo inicial do 6rgdo terminal x(0) = [0 O‘S]T . As posicdes nas juntas so
calculadas de acordo com o sisterna em malha fechada dada pelas equagdes:

Ax{ty ) = X,y (1) =x(t1) (38)
Aq(tk) =J* (q(z‘k ))Ax(tk) G9
a(ter) = afte ) + Aq(t,) (40)

5(tn) = S (a(7enr)) (1)

onde ¢, e f,,, sdo dois instantes consecutivos de amostragem.

A figura 1.-a) mostra as diferentes posi¢des no inicio de cada novo ciclo. E visivel a variagio da
configuragdo que ocorre quando se adoptam as matrizes pseudoinversas no controlo da trajectéria. A
figuras 1.-b) mostra a evolugdo temporal das posigBes nas juntas e a variagdo do indice de
manipulabilidade .

41
54

Figura. 1.-a) Trajectéria de referéncia e configuragio no inicio de cada novo ciclo
b) Evolugio temporal das posigdes das juntas

5. Conclusdes

Neste trabalho apresentaram-se os aspectos fundamentais da teoria das matrizes inversas generalizadas
assim como vérios métodos para o calculo de matrizes pseudoinversas. Nesta perspectiva, foi analisada a
cinematica directa de robots redundantes e adoptaram-se matrizes pseudoinversas para a resolugic da
cinematica inversa.

Estas técnicas foram aplicadas ao controlo de trajectorias de um robot 3R planar verificando-se que ndo
se consegue um comportamento periddico das posiges das juntas quando se percorre uma trajectoria
repetitiva.
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