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Prefacio

OBJETIVOS

Esta obra foi especialmente concebida para auxiliar estudantes, nomeadamente das
Licenciaturas em Faculdades ou Institutos Superiores nas areas das Ciéncias Exatas
e tem como objetivo principal fornecer uma preciosa ferramenta de treino, constituida
por um elevado numero de exercicios resolvidos e exercicios propostos com solugao,
que ilustram os temas que sdo objeto de estudo. Neste sentido, € uma mais-valia
na preparacao de estudantes para a realizagdo de provas de avaliagdo de Analise
Matematica ou Calculo, unidade curricular transversal das Licenciaturas nas areas das
Ciéncias Exatas.

MOTIVAGCAO

O atual paradigma do processo de ensino e aprendizagem orienta cada vez mais
para um trabalho auténomo de cada estudante. No entanto, € necessario fornecer ao
estudante ferramentas de trabalho adequadas aos seus interesses e as suas necessi-
dades. Este projeto arrancou a partir de uma compilagdo de apontamentos preparados,
para responder as necessidades dos estudantes na preparacdo para 0s exames, nas
unidades curriculares de Matematica, no sentido de facilitar o estudo e a interioriza-
¢ao dos conceitos, auxiliando na consolidagdo dos mesmos e no desenvolvimento de
métodos de trabalho. Procuramos, assim, motivar os estudantes na aprendizagem e,
consequentemente, ajuda-los a alcangar o0 sucesso no seu percurso académico.

CONTEUDO

Este livro é composto exclusivamente por exercicios retirados dos exames realizados,
nos ultimos anos, em avaliagbes de unidades curriculares de varias Licenciaturas
em Engenharia. As autoras, tiveram a preocupagéo de apresentar a resolugdo dos
exercicios com grande detalhe e clareza, de modo que, cada resolugdo contribua para
uma aprendizagem consistente das matérias abordadas. Este livro, Andlise Matematica
Il (Resumo Tedrico, Exercicios Resolvidos e Propostos), aborda os assuntos: céalculo
diferencial em R”, equagdes diferenciais ordinarias, transformadas de Laplace e inte-
grais duplos e vem complementar um outro livro j& publicado pelas mesmas autoras,



Andlise Matematica | (Resumo Teorico, Exercicios Resolvidos e Propostos) que aborda
os assuntos, calculo diferencial em R, célculo integral e séries numéricas, para que
seja abordada a maior parte das matérias das unidades curriculares de matematica das
Licenciaturas em Faculdades ou Institutos Superiores nas areas das Ciéncias Exatas.

ORGANIZACAO

A obra é composta por quatro capitulos, estando cada capitulo dividido em trés secgdes.
Na primeira seccao, é apresentado um breve e sucinto resumo tedrico das matérias
abordadas nos exercicios. Na segunda secgao, estdo dez propostas de exames
resolvidos. Na terceira seccao, estdo dez propostas de exames com solugdes que se
pretende que funcione como barémetro para a avaliagdo da aquisi¢édo de conhecimentos
nas duas primeiras secgdes.

AGRADECIMENTOS

Gostariamos de agradecer a todos os colegas que de alguma forma, direta ou indireta-
mente, ajudaram na concretizacao deste projeto, assim como o apoio incondicional das
nossas familias.

Gostariamos também de agradecer a nossa editora, nomeadamente ao nosso editor
Manuel Robalo, pelo seu apoio e compreensdo em momentos mais sensiveis e ao
Pedro Mota pelo seu contributo fundamental na forma e na estrutura desta obra.
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-1.1-
RESUMO TEORICO

1.1.1. Funcoes reais de n variaveis reais: dominio,
contradominio e representacao grafica

Definicao 1.1. Fungdes de varias variaveis

Uma fungdo real f de n varidveis reais, definida em D C R", é uma correspondéncia
que a todo o elemento de D associa um Unico elemento z de R:

f:DCR” — R

(X1:---5Xn) — Z = f(X1,X2,...,Xn).

As variaveis x1, Xz, ..., X, da-se o nome de varidveis independentes ou argumentos da
fungao f e a z da-se 0 nome de varidvel dependente.

Definicdo 1.2. Dominio de uma funcao de varias variaveis

O dominio de uma fungao de varias variaveis em R”, consiste no conjunto dos pontos
para os quais a fungéo esta definida, ou seja, a regido D C R” tal que os valores
calculados da funcéo para todo (x1, Xz, ..., X5) € D, resultem em valores f(xi, Xz, ..., Xn)
finitos e reais.

Definicdo 1.3. Contradominio de uma funcao de varias variaveis

O contradominio ou imagem, D', de uma fungdo de varias variaveis consiste no
conjunto de todos os valores assumidos pela variavel dependente, ou seja,

D' = {f(x1, Xz, .., Xn) € R : (x4, Xz, ..., Xa) € D}.
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Definicao 1.4. Representacao grafica de uma funcao de varias variaveis

Chama-se grdafico de uma fungéo, f : D C R” — R ao conjunto,
Gr = {(X1, X2, evvy Xn, Xps1) € R™ 2 (%1, X2, .o Xn) € DA X1 = F(X1, Xo, e Xn) b

O gréfico de uma fungéo f : D C R” — R é uma hipersuperficie do espago R™".

1.1.2. Funcoes reais de duas variaveis

1.1.2.1. Definicao e representacao grafica

Definicao 1.5. Fungao de duas variaveis

Uma funcdo z = f(x, y) de duas variaveis é uma fungio com dominio D C R? e
contradominio z € R.

A variavel z da-se o nome de varidvel dependente e as variaveis x e y da-se o nome
de variaveis independentes.

A Figura 1.1. apresenta uma representagao esquematica do dominio e do contrado-
minio de uma funcéo de duas variaveis.

Figura 1.1. Dominio e contradominio de uma fun¢éo de duas
variaveis.

vz = f(x, y)

(x:y)
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Definicao 1.6. Representacao grafica de uma funcao de duas variaveis

Seja f : Df C R? — R uma funcdo com duas variaveis, de dominio D;. O gréfico de f
é uma superficie de R® de equagéo z = f(x, y),

Gr={(x,y,2) ER®: (x,y) € Ds Az = f(x,y)} ou

Gr = {(x,y, f(x,y)) € R®: (x,y) € Dr}.

O gréfico Gy de f localiza-se na parte superior ou na parte inferior, relativamente ao
seu dominio Dr no plano XOY.

A Figura 1.2. apresenta um exemplo de uma representacao grafica de uma fungéo
de duas variaveis.

Figura 1.2. Fungéo de duas variaveis.

(x, y, f(x, y))
Gs )

t F(x, y)

Dr (X, ¥, 0)

/

X

1.1.2.2. Curvas de nivel

A representagdo geométrica de uma fungao de duas variaveis nem sempre é facil.
Quando queremos uma visdo geométrica da fungéo, podemos recorrer as curvas de
nivel, que se obtém através do corte, por planos horizontais, da superficie representativa
da fungéo. As curvas de nivel dao-nos assim informagao sobre o grafico da fungéo.
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Definicdo 1.7. Curvas de nivel

A curva de nivel de uma fungao real de duas variaveis f, de valor k, é a projegao
ortogonal sobre o plano XOY da curva obtida pela intersecao do gréafico de f com o
plano z = k. Pertencem a curva de nivel k os pontos (x, y) € D; para os quais o
gréfico de f tem cota k, ou seja, f(x,y) = k, k € R

Por exemplo, em topografia, uma curva de nivel, une pontos com a mesma altitude
relativamente ao nivel do mar.

Definicao 1.8. Mapa de contornos

Um mapa de contornos de uma fungdo f de duas variaveis € a representacao grafica
das curvas de nivel de f para os diferentes valores de k.

A Figura 1.3. apresenta um exemplo de representagao de curvas de nivel de uma
piramide retangular e respetivo mapa de contornos no plano XOY.

Figura 1.3. Curvas de nivel e mapa de contornos de uma
piramide retangular.




CAPITULO 1. FUNGOES REAIS DE VARIAS VARIAVEIS 17

1.1.2.3. Derivadas parciais

A taxa de variagdo de uma fungéo de varias variaveis pode ser estudada tendo por
base a taxa de variagdo de fungdes com uma sé variavel, considerando que apenas
uma dada variavel sofre um incremento, e mantendo-se as restantes constantes.

Consideremos a funcéo real de duas variaveis reais f(x, y). Se fixarmos a ordenada
¥, no valor yp, podemos definir a fungéo real de uma sé variavel real

9(x) = £(x, yo)-

Se a funcgao for derivavel em xy, & derivada de g em Xy, g’(Xo), damos o nome de
derivada parcial de f em ordem a x, no ponto (X, o) € representamos por,

9'(x0) = f;(X0, Y0)-

O mesmo raciocinio é feito se fixarmos a abcissa.

Definicao 1.9. Derivadas parciais

Se f é uma funcéo de duas variaveis, as suas duas derivadas parciais no ponto (xo, yo)

sao: f A - )
/ o Xo + AX, Yo) — (X0, Jo) .

R Y

f(x0, Yo + Ay) — f(Xo, Yo)

R A

Se z = f(x, y), podemos escrever nas seguintes notacdes:

/ i_ 0 _of_0z,
f(x,y)=1f = axf(x,y) = 9% = ox’

/ , 0 of o
Boy) =t = g fxy) = 5= 50

Regras de calculo para as derivadas parciais de z = f(x, y):

1. Para encontrar f,, consideramos y como uma constante e derivamos f(x, y) em
ordem a x.

2. Para encontrar fy’, consideramos x como uma constante e derivamos f(x, y) em
ordem a y.
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