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RESUMO

Este trabalho consiste numa descricdo da importante descoberta obtida por E. Lorenz quando trabalhava
num modelo para previsdo meteoroldgica: o efeito borboleta. Na resolugdo de um sistema por processos
iterativos, Lorenz verificou que uma simples diferenca na ordem das décimas de milésimas e numa sé
varidvel traduzia-se em solugdes completamente diferentes das anteriores obtidas. Este efeito reflecte a
sensibilidade as condigdes iniciais do sistema, que é uma caracteristica essencial dos sistemas caoticos,
e observével em dreas da ciéncia tdo diferentes, como a Matematica, a Fisica, a Biologia, a Economia, a
Gestao, entre outras.

PALAVRAS-CHAVE: Atractores, Caos.

INTRODUCAO

Desde os primérdios, a ciéncia avanca fruto da curiosidade e inteligéncia humanas.
Estas caracteristicas levaram o homem, em particular, a procurar padrées naquilo
qgue, aparentemente, era aleatério. Durante milhares de anos, os cientistas
acreditavam que, na posse das leis que regem a realidade e a determinam, seria
possivel prever o futuro. Pierre Simon Laplace afirmava que «uma inteligéncia que,
num dado instante, conhecesse todas as variaveis do Universo, abarcaria na mesma
formula os movimentos de todos os corpos: nada seria incerto para ela, o futuro,
tal como o passado, estaria presente a seus olhos». Hoje, o determinismo & apenas
um conceito tedrico: nunca possuiremos aparelhos de medida suficientemente
poderosos para que oS erros experimentais ndo influenciem as previsoes.

Curiosamente, foi no seguimento da procura de um padrdo em comportamentos
aleatérios que surgiu a Teoria do Caos ().

Imaginemos um saco com berlindes. Se o despejarmos no chdo, os berlindes
espalham-se e é praticamente impossivel prever a posicédo final de cada um, embora
possamos ter uma ideia da regido que irdo ocupar. Mais ainda, gqualquer repeticéo
da experiéncia ndo produzird o mesmo resultado, isto €, ndo conseguiremos que 0s
berlindes ocupem a mesma posicdo da primeira experiéncia, por mais que tentemos
repetir as condicbes iniciais do despejo. Esta facto deve-se & impossibilidade de
termos em conta tudo o que pode influenciar a experiéncia, como sejam a posicao
do saco em relagdo ao chdo, a distribuicdo dos berlindes dentro do saco, as

pequenas irregularidades de cada berlinde e do chdo, o movimento de despejo, etc.

(') Departamento de Matemdtica da ESEIG, IPP, fernandaamelia@eseig.ipp.pt
() A utilizacdo do termo caos em Sistemas Dindmicos foi introduzido pela primeira vez em 1975 por Li e Yorke.
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Este exemplo ilustra bem o conceito de sensibilidade as condigbes iniciais introduzido
por Henri Poincaré em 1908. Entre inUmeras descobertas e invencbes, Poincaré
fundou a moderna teoria qualitativa dos sistemas dindmicos. Vérios matematicos
forneceram contribuicbes importantes a teoria de Poincaré, como Birkhoff, Cartwright,
Littlewood, Levinson, Kolmogorov e Smale entre outros, tendo entdo surgido um
novo campo de investigacao sobre Sistemas Dindmicos: a Teoria do Caos.

Esta teoria sofreu uma grande evolugdo nas Ultimas décadas, em particular
devido ao forte desenvolvimento da informética. Edward Lorenz, um matematico
dedicado @ meteorologia, foi um dos primeiros utilizadores da informatica. Em
1961, programou no seu computador, um arcaico Royal McBee, um simulador de
clima, que Ihe viria a proporcionar uma curiosa e importante descoberta. O modelo
em que Lorenz trabalhava era composto por doze equacgbes diferenciais, e o
computador imprimia séries de nimeros qgue representavam a evolugdo da presséo,
temperatura, velocidade e direcgdo do vento. Um dia, no Inverno de 61, Lorenz
quis reexaminar uma sequéncia temporal do seu simulador. Para ser mais rapido,
comecou a meio, utilizando os ndmeros da série anterior como ponto de partida.
As duas séries deveriam ser exactamente iguais, mas logo apo6s alguns termos
(meses simulados) divergiram e perderam qualguer semelhanca. Lorenz comecou
por pensar numa avaria do computador, mas veio a reparar que a razdo era outra: o
computador guardava, em memodria, 0s nUmeros com seis casas decimais, mas so
imprimia as trés primeiras. Lorenz cometeu, assim, um erro da ordem dos décimos
de milésimos — o suficiente para alterar completamente a evolugdo do sistema.
Lorenz baptizou este efeito como o «efeito borboleta», devido & forma como foi
colocado o problema:

«Serd que o bater das asas de uma borboleta hoje em Téquio pode provocar
uma tempestade violenta sobre Nova York em poucas semanas?»

Este efeito reflecte a sensibilidade as condigdes iniciais do sistema — caracteristica
essencial dos sistemas cadticos. '

Lorenz prosseguiu a analise do modelo meteorolégico, reduzindo-o a apenas
trés equagbes diferenciais que ficaram conhecidas por equagdes de Lorenz (ver
equagdes (3.1)). Utilizando novamente um computador, representou graficamente
o comportamento dessas equacdes, tendo obtido um grafico — designado Atractor
de Lorenz (ver Figura 2) —com a forma de dupla espiral no espago, sem um
comportamento ciclico, visto que nunca passava duas vezes no mesmo ponto, mas
restringido a um determinado volume. Chama-se atractor ao estado final a que tende
um sistema dindmico, independentemente do ponto de partida. Um péndulo em
movimento converge para uma oscilagdo de perfodo constante; uma bola a rolar sobre
uma superficie com atrito converge para a situacdo de velocidade nula. O atractor de
Lorenz ndo corresponde nem a uma érbita regular nem a imobilizacdo: é um «atractor
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estranho» - O sistema nunca assume o mesmo estado duas vezes, apesar de haver
uma vizinhanca mais povoada. O sistema € cadtico, imprevisivel, mas ao mesmo
tempo revela um peculiar tipo de ordem: converge para um atractor determinado.

SECCAO DE POINCARE

Os modelos matematicos utilizados para descreverem fenémenos fisicos que
mudam continuamente servem-se de equacées diferenciais. Escolhendo um
ponto de partida, isto € um conjunto de condigdes iniciais para a equacao, as
coordenadas do movimento subsequente séo as solugdes da equacéo diferencial
com essas condi¢gdes iniciais. O movimento de todos os pontos iniciais possiveis
pode ser visualizado pensando num fluido imaginario, fluindo ao longo das
trajectérias da equacdo. E usual designarmos a imagem de como essas linhas de
fluxo se dispéem por espago de fase da equacgéo: O fluxo & indicado por linhas
curvas, correspondendo & evolucdo no tempo de vérios pontos iniciais, com setas
indicativas da direcgdo do movimento com o decorrer do tempo.

Foi com descobertas na drea das equacoes diferenciais que Poincaré obteve o seu
doutoramento na universidade de Paris. Poincaré é apelidado por muitos, como o
«lltimo universalista», o Ultimo matematico capaz de trabalhar em todas as areas
da sua ciéncia. Poincaré ganhou o prémio atribuido pelo rei Oscar Il da Suécia
para a resolugéo do problema «Serd o sistema solar estavel?», sem, contudo o
ter solucionado; o prémio deveu-se aos enormes progressos que fez na direccdo
da resolugado do problema, criando, para o efeito, uma nova area da matemaética
a Topologia. E no artigo intitulado «Sobre o Problema de Trés Corpos e as
Equacdes da Dindmica», publicado em 1890, que Poincaré apresenta os resultados
fundamentais nesta direccdo. Na primeira parte estabelece propriedades gerais das
equacdes dindmicas, e na segunda parte aplica os resultados ao problema de um
numero arbitrério de corpos que se movem sob o efeito da gravitacdo newtoniana.

O movimento de dois corpos - e estamos a pensar num universo constituido apenas
pelo Sol e pela Terra — & periodico (de periodo um ano). Daqui resulta que a Terra ndo
pode cair no Sol nem escapar-se para o infinito, pois se assim nao fosse, tal teria de
acontecer todos os anos. Ora, uma situacdo destas néo se pode verificar mais do que
uma vez, € Como nao ocorreu o ano passado, nunca acontecerd. Vemos assim que a
periodicidade é uma forma Util de constatarmos a estabilidade. Uma questéo importante
&, entdo, analisar a periodicidade dos movimentos. Imaginemos que o estado de um
sistema ¢ descrito pelas coordenadas de um ponto num espaco de fases. Esse ponto
deve mover-se, & medida que o sistema evolui no tempo, descrevendo uma curva.
Assim, se um sistema regressar a um estado anterior, a curva fecha-se. Vejamos a
ideia de Poincaré para encontrar essas curvas fechadas. Consideremos o movimento
de um satélite em &rbita & volta da Terra. Pretendemos saber se o movimento é
periddico. Em vez de observarmos o satélite ao longo de toda a trajectéria, dirigimos o
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telescépio de modo a vermos um plano na direcgdo norte-sul, apontando directamente
para cima a partir do centro da Terra. De vez em quando atravessa esse plano.
Registamos o ponto, a velocidade e a direcgdo em que o faz pela primeira vez. Se o
movimento for periédico, o satélite acabard por atravessar o plano no mesmo ponto,
com a mesma velocidade e na mesma direccdo com que o fez pela primeira vez.
Deste modo, para encontrarmos uma solugédo periédica, consideramos uma superficie
de estados iniciais — designada secc¢do de Poincaré — e seguimos a evolugdo de cada
um até intersectar de novo a superficie. Se essa interseccéo coincidir com o ponto de
partida, estamos na presenga de uma solucao periodica.

Figura 1 — A secgéo e a fungédo de Poincaré

Poincaré, embora nao tenha obtido uma solucdo explicita para o problema do
movimento de trés corpos, concluiu, através de uma andlise qualitativa do
sistema de equagbes correspondente ao problema, que este evoluia no sentido
de comportamentos extremamente irregulares, complexos e ndo-periddicos — hoje
designados comportamentos cadticos.

Devemos referir, aqui, que a descoberta da existéncia destes comportamentos
provocou um enorme choque na ciéncia, pois contrariava profundamente tudo o
gue se conhecia e a Mecanica Celeste previa. E, contudo, podemos observar este
tipo de comportamentos em areas da ciéncia tdo diferentes, como a Matematica, a
Fisica, a Biologia, a Economia, a Gestdo, etc. As variagdes climéticas e as oscilagbes
da bolsa de valores sdo dois bons exemplos de fenémenos cadticos: fendbmenos
onde ndo hé previsibilidade.

O ATRACTOR DE LORENZ
Vou, agora, descrever um dos exemplos mais interessantes de atractor cadtico,
descoberto, um pouco por acaso, por Edward Lorenz: o atractor de Lorenz.

E. Lorenz contribuiu fortemente para o desenvolvimento dos Sistemas Dindmicos,
com o seu famoso artigo «Deterministic nonperiodic flow», publicado ha quatro
decadas no Journal of Atmospheric Sciences.
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E. Lorenz, um meteorologista do MIT (Massachusets Institute of Technology)
com forte vocagdo matemética, estava interessado em estabelecer um modelo
que permitisse uma previsdo meteoroldgica com precisdo. Ja existiam modelos
matematicos que imitam o comportamento da atmosfera usando processos
iterativos. O mais famoso destes modelos é hoje, sem duavida, o atractor de
Lorenz, um objecto tridimensional, cujo corpo lembra uma borboleta. Este
atractor foi descoberto por E. Lorenz, em 1961, quando trabalhava num modelo
informaético ) de previsdo meteoroldgica, baseado em doze equacdes diferenciais
obtidas por B. Saltzmann para descrever um tipo simples de conveccédo. Como
se sabe, o transporte de energia pode efectuar-se de trés maneiras diferentes:
radiagdo, conducdo e conveccdo. O transporte de energia por conveccdo é
o transporte de energia tipico dos fluidos, e & observado nas mais diversas
situagbes que vao desde a dgua a ferver numa panela até ao interior das estrelas.
As equacbes diferenciais que permitem estudar a conveccdo sdo as célebres
equagbes de Navier-Stokes, cuja solugdo analitica ndo é conhecida apesar dos
muitos esforgos realizados nesse sentido. Assim, a convecgdo é em geral
estudada em casos particulares (alguns mesmo muito particulares) e Saltzmann
tinha estudado o modelo de Rayleigh de conveccédo térmica de fluidos, usando
Anédlise de Fourier, ou melhor, desenvolvimentos em séries de Fourier com
coeficientes dependentes do tempo (obviamente do tempo ¢ da Mecéanica e
ndo do tempo meteorolégico). Em particular, Saltzmann (1962) determinou um
sistema de equacdes diferenciais ordinérias (e ndo de derivadas parciais como
é o caso geral de Navier-Stokes), correspondendo cada uma delas a cada um
dos coeficientes dependentes do tempo ¢. Tratava-se de uma possivel solucdo
desde que os modos de baixa frequéncia dos desenvolvimentos em série de
Fourier fossem em nuUmero limitado. Caso contrério, o problema mantinha-se
praticamente insoldvel. '

Baseado nas observacbes de Saltzmann que afirmava que as soluces
numéricas do seu sistema atingiam um comportamento final em que somente
alguns modos continuavam a oscilar, tendo os outros modos atingido valores
de equilibrio, Lorenz decidiu analisar a dindmica dos primeiros trés modos das
series de Fourier, o que o levou a um sistema de trés equacdes diferenciais em
gue o primeiro modo, x(?), é o primeiro termo no desenvolvimento em série
de Fourier do movimento convectivo, o segundo, y(t), é o primeiro termo no
desenvolvimento em série de Fourier da temperatura a variar na horizontal e o
terceiro modo, z(?), analisa o comportamento da temperatura na vertical (da base
para o topo da atmosfera).

) O computador de Lorenz, um Royal McBee LGP-30, tinha 16 Kb de memaria interna & podia efectuar B0 multiplicagdes por segundo. A integracéo
numérica de um sistema de doze equagbes diferenciais era efectuada & velocidade de cerca de uma interagao por segundo.
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Partindo, entédo, do modelo. de Saltzmann, Lorenz conseguiu reduzir o nimero de
equacdes diferenciais de doze para trés:

X=-0x+ 0y
=pX—y-—xz
=-f3z+xz 3.1)

que constituem o hoje célebre sistema de Lorenz, mas cuja celebridade ndo se deve
a grandes progressos na previsdo meteorologica, mas sim ao seguinte fenémeno,
considerado na época verdadeiramente extraordinério: ao resolver o sistema por
processos iterativos, Lorenz descobriu que uma simples modificacédo de um dos
valores iniciais de 0,506127 para 0,506 conduzia a resultados dramaticamente
diferentes. Quer dizer, uma simples diferenca na ordem das décimas milésimas
e numa sé varidvel, que pareceria um arredondamento, traduzia-se em solucées
completamente diferentes das anteriormente obtidas. Uma concluséo imediata foi
a «explicacdo» das razées da imprevisibilidade do clima. Outra conclusdo, muito
mais importante, foi o estudo profundo e meticuloso do sistema de Lorenz, que
€ hoje um dos exemplos tipicos do estudo de Sistemas Dindmicos. Em linguagem
de Sistemas Dindmicos, o sistema de Lorenz & um atractor e é mesmo um atractor
cadtico, Como vamos ver.,

Para compreender o atractor de Lorenz, imaginemos uma caixa rectangular
que apenas contém ar dentro de si. Se aquecermos a parte inferior da caixa e
arrefecermos a parte superior, assistimos a um movimento de conveccao do ar no
interior da caixa. O ar que estd em baixo sobe e o ar frio da parte de cima desce.
De facto, ¢ isto que realmente acontece com a atmosfera terrestre. Nas equacoes
de Lorenz, as varidveis x, y e z representam, respectivamente, o fluxo convectivo, a
distribuicdo de temperatura horizontal, e a distribuicdo de temperatura vertical; o, B
e p sdo parémetros que representam, respectivamente, a razao entre a viscosidade
e conductividade termal, a diferenca de temperatura entre o topo e a base da caixa,
e a razao entre a altura e largura da caixa. Lorenz utilizou os valore o = 10, B = 8/3
e p = 28, para os guais descobriu uma dindmica invulgar.

O comportamento do modelo de Lorenz é representado tracando as suas varidveis
no espaco de fases, isto &, para cada célculo sucessivo de x, y e z, tracamos o
ponto correspondente num espaco de fases tridimensional. Num sistema linear,
obteriamos tipicamente trajectérias que convergiriam para um ponto fixo estavel ou
para um ciclo limite correspondendo a uma variagéo periédica. Lorenz descobriu que,
para os valores dos pardmetros referidos acima, as trajectérias deste sistema nunca
acabam num ponto fixo nem num ciclo limite estéavel, e, contudo, nunca divergem
para o infinito — algo muito fora do que anteriormente se considerava usual. E por
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Figura 2 — O Atractor de Lorenz

isso que ao atractor gerado por estas equagdes se chama atractor estranho. O fluxo
descrito pelas equacbes (3.1) ndo é hiperbdlico, nem estruturalmente estéavel. Por
outro lado, o seu comportamento dindmico parece bastante robusto: o sistema
é imprevisivel mas converge para um comportamento determinado. A Figura 2
representa a solugdo de (3.1), obtida por integragdo sobre um longo perfodo de
tempo, e ilustra a complicada estrutura geométrica do atractor estranho, que tem
aquela forma de «borboleta». Sensibilidade corresponde ao facto de que trajectdrias
gue comecam em dois pontos proximos, tipicamente terminam &s voltas em
«asas» diferentes da «borboleta». Existem &rbitas no atractor estranho que sdo
densas nele, resultando assim que o atractor seja dinamicamente indecomponivel:
Nao pode ser decomposto em subconjuntos fechados e invariantes por accéo do
fluxo. Um outro facto importante deste modelo é que o atractor contém um ponto
de equilibrio: O(0,0,0) — as solugbes parecem abrandar ao passar préximo dele.

Vamos considerar um modelo geométrico para as equagdes de Lorenz. Seja g
0 campo de vectores associado ao fluxo. Pode-se mostrar que, para quaisquer
valores dos pard@metros, @, B e p proximos dos considerados por Lorenz, a derivada
DgO (que é uma matriz cujos termos sdo derivadas parciais) possui um valor
préprio positivo, 7\1 > (), e dois valores préprios negativos, —7\2 < —)\3 < 0. Como
consequéncia, existem duas trajectérias 'y, e Y_ que se movem a partir de O em
sentidos contréarios com a evolugéo do tempo (ver Figura 3). A unido de vy, e y_
com o ponto de equilibrio é chamada a variedade instdvel de O, e representada por
W* (O). Além disso, existe uma superficie bidimensional que contém o ponto de
equilibrio e formada por solugdes que convergem para O, quando o tempo tende
para +oo — € chamada a variedade estavel de O, e representada por W* (O).
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Figura 3 — Modelo geométrico de-Lorenz.

Observagbes numéricas indicam que existe uma regido bidimensional 2 que é
intersectada transversalmente pelas trajectérias correspondentes ao fluxo, e que
também intersecta a variedade estavel W* (O) ao longo de uma curva T'. Além
disso, as trajectorias vy, e y_ também intersectam 2. Na verdade, todas as
trajectérias que comecam em qualquer das duas componentes conexas de Z\I'
também intersectam X ao fim de algum tempo. A definicdo precisa de interseccdo
transversal é uma interseccdo de variedades tal que, a partir de qualquer ponto
na interseccao, todas as direcgbes no espaco de fases podem ser geradas por
combinagdes lineares de vectores tangentes as variedades. Esta definigdo parece
gstar de acordo com a nocdo comum de transversal, excepto por exeMplo no
caso de duas curvas se intersectarem num espaco tridimensional, pois neste caso
a interseccdo nunca é transversal, uma vez que combinacbes lineares dos dois
vectores tangentes geram no maximo um plano. Uma interseccéo transversal de
variedades num espaco tridimensional exige no minimo uma superficie a intersectar
uma curva.

Voltando ao nosso modelo geométrico podemos dizer que 2 actua como
uma «armadilha»: solugbes que a atingem ndo podem deixar de retornar 2 a
indefinidamente (a ndo ser que atinjam T', e nesse caso simplesmente convergem
para O e nunca mais voltam a ). O comportamento destas trajectérias pode -
ser entendido por observacdo dos pontos cujas trajectorias intersectam 2
sucessivamente. Ou seja, o estudo dindmico do fluxo original pode ser reduzido
ao da funcdo de Poincaré z — P(z), que a cada ponto z € 2\I" associa o ponto
P(z) onde a trajectoria de z intersecta 2. A Figura 4 apresenta uma representacao
esquematica da imagem de 2\I pela funcao P.
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Figura 4 — A imagem da fungdo de Poincaré P

Uma outra propriedade importante é a existéncia de uma folheacdo — decomposigao
da seccdo transversal 2 em segmentos de curva «paralelos» (no sentido em que
ndo se intersectam), as folhas da folheacdo, — que é invariante pela fungdo de
Poincaré P: se z, e z, séo pontos de uma mesma folha, entéo as suas imagens,
P(z)) e P(z,), também pertencem a uma mesma folha. Podemos pensar as folhas
como as linhas verticais na Figura 5. Além disso, a folheagdo é contractiva: dados
dois pontos, Z, € Z,, numa mesma folha, a distancia entre P* (z]) g P (zz) converge
exponencialmente para 0, quando n tende para +co.

Notemos que a existéncia da secgao transversal permite passar do fluxo tridimensional
para a fungdo bidimensional P. A importancia da existéncia desta folheagdo reside no
facto de permitir reduzir ainda mais a dimensao do problema. Com efeito, pontos na
mesma folha da folheagdo tém, essencialmente, o mesmo comportamento no futuro,
em virtude das suas trajectdrias ficarem cada vez mais proximas. Assim, a dinamica da
funcéo P fica determinada pela andlise da trajectéria de um Unico ponto em cada folha
- por exemplo, 0 ponto de intersecgdo da folha com um segmento horizontal dado.

r

b

P(y,)

x ¢ fx)

Figura 5 — Definigéo da fungéofno intervalo 1.
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Clarifiguemos um pouco esta ideia, com a ajuda da Figura 5. Consideremos um
segmento horizontal ICX; por exemplo, o lado inferior de 2, que, por conveniéncia,
devemos pensar como um intervalo real, digamos, I=[0,1]. Dado um ponto x €1,
seja v, a folha que o contém. Pela invaridncia da fungdo de Poincaré, a imagem de
.Y, P y,), esté contida numa folha vy,. Definimos uma funcéo f em I que ao ponto x
associa o ponto f{x), de interseccéo de vy, com 1. O grafico de f esté representado na
Figura 6, onde vemos uma descontinuidade no ponto ¢ € I, correspondente & folha T.
Outra propriedade da funcdo f é a expansividade: existe uma constante T > 1 tal que

d(f(x).f(y))=ztd(x,y),

para quaisquer pontos X, y localizados no mesmo lado do ponto de descontinuidade c.

C
Figura 6 — O gréfico da fungéof.

Estas propriedades s&o utilizadas para provar que o fluxo exibe um atractor
estranho A, que contém o ponto de equilfbrio O. O atractor é o fecho do conjunto
das trajectérias que intersectam a seccdo transversal 2 uma infinidade de vezes
no passado (bem como no futuro). Qualquer trajectéria passada que intersecte 2
“acumula em A, e estas trajectdrias formam uma vizinhanca do atractor.

Contudo, estas trajectérias sdo sensiveis as condigdes iniciais. Com efeito, sejam z
e w dois pontos proximos, cujas 6rbitas progressivas intersectam . Os pontos de
intersecgéo estardo em duas folhas diferentes, Y, e Y, da folheacdo (correspondentes
a pontos préximos, x e y, de I). Os pontos da intersecgdo seguinte das trajectérias do
fluxo com 2 estardo em duas folhas, Y',ey',, correspondentes aos pontos f(x) e f(y)
de I. Pela expansividade de f, d{y', v’ )<d(y_, v,), pelo que a distancia entre duas
trajectérias do fluxo em interseccdes sucessivas com 2 & crescente.

Uma outra conclusdo importante é que o atractor contém érbitas densas (o mesmo
¢ dizer que é dinamicamente indecomponivel).

Concluindo esta anélise, eis o que parece acontecer:

1. Ha um atractor (Figura 2), contendo uma singularidade que é a origem (0,0,0)
cujo vector associado & (0,0,0).
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2. Esse atractor é «pleno» de Orbitas periddicas, ou, em termos de sistemas
dindmicos, o conjunto de 6rbitas periddicas é denso no atractor: préximo de
gualguer ponto do atractor passa uma orbita periddica.

3. Existe no atractor uma regido bidimensional que parece actuar tipo «buraco negron:
as solugdes gue passam nessa regido nédo podem deixar de retornar a essa regido
{a ndo ser que pertengam & variedade estavel da origem, e nesse caso convergem
para a origem, ndo voltando jamais a regido bidimensional considerada).

4. A regiao bidimensional considerada em 3. é intersectada transversalmente pelas
trajectérias correspondentes ao fluxo, e daf poder chamar-se seccdo transversal,
gue pode ser decomposta em segmentos de curva «paralelos» (no sentido em
gue nao se intersectam) e que sdo as folhas de uma «folheagao».

5. A folheacéo é invariante sob accédo de um operador: a funcdo de Poincaré (funcéo
gue transforma todos os pontos de uma secgdo de Poincaré nas respectivas
imagens, seguindo trajectérias até voltarem a seccdo de Poincarg).

6. O fluxo exibe um atractor estranho que contém o ponto de equilibrio (0,0,0), e é
o fecho do conjunto das trajectérias que intersectam a secgao transversal.

7. As trajectérias mencionadas séo sensiveis as condigbes iniciais.

8. O atractor contém orbitas densas, ou seja, & dinamicamente indecomponivel,
sendo robusto, no sentido em que, mesmo variando um pouco as condicoes
iniciais, volta a obter-se o0 mesmo tipo de atractor.

9. O atractor estranho também €& designado por atractor cadtico, no sentido
em que se trata de um atractor limitado que estende e dobra o conjunto das
trajectérias finais, dando origem a uma sensibilidade as condigdes iniciais e a
uma imprevisibilidade a longo termo.

10. Este atractor estranho (cadtico) e robusto ndo é hiperbdlico, o que resulta do
facto das orbitas periodicas se acumularem na singularidade.

A partir destes resultados surge a conclusdo: a previsdo do tempo, correcta e segura,
é impossivel. E a impossibilidade deve-se, ndo a ignorancia humana (poderia haver algo
de errado com a matemética do sistema), mas sim, pelo contrario, ao conhecimento
humano. Lorenz conjecturou essa impossibilidade, usando o seu atractor.

Cerca de 35 anos depois, C. Morales, M. J. Pacffico e E. Pujals {ver [7, MPP]
e [8, MPPI), sabendo que qualquer atractor robusto sem pontos de equilibrio &
hiperbolico, conseguem demonstrar que: «Qualquer atractor robusto que contenha
algum ponto de equilibrio é do tipo do atractor de Lorenz».

E eis que surge a noticia de que o atractor de Lorenz existe efectivamente. Warwick
Tucker anunciou em 9 de Fevereiro de 2002, num coléquio realizado no Centro de
Matemética Aplicada da Universidade de Cornell, que tinha conseguido demonstrar
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matematicamente todas as conclusdes obtidas com o atractor de Lorenz. Eis o
resumo da sua apresentacéo:

«Abstract.: We prove that the Lorenz equations support a strange attractor, as
conjectured by Edward Lorenz in 1963. This conjecture was recently listed by
Steven Smale as one of several challenging problems for the 21t century. We
also prove that the attractor is robust, i.e., persists under small perturbations
of the coefficients in the underlying differential equations. The proof is based
on normal form theory and rigorous computations».
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