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integrais e Derivadas

Fraccionarias

APLICACAO A MODELIZAGAO E CONTROLO

O controlo de sistemas recorre ao cilculo integral e
diferencial. Assim, o popular algoritmo PID (Proporcio-
nal, Integral e Diferencial) nio & mais do que o estabele-
cimento de um controlo baseado em trés ac¢des integro-
diferenciais de ordem inteira consecutivas, “pesadas”
através de ganhos que se podem ajustar através de técni-
cas experimentais e analiticas. No entanto, este tipo de
algoritmos revela limita¢des de natureza viria, pelo que
t&tm vindo a ser desenvolvidos controladores baseados
em conceitos alternativos. Este artigo apresenta um re-
sumo do estado da arte sobre a generaliza¢io do calculo
integral e diferencial para valores nio inteiros e valores
complexos. De seguida, esta teoria € analisada no con-
texto do controlo de sistemas sendo apontadas as pers-
pectivas de aplicagio e desenvolvimento.

1. EVOLUGAO HISTORICA

g generalizacio do conceito de derivada @ fix)/dx"
para valores nio inteiros de a remonta ao inicio
do desenvolvimento do cileulo diferencial [1]. Na correspondén-
cia de Leibniz com Bernoulli e, posteriormente, com L'HOpital
(1695) ¢ Wallis (1697) encontram-se alguns apontamentos rela-
tivamente 4 derivada de ordem o = 1/2. No entanto, deveu-se a
Euler (1738) o primeiro passo, quando este analisou o cilculo
de derivadas fraccionirias (DF's) para a fungiio poténcia.

No seguimento deste resultado Laplace (1812), Lacroix
(1820) e Fourier (1822) sugeriram, também, algumas ideias
relativas ao cilculo de DF's.

O verdadeiro inicio da teoria relativa ao cilculo de
derivadas e integrais fracciondrios (DIF's) deu-se com os
trabalhos de Abel e Liouville, Abel (1823) investigou certas
expressoes fora do contexto do cileulo de DIF's, mas os

resultados  foram  de  importincia  considerdvel para o
desenvolvimento  da  teoria.  Por  seu lado, Liouville
(1822-1837)  estudou,  explicitamente,  virias — questoes

nomeadamente a defini¢io e o cilculo de DF's para valores
complexos de a, a sua aplicagdo a certos tipos de equagoes
diferenciais lineares ordindrias, o efeito de uma mudanga de
variavel no cilculo de DIF's e a definicio de uma DF como o
limite do quociente D, fhonde D) fé a uma diferenga de
ordem [racciondria. Riemann (1947), Holmgren (1865-1867) e
Letnikov  (1868) tiveram, também, papéis de relevo no
prosseguimento da teoria. Entre outros resultados, Holmgren
considerou, pela primeira vez, a derivagio e a integra¢io
[racciondrias como operagoes inversas e generalizou a
expressio de o (uw)edx’. No tocante a Letnikov, este
desenvolveu a DF como limite da expressio lim D¢, f7he,
demonstrou que as expressoes propostas por Liouville e
Riemann estavam de acordo com esta defini¢io e generalizou
a teoria dos DIF's para valores complexos. Mais proximo dos
nossos dias, siio de referir numerosas contribuicoes tais como
as de Hadamard (1892), Weyl (1917) e Marchaud (1927), que
tém vindo a ampliar o dmbito desta teoria.
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2. ASPECTOS MATEMATICOS FUNDAMENTAIS
DAS DERIVADAS E INTEGRAIS FRACCIONARIOS

Ao longo dos anos tém sido apresentadas virias ex-
pressoes para defini¢io dos DIF's. A tabela 1 mostra viri-
as definicoes possiveis seja através de defini¢oes “direc-
tas”, a partir do cilculo integro-diferencial convencional,
seja através de defini¢oes “indirectas”, a partir das trans-
formadas de Fourier F{} ou de Laplace LI} (por simplicida-
de encontram-se representadas somente as expressoes
para DIF’'s 4 esquerda). Uma vez estabelecida uma defini-
¢iio ¢ possivel generalizar toda uma colecgio de resulta-
dos e teoremas conhecidos. A titulo de exemplo, vejamos
dois casos:

e O teorema de Leibniz correspondente 4 derivagio
de ordem fracciondria de um produto de duas fung¢oes
passa a ter a forma:

Mot (gt Y ohitte)

w8)= ) Tk ek

(69

onde T representa a fungio gama.

e O desenvolvimento em série de Taylor de ordem
fracciondria de uma fungio assume a forma:
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Tabela 1 - Delinigdes de Derivadas e Integrais de Ordem Fracciondria
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A partir destes conceitos ¢ possivel construir uma tabela
para os integrais ¢ derivadas de ordem fraccionidria confor-

me indicado na tabela 2.

3. APLICAGAQ DAS DERIVADAS
E INTEGRAIS FRACCIONARIOS

A aplicagio dos DIF's aos virios
campos da ciéncia é, ainda, relativa-
mente restrita devido a lenta difusio
desta teoria. A titulo de exemplo, no
campo da fisica matemdtica sio de refe-
rir - os trabalhos de Koeller [2],
Nigmatullin [3] e Le Méhauté [4-5] entre
outros. Na drea do controlo é de salien-
tar o trabalho pioneiro de Qustaloup [6-
7]. No entanto este investigador limitou-
se 4 aplicagio de DIF's no dominio das
frequéncias e 4 sua aproximagio através
de derivadas/integrais inteiros pelo que
se encontra em aberto um vasto campo
de aplicagio dos DIF's,

A fim de interpretar o conceito de
DIF vamos comegar por analisar no do-
minio das frequéncias o circuito repre-
sentado na figura 1. Sabendo que:

que conduz a um resultado idéntico a (6).
Considere-se agora, por exemplo, o sistema de contro-

lo representado pelo diagrama de blocos da figura 3,

onde 1 < o < 2. Na figura 4 estio representados os diagra-

Tabela 2 - Tabela de Derivadas e Infegrais de Ordem Fracciondria

p(x), xeR (lfgo)(x), xeR aeC
s r(ﬁ) o yakf-l
{x~a) | __l"(oe ) (x—a) ,Re(B)>0
g . ._ . . e ol Re(A) >0 ;
7 sm(}bc)' o [sin(Ax —a m/2)
oos(}lx) - e A cos(}tx—an/z)’l}()’ Re(e) > 1

\ e sin(p—ag) ¢ =arctan(y/A)
) e 7001

Fig. 1 = Circuito eléelrico com associagdo

dem esbogar-se os diagramas de Bode de modulo e fase re- |

n
; recursiva em paralelo de elemenlos RC em série
I = I; onde Ry =— e Cj,| =— 3) —_ :

T

aplicando a transformada de Laplace obtém-se: Izl

SCE ;

16) =115 1) e v - YL o i e

e sCR +(ne) 7z s

Wi

Para este circuito, estabelecido de modo recursivo, po- c il c/ n :

presentacdos na figura 2. Para Y(s), designando as frequénci-
as dos polos e zeros respectivamente por w; € ;, verifi-

cam-se facilmente as relacoes:

! !
Wiyl Wiy Wy Wiy
’ '

w; @; w; w;

=g —==g) —— =1

mas de amplitude e fase de Bode (em malha aberta), bem
como o lugar de raizes. Assim, constasse facilmente que, ao
invés do que acontece com os sistemas classicos, qualquer
variagio do ganho mantém constante a margem de fase pelo

(6]

Assim, do diagrama de Bode de amplitudes conclui-se
que o declive médio m’ vem dado pela expressio:

que o sistema apresenta uma robustez notivel. Esta caracte-
ristica torna este tipo de algoritmos interessantes para o con-

Adp
loge +logm o

A
20 dB / dec = —4&-
loge

20m' dB/ dec =

loge +logn

trolo de sistemas variantes ou ndo-lineares, pelo que consti-
ti actualmente um campo de investigagio e desenvolvi-
mento particularmente atractivo.
loge
@4 concLusoes

A teoria dos DIF's é ainda pouco divulgada mas
apresenta fortes potencialidades de aplicagio virias

Analisando o diagrama de Bode das fases, verifica-se

para a fase média a expressio:
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dreas cientificas. No campo do controlo de sistemas foi
ji desenvolvido algum trabalho e os resultados conse-
guidos revelam numerosas possibilidades de aplicagio.
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Fig. 2 — Diagramas assimptdticos de Bade de amplitude e fase para o circuilo eléctrico da figura 1

Nesta perspectiva, encontra-se em curso investigacdo
relativa 4 aplicagio dos DIF's no dominio dos tempos
(discreto e continuo), das ferramentas de andlise (lugar
de raizes, plano de fase) e métodos de simulagio com
particular incidéncia no controlo de manipuladores
roboéticos,

AGRADECIMENTOS

O autor deste artigo desefa agradecer aos Professores
Manuel Rogério (FCUP) e J. Sa da Costa (IST) a ajuda na re-
colha das referéncias [1] e [7], respectivamente,

Fig. 3 — Diagrama de blocos de sislema de conlrofo
realimentado, com fungdo de transferéncia fracciondria
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Fig. 4 — Anilise da eslabilidade do sistema represenlado na figura 3. a) Diagramas de Bode. b) Lugar de raizes
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SISTEMAS DE CONTROLO DE ENERGIA

O Passado. =

Monitores de Poténcia

s> >ATEC

Equipamentos controlados por microprocessador para medida,
monitorizacdo e controlo de energia eléctrica.
e Medida até 23 parametros de grandezas eléctricas
(visualizac¢iio até 11 em simultineo)
» Medida de RMS Verdadeiro (até a 15" harmdnica)
* Entrada directa de Tensao e de Corrente
Saida por impulsos (kWh e kVArh)
Medida de Ponta Mixima de Corrente

+ Saida anfalégica (opcional)
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O Futuro.

®

¢ Porta de comunicacoes RS422/232/485 (opcional)
 Anilise de harménicas cobrindo o espectro até a 31°
e Software para anilise, em ambiente Windows”
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