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Prefacio

OBJETIVOS

Esta obra foi especialmente concebida para auxiliar estudantes, nomeadamente das
Licenciaturas em Faculdades ou Institutos Superiores nas areas das Ciéncias Exatas
e tem como objetivo principal fornecer uma preciosa ferramenta de treino, constituida
por um elevado nimero de exercicios resolvidos e exercicios propostos com solugao,
que ilustram os temas que sdo objeto de estudo. Neste sentido, € uma mais-valia
na preparacao de estudantes para a realizagéo de provas de avaliagdo de Analise
Matematica ou Calculo, unidade curricular transversal das Licenciaturas nas areas das
Ciéncias Exatas.

MOTIVACAO

O atual paradigma do processo de ensino e aprendizagem orienta cada vez mais
para um trabalho auténomo de cada estudante. No entanto, € necessario fornecer ao
estudante ferramentas de trabalho adequadas aos seus interesses e as suas necessi-
dades. Este projeto arrancou a partir de uma compilagdo de apontamentos preparados
para responder as necessidades dos estudantes na preparagdo para os exames nas
unidades curriculares de Matematica, no sentido de facilitar o estudo e a interioriza-
¢ao dos conceitos, auxiliando na consolidagdao dos mesmos e no desenvolvimento de
métodos de trabalho. Procuramos, assim, motivar os estudantes na aprendizagem e,
consequentemente, ajuda-los a alcangar o sucesso no seu percurso académico.

CONTEUDO

Este livro € composto exclusivamente por exercicios retirados dos exames realizados,
nos Ultimos seis anos, em avaliagées de unidades curriculares de varias Licenciaturas
em Engenharia. As autoras, tiveram a preocupacgao de apresentar a resolugdo dos
exercicios com grande detalhe e clareza, de modo que cada resolugéo contribua para
uma aprendizagem consistente das matérias abordadas. Este livro, Anélise Matematica
| (Resumo tedrico, Exercicios Resolvidos e Propostos), aborda os assuntos: calculo
diferencial em R, primitivacdo indefinida e definida e séries numéricas e funcionais.
Para que seja abordada a maior parte das matérias das unidades curriculares de
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matematica das Licenciaturas em Faculdades ou Institutos Superiores nas areas das
Ciéncias Exatas, sera publicado futuramente um outro livro Andlise Matematica Il
(Resumo tedrico, Exercicios Resolvidos e Propostos) no qual serdo abordados os
assuntos: calculo diferencial em R”, equagdes diferenciais, transformadas de Laplace
e integrais duplos.

ORGANIZACAO

A obra é composta por quatro capitulos, estando cada capitulo dividido em trés secoes.
Na primeira se¢édo é apresentado um breve e sucinto resumo teérico das matérias abor-
dadas nos exercicios. Na segunda secéo estdo dez propostas de exames resolvidos.
Na terceira secéo estao dez propostas de exames com solugdes que se pretende que
funcione como barémetro para a avaliagdo da aquisigdo de conhecimentos nas duas
primeiras segoes.

AGRADECIMENTOS

Gostariamos de agradecer a todos os colegas que de alguma forma, direta ou indireta-
mente, ajudaram na concretizagao deste projeto, assim como o apoio incondicional das
nossas familias.
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Funcoes reais
de variavel real






-1.1-
RESUMO TEORICO

1.1.1. Derivadas

1.1.1.1. Reta tangente e reta normal ao grafico
de uma fung¢ao num ponto

Seja f uma fungao real de variavel real de dominio D.

Figura 1.1. Representacéo gréafica de uma fungéo f e da sua
reta tangente num ponto P.

y
y =1f(x)
fo+AX) f-=-=-------~-~
|
1%
|
1
LAY = f(xo + AX) — f(xo)
|
|
(0] E— A ;
|
L Ax |
0 ‘
/ Xo Xo + Ax X

Na Figura 1.1 esta representado o grafico da fungao f, o acréscimo da variavel
independente Ax, o acréscimo da varidvel dependente Ay e a reta tangente ao grafico
da fung¢éo f num ponto P(xp, f(xo)).

. A
A razéo A—y chama-se razao incremental da fungdo f no ponto P e da-nos a taxa
X
de variagdo da fungdo f no intervalo [xg, Xo + AX].
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Definicao 1.1. Derivada de uma funcao num ponto

Seja f uma fungao real de variavel real de dominio D. Chama-se derivada da fungéo f
no ponto de abcissa x = xo, € denota-se por f'(xp), ao seguinte limite, quando existe,

Ay f(xo + Ax) — f(xo)
Al)mo Ax ~ ato Ax

Dizemos que uma fung¢éo € derivavel, se for derivavel em todos os pontos do seu
dominio. Podemos representar a fungéo derivada da fungéo f(x), por f'(x), ou, usando
a notacao de Leibniz, por Q

ax

Geometricamente, o valor da derivada de uma fungao f num ponto P(xg, f(Xp)) €
numericamente igual ao valor do declive da reta tangente a curva nesse ponto, isto &,

m; = f'(xo) = tg(0).
Recorrendo a Figura 1.1,

» m; — declive da reta tangente, t;
« 0 — angulo definido pela diregdo positiva de OX e a reta tangente t a curva de f
no ponto P.

Considere-se a reta normal n, no mesmo ponto P. Como se pode ver no grafico da
Figura 1.2, esta reta é perpendicular a reta tangente t, sendo assim,

Figura 1.2. Reta tangente t e reta normal n, ao grafico de uma
fungéo f, num ponto P.

y =f(x)

f(xo) f------ P

Assim, uma equagao da reta tangente a curva da fungdo f no ponto de abcissa X
€ dada por,

Y — Yo =mi(x — xo) talque m; = f'(xo)
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e uma equacéo da reta normal a curva da fungéo f no ponto de abcissa xq é dada por,

1 1
Y= Yo=m(x —Xx) talque my=——=———.
m f'(Xo)

1.1.1.2. Diferencial

Figura 1.3. Diferencial de uma fungéo f, num ponto P.

y
y=1(x)
Fxo + AX) - ————m———— -
|
Lt
|
(
Ay = f(xo + AX) — f(X0)
ay !
o |
|
fxo) | === ==~ A== == ‘
: Ax I
| |
| l
/ Xo Xo + Ax X

Recorrendo a Figura 1.3, consideremos que a abcissa do ponto P(xo, yo), sofre um
acréscimo Ax, em consequéncia, o valor da fungdo também sofre um acréscimo Ay,
dado por, Ay = f(xg + Ax) — f(xp).

Definicao 1.2. Diferencial de uma funcao

Seja y = f(x) a expressao de uma fungao real de variavel real. Um acréscimo da
variavel independente Ax, provoca um acréscimo da variavel dependente
Ay = f(xo — Ax) — f(Xo0)-

Define-se diferencial da variavel independente x, denotado por dx, como dx = Ax.

Define-se diferencial da fungéo f e denota-se por dy, ao valor aproximado do acréscimo
da variavel dependente, dado por,
dy = f'(x0) Ax = ' (xo) dx.

Para valores suficientemente pequenos de Ax tem-se, dy ~ Ay.
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A aproximagéo entre o diferencial dy, e o acréscimo da variavel dependente Ay,
dado um acréscimo da variavel independente, é tanto maior quanto menor for a acrés-
cimo da varidvel independente Ax.

Em consequéncia da definigao, tem-se,

Ay~dy <= f(xo+Ax)—f(x)~dy <= f(x+Ax)=f(x)+dy

ou seja, o valor aproximado da fungdo na abcissa resultante do acréscimo Ax, é
dado pela soma entre o valor da fun¢ao na abcissa antes do acréscimo e o valor do
diferencial.

1.1.1.3. Funcao inversa e derivada

Definicao 1.3. Funcgao inversa

Seja f uma fungéo real de variavel real de dominio Dy, injetiva num intervalo / C Ds e
f~" a fungao inversa de f quando restringida ao intervalo /, =" : () — I.

A derivada desta fungao inversa pode ser calculada através da derivada da fungéo f.

Teorema 1.1. Teorema de derivacao da funcao inversa

Seja f uma fungao real de variavel real, injetiva num intervalo | C D; e f~" a funcdo
inversa de f quando restringida ao intervalo /, f~" : f(I) — |.

Se f é derivavel num ponto x interior ao intervalo / e f'(x) #0, entdo f~' é derivavel
no ponto y = f(x) e tem-se:

1
YY) = o
W= 5 )

Ou,
usando a notacdo de Leibniz, considerando x = f~'(y), podemos escrever a derivada
da sua fungéo inversa do seguinte modo:

dx  dx
d7y|y=f’1(x)

y_ 1

Note-se que, se a funcdo y = f(x), de dominio D; e contradominio D}, admite
funcéo inversa, x = f~'(y), entao verifica-se que D;—+ = Dj e D;_, = Dy.
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