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ções, integrais e séries – iniciam-se com uma síntese teórica da
matéria abordada, apresentando depois um vasto conjunto de
exercícios resolvidos, seguido de um vasto conjunto de exercícios
propostos com solução.

O conteúdo teórico e compilação dos exercícios presentes nesta
obra proporcionam aos estudantes uma imprescindível ferramenta
de estudo e treino para a obtenção de sucesso nos desafios de
avaliação.
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Prefácio

OBJETIVOS

Esta obra foi especialmente concebida para auxiliar estudantes, nomeadamente das
Licenciaturas em Faculdades ou Institutos Superiores nas áreas das Ciências Exatas
e tem como objetivo principal fornecer uma preciosa ferramenta de treino, constituída
por um elevado número de exercícios resolvidos e exercícios propostos com solução,
que ilustram os temas que são objeto de estudo. Neste sentido, é uma mais-valia
na preparação de estudantes para a realização de provas de avaliação de Análise
Matemática ou Cálculo, unidade curricular transversal das Licenciaturas nas áreas das
Ciências Exatas.

MOTIVAÇÃO

O atual paradigma do processo de ensino e aprendizagem orienta cada vez mais
para um trabalho autónomo de cada estudante. No entanto, é necessário fornecer ao
estudante ferramentas de trabalho adequadas aos seus interesses e às suas necessi-
dades. Este projeto arrancou a partir de uma compilação de apontamentos preparados
para responder às necessidades dos estudantes na preparação para os exames nas
unidades curriculares de Matemática, no sentido de facilitar o estudo e a interioriza-
ção dos conceitos, auxiliando na consolidação dos mesmos e no desenvolvimento de
métodos de trabalho. Procuramos, assim, motivar os estudantes na aprendizagem e,
consequentemente, ajudá-los a alcançar o sucesso no seu percurso académico.

CONTEÚDO

Este livro é composto exclusivamente por exercícios retirados dos exames realizados,
nos últimos seis anos, em avaliações de unidades curriculares de várias Licenciaturas
em Engenharia. As autoras, tiveram a preocupação de apresentar a resolução dos
exercícios com grande detalhe e clareza, de modo que cada resolução contribua para
uma aprendizagem consistente das matérias abordadas. Este livro, Análise Matemática
I (Resumo teórico, Exercícios Resolvidos e Propostos), aborda os assuntos: cálculo
diferencial em R, primitivação indefinida e definida e séries numéricas e funcionais.
Para que seja abordada a maior parte das matérias das unidades curriculares de
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matemática das Licenciaturas em Faculdades ou Institutos Superiores nas áreas das
Ciências Exatas, será publicado futuramente um outro livro Análise Matemática II
(Resumo teórico, Exercícios Resolvidos e Propostos) no qual serão abordados os
assuntos: cálculo diferencial em Rn, equações diferenciais, transformadas de Laplace
e integrais duplos.

ORGANIZAÇÃO

A obra é composta por quatro capítulos, estando cada capítulo dividido em três seções.
Na primeira seção é apresentado um breve e sucinto resumo teórico das matérias abor-
dadas nos exercícios. Na segunda seção estão dez propostas de exames resolvidos.
Na terceira seção estão dez propostas de exames com soluções que se pretende que
funcione como barómetro para a avaliação da aquisição de conhecimentos nas duas
primeiras seções.

AGRADECIMENTOS

Gostaríamos de agradecer a todos os colegas que de alguma forma, direta ou indireta-
mente, ajudaram na concretização deste projeto, assim como o apoio incondicional das
nossas famílias.
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Funções reais

de variável real





– 1.1 –

RESUMO TEÓRICO

1.1.1. Derivadas

1.1.1.1. Reta tangente e reta normal ao gráfico
de uma função num ponto

Seja f uma função real de variável real de domínio D.

Figura 1.1. Representação gráfica de uma função f e da sua
reta tangente num ponto P.

x

y

f (x0)

x0 x0 + ∆x

f (x0 + ∆x)

∆y = f (x0 + ∆x)− f (x0)

∆x

P

t

y = f (x)

θ

Na Figura 1.1 está representado o gráfico da função f , o acréscimo da variável
independente ∆x , o acréscimo da variável dependente ∆y e a reta tangente ao gráfico
da função f num ponto P(x0, f (x0)).

À razão
∆y
∆x

chama-se razão incremental da função f no ponto P e dá-nos a taxa

de variação da função f no intervalo [x0, x0 + ∆x ].
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Definição 1.1. Derivada de uma função num ponto

Seja f uma função real de variável real de domínio D. Chama-se derivada da função f

no ponto de abcissa x = x0, e denota-se por f ′(x0), ao seguinte limite, quando existe,

lim
∆x→0

∆y
∆x

= lim
∆x→0

f (x0 + ∆x)− f (x0)
∆x

.

Dizemos que uma função é derivável, se for derivável em todos os pontos do seu
domínio. Podemos representar a função derivada da função f (x), por f ′(x), ou, usando

a notação de Leibniz, por
dy
dx

.

Geometricamente, o valor da derivada de uma função f num ponto P(x0, f (x0)) é
numericamente igual ao valor do declive da reta tangente à curva nesse ponto, isto é,

mt = f ′(x0) = tg(θ).

Recorrendo à Figura 1.1,

• mt – declive da reta tangente, t ;
• θ – ângulo definido pela direção positiva de OX e a reta tangente t à curva de f

no ponto P.

Considere-se a reta normal n, no mesmo ponto P. Como se pode ver no gráfico da
Figura 1.2, esta reta é perpendicular à reta tangente t , sendo assim,

mn = − 1
mt

= − 1
f ′(x0)

.

Figura 1.2. Reta tangente t e reta normal n, ao gráfico de uma
função f , num ponto P.

x

y

f (x0)

x0

P

t
n

y = f (x)

Assim, uma equação da reta tangente à curva da função f no ponto de abcissa x0

é dada por,

y − y0 = mt (x − x0) tal que mt = f ′(x0)
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e uma equação da reta normal à curva da função f no ponto de abcissa x0 é dada por,

y − y0 = mn(x − x0) tal que mn = − 1
mt

= − 1
f ′(x0)

.

1.1.1.2. Diferencial

Figura 1.3. Diferencial de uma função f , num ponto P.

x

y

f (x0)

x0 x0 + ∆x

f (x0 + ∆x)

∆y = f (x0 + ∆x)− f (x0)

∆x

dy

P

y = f (x)

t

Recorrendo à Figura 1.3, consideremos que a abcissa do ponto P(x0, y0), sofre um
acréscimo ∆x , em consequência, o valor da função também sofre um acréscimo ∆y ,
dado por, ∆y = f (x0 + ∆x)− f (x0).

Definição 1.2. Diferencial de uma função

Seja y = f (x) a expressão de uma função real de variável real. Um acréscimo da

variável independente ∆x , provoca um acréscimo da variável dependente

∆y = f (x0 −∆x)− f (x0).

Define-se diferencial da variável independente x , denotado por dx , como dx = ∆x .

Define-se diferencial da função f e denota-se por dy , ao valor aproximado do acréscimo

da variável dependente, dado por,

dy = f ′(x0)∆x = f ′(x0) dx .

Para valores suficientemente pequenos de ∆x tem-se, dy ≈ ∆y .
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A aproximação entre o diferencial dy, e o acréscimo da variável dependente ∆y ,
dado um acréscimo da variável independente, é tanto maior quanto menor for a acrés-
cimo da variável independente ∆x .

Em consequência da definição, tem-se,

∆y ≈ dy ⇐⇒ f (x0 + ∆x)− f (x0) ≈ dy ⇐⇒ f (x0 + ∆x) ≈ f (x0) + dy

ou seja, o valor aproximado da função na abcissa resultante do acréscimo ∆x , é
dado pela soma entre o valor da função na abcissa antes do acréscimo e o valor do
diferencial.

1.1.1.3. Função inversa e derivada

Definição 1.3. Função inversa

Seja f uma função real de variável real de domínio Df , injetiva num intervalo I ⊆ Df e

f−1 a função inversa de f quando restringida ao intervalo I, f−1 : f (I)→ I.

A derivada desta função inversa pode ser calculada através da derivada da função f .

Teorema 1.1. Teorema de derivação da função inversa

Seja f uma função real de variável real, injetiva num intervalo I ⊆ Df e f−1 a função

inversa de f quando restringida ao intervalo I, f−1 : f (I)→ I.

Se f é derivável num ponto x interior ao intervalo I e f ′(x) 6= 0, então f−1 é derivável

no ponto y = f (x) e tem-se:

(f−1)′(y ) =
1

f ′(f−1(y ))
.

Ou,

usando a notação de Leibniz, considerando x = f−1(y ), podemos escrever a derivada

da sua função inversa do seguinte modo:

dy
dx

=
1

dx
dy
|y=f−1(x)

.

Note-se que, se a função y = f (x), de domínio Df e contradomínio D′f , admite
função inversa, x = f−1(y ), então verifica-se que Df−1 = D′f e D′f−1 = Df .
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