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Os modelos de regressao (através dos métodos dos minimos qua-
drados) possibilitam que se possam identificar e quantificar relagbes
funcionais entre duas ou mais variaveis. Nestes modelos, tem-se
uma varidvel independente e pode-se ter uma ou mais variaveis
dependentes. Um uso frequente destes modelos é para prever. A
habilidade de fazer estimalivas e de prever eventos e tendéncias
futuras aumenta significativamente as probabilidades de sucesso.

Uma das utilizagbes ‘'sdo as previsbes baseadas nas séries tempo-
rais que relacionam o tempo (variavel independente) com uma vari-
avel dependente, como, por exemplo, o volume de negacios. No
entanto outros modelos de previsdo podem relacionar quaisquer
variaveis, como, por exemplo, determinar o impacto que um deter-
minado gasto tem sobre o volume de negacios ou o n° clientes.

E objetivo do autor apresentar o desenvolvimento de forma simplifi-
cada de um exemplo (sem recorrer a aspetos matematicos comple-
xos) e no fim apresentar o mesmo resultado através da Ferramenta
do Excel - ANALISE DE DADOS - REGRESSAO.

No exemplo que & apresentado a seguir vai-se relacionar os gastos
com publicidade com o n° clientes e averiguar se exisle uma relagéo
direta entre os gastos desle tipo (variavel independente) e o nime-
ro de clientes (variavel dependente). Para esse efeito, procedeu-se
arecolha de 15 observagdes (liltimos meses).

Publicidade Nimero clientes

observ. X Y Xy X2 Yr2
11 12 15 180 144 225
12 14 10 266 196 361
13 17 24 408 269 576
14 11 16 176 121 256
15 12 14 168 144 196
Tolal 196 72 3674 26680 5088
Media 13,07 18,13

Publicidade Nimero clientes

obsery. X Y Xy xn2 Y82
1 1" 16 176 121 256
2 13 18 234 169 324
3 9 14 126 a1 196
4 18 21 378 324 a4
§ " 11 187 121 269
6 16 22 352 256 484
7 1 15 165 121 225
8 13 2 273 169 441
9 18 23 414 324 529
10 10 17 170 100 289

A seguir calcularam-se a soma dos quadrados de X, a soma dos
quadrados de Y e a soma dos produtos cruzados de XY
Soma dos quadrados de X

- 2
SQ=Z(X; —X)? =3 X2 _QS%.Z: 2680,00 - 2561,07 = 118,93

Soma dos quadrados de Y

say = B(% - ¥)? = 5x* -0 - 5088,00 - 4932,27 = 155,73

Soma dos produtos cruzados de XY

SQuy = N(X; — X) (¥ — 7) =2 XY -ZXEY 2 367300 - 354,13 = 118,87

Inclinagéo (declive) da reta de regressao

bi (beta) = SS‘% = 0,999439

Intersegao (constante) da reta de regressao

b0 (alfa) = ¥ — b1 ¥ = 5,073991

O modelo da regress@o é dado pela seguinte expresséo:
¥; = 5,073991 + 0,999439 X;

Isto quer dizer que por cada variagdo unitaria de X (gastos com
publicidade) ter-se-a uma variagao de 0,999439 de Y (nimero de
clientes).

No quadro seguinte pode-se constar os erros e 0s erros ao quadra-
do, bem como a estatistica D-W sobre a correlagao dos erros
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observ. Y Zstimado Erro (e;) ef (e, — €_1)*
1 16 16,07 -0,07 0,00
2 18 18,07 -0,07 0,00 0,00
3 14 14,07 -0,07 0,00 0,00
4 21 2306 206 426 3,98
5 17 16,07 0,93 0,87 8,98
6 22 21,07 0,93 0,87 0,00
7 15 16,07 -1,07 1,14 4,01
8 21 18,07 2,93 8,60 16,01
9 23 23,06 -0,06 0,00 8,98
10 17 15,07 1,93 3,73 3,98
11 15 17,07 -2,07 4,27 15,99
12 19 19,07 -0,07 0,00 4,00
13 24 2206 194 375 401
14 16 16,07 -0,07 0,00 4,01
15 14 17,07 -3,07 9,41 9,00
272,00 0,00 36,93 82,95
D-W 2,25

Um dos pressupostos do método dos minimos quadrados € que 0s
erros sao independentes entre si. Se existir autocorrelagao isto quer
dizer que o erro de um determinado periodo esta relacionado com o
erro do periodo anterior, logo os erros ndo sdo independentes. A
estatistica que é usada para testar se existe autocorrelagéo € a esta-
tistica Durbin-Watson (D-W) e se porventura o seu valor se situar
préximo de 2 ndo existe nenhuma autocorrelagéo, ou seja, 0s €rros
sdo independentes.

A expresséo para a estatistica D-W (ja referida) é a seguinte com o
valor calculado para o caso presente:

- Z 7 s i
D-w = 2=l _ g5 g5 /36,93 = 2,25(ndo existe autocorrelagdo

Yef
dos erros)
Sendo:
ei = Yl' = }71'

Relativamente & qualidade de ajustamento, existem, pelo menos,
duas medidas:

1) Erro padrao da estimativa (Se);
2) Coeficiente de determinagao (r?)

O erro padrdo da estimativa (Se) & uma medida de disperséo dos
valores de Y em volta da reta de regresséo e é dado pela seguinte
expressdo. O erro padrao da esfimativa & muito similar ao desvio
padrao
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A2 2 36
Ti-Y? _ Fi = Ji‘ﬁ =1,6855
n=-2 12 15-2

Nota:

A razéo pela qual a soma dos quadrados dos erros € dividida por “n
-2" tem a ver com o fato de existirem dois parametros a estimar (b0
e b1)

A situagdo do b1 ser positivo indica a direéo da relagéo. Quando
aumentam os gastos com publicidade, também aumenta o nimero
de clientes. No entanto, seria util ter uma medida da intensidade
dessa relagso. Essa é a fungéo do coeficiente de correlag@o que
regra geral é representado por r. O coeficiente Se correlagdo esta
compreendido ente -1 e + 1. A expressdo para o coeficiente de
correlagéo é a seguinte:

S0y

5050y

r= =0,873409
Neste caso, existe uma forte relagdo positiva entre o ntimero de
clientes e a quantia gasta em publicidade.

Uma outra medida & o coeficiente de determinagdo, 1%, que & o qua-
drado do r e revela qual a percentagem de variagéo de Y que €
explicada pela variagdo de X.

r? =0,762843
Isto quer dizer que 76,3% da variagéo no nimero de clientes & ex-

plicada pelos gastos com publicidade. No entanto o r? s6 tem signifi-
cado para relagbes lineares,

Outra questdo relaciona-se com a significancia da inclinagao
(declive) b1. Se a inclinagéo da reta de regressao da verdadeira,
mas desconhecida, populagéo é zero, ndo existe relagéo entre o
ntmero de clientes e os gastos com publicidade. Assim, devem-se
testar as seguintes hipoteses:

Ho (hipétese nula): 1 =0

H1 (alternativa): p1# 0

Isto implica a ulilizagao da estatistica t:

Teste { para a inclinagao de regressao:
b1- A1

brasis = com n-2 graus de liberdade (no caso presente
Sb1

13=15-2), onde S & o ero padrdo da distribuigio amostral de b1.
Diferentes amostras conduzem a diferentes valores de b1. No caso
de B1 = 0, os valores de b1 devem estar distribuidos em redor de 0.
O erro padréo da inclinago (também designada por coeficiente da
regressdo) é dado pela seguinte expressao:



ABRIL/JUNHO 2016 * N.9 125

Spp = e =22 0,154556
J50; V11893

eo
0,09439-0 _

Lteste = T 6,466525

Entdo para um valor de alfa de 5% (nivel de significancia de 5% -
grau de confianga de 95%) , tem-se que o valor da tabela & igual a
to05.43= * 2,160, o que conduz ao seguinte intervalo:

Intervalo para 1= b1+ { (Sss), 0 que no caso presente conduz aos
seguintes valores

Intervalo para 81 = 0,999439 + 2,160 x 0,154556

Com os limites inferior e superior de:

LIMITE MINIMO PARA o b1 0,6656

LIMITE MAXIMO PARA o b1

1,3333

Isto significa que se pode estar 95% certo de que o coeficiente de
regressao (inclinagdo) para a populagéo de todos os valores de X e
Y estara compreendido ente 0,6656 e 1,333.

A comprovar igualmente o valor do teste de 6,466525 que & nitida-
mente superior ao valor da tabela de 2,160, o que nos leva a rejei-
tar a hipotese nula de p1 = 0.

Outro teste que deve ser realizado € o relativo ao coeficiente de
correlagdo para a populagdo (p), partindo do coeficiente de correla-
¢ao amostral de r = 0,873409. Assim, tem-se:

Ho (hipotese nula). p =0

H1 (alternativa):  p#0

O teste t & igualmente utilizado para esse efeito:
 teste para o coeficiente de correlagéo da populaggo:

r-p
Sy

tresl‘e =

onde S: é o erro padrdo do coeficiente de correlagdo € dado pela
seguinte expressao;

—r2

=

Sp= = 6,466525

n—2

Como L = 6,466525 > 2,160, a hipdlese nula e rejeitada. Ao nivel de
5% de significancia, conclui-se que o coeficiente de correlagdo da
populagdo ndo é zero e que o numero de clientes e gastos com
publicidade estéo relacionados.

Suponhamos, agora, que se queira desenvolver uma estimativa
intervalar para média condicional de Y, py. Ela é a média popula-
cional para todos os valores de Y sob a condigdo de que X é igual a
um determinado valor de X. Este intervalo de confianga & construido
para o valor da média da populagéo de todos os valores de Y quan-
do X & igual a um dado valor.

A expresséo para esta média condicional iy € dada pela seguinte
expressao:
Intervalo de confianga para a média condicional py. = Yi £ £S5y

O valor de f & igualmente baseado em n-2 graus de liberdade. Rela-
tivamente ao erro padrdo da média condicional, ela & dada pela
seguinte expressao:

_ 1, (Xi=X)*
Sy=5e = + son
Em que:
Se —erro padréo da estimativa

Para o caso de se pretender construir um intervalo de confianga
para um (nico valor de Y (em vez de ser vérias vezes) quando Xé
igual a determinado valor, a expressdo anterior & modificada como
segue:

_ ’ 1, (Xi-X)?
Sy'—Se l+n+ 50

Os limites inferiores e superiores dessas bandas séo indicados a
seguir:

Se —> 1,685533

1vez varias vezes dados varias vezes uma vez

n° obser. Sy Sy’ regressio superior inferior  superior inferior

1513578 2,551187 1,136186 1,91508 6,07 10,21 1,94 11,58 0,56
1447899 2440483 1,047097 1764817 7,07 10,89 3,26 12,34 1,80
1,385179 2,334766 08585 1,615583 8,07 11,56 4,58 13,12 3,03
1,325838 2,234745 0,870544 1467332 9,07 12,24 5,90 13,90 4,24
1,27085  2,141217 0,783447 1,320526 10,07 12,92 722 14,70 5,45
1,21924  2,05507 0,697529 1,175709 11,07 13,61 853 15,51 6,63
1,173082 1,977269 0,613287 1,033716 12,07 14,30 9,84 16,34 1,80
1,13248  1,908833 0,531516 0,895881 13,07 15,00 113 17,19 8,95
1,0980562 1,850803 0453561 0,764492 14,07 15,72 12,42 18,07 10,07
10 1,070392 1,804182 0361759 0643467 1507 16,46 13,68 18,97 "7
" 1,050037 1,769873 0320279 0530841 16,07 17,23 14,90 19,09 12,24
12 1,037417 17486 0,276104 0465382 17,07 18,07 16,06 20,04 13,29
13 1,032814 1,740B42 0,258271 0435325 18,07 19,01 17,13 21,83 14,31
14 1,036335 1,746778 0,272013 0458487 19,07 20,06 18,08 22,84 15,29
15 1,0479  1,76627 0,313z 0527908 20,07 2,21 18,83 2388 16,25
16 1,067246 1,798878 0,372845 0628443 21,07 22,42 19,71 24,95 17,18
7 1,08396 1,843906 0443564 0747642 22,06 23,66 20,45 26,05 18,08
18 1,12752  1,900472 0,520865 0,877936 23,06 24,96 217 2717 18,96
19 1,167334  1,96758 0,602219 1,015061 24,06 26,26 21,67 28,31 19,81
20 1,212767 2,004193 0,686167 1,15650 25,06 27,56 22,56 29,48 20,65
2 1,26327 2,129284 0,771916 1,301088 26,06 28,87 23,25 30,66 21,46
22 1,318206 2,221881 0,856076 1447664 27,06 30,19 2393 31,86 22,26
23 1,377062 2,321084 0946731 1,595747 28,06 .51 24,61 33,07 23,05
24 1,439357 2,426084 1,035253 1,744954 29,06 32,83 2528 34,30 23,82
25 1,504664 2,536161 1,124284 1895017 30,08 3,15 2587 35,54 24,58
26 1,672607 2,650682 1,213711 204575 31,06 36,48 26,64 36,78 2533

o m NP o B oL R

27 1,642861 2769096 1,303454 2197014 32,08 36,80 21,34 38,04 26,08
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Se > 1,685533 RESULTADO RESIDUAL
1vez varias vezes dados varias vezes uma vez

n® obser, Sy Sy’ regressdo superior  inferior  superior  inferior Observagéo Y previslo Residuais
28 1,71514 2,890925 1,39345 2,348707 33,06 38,13 27,99 39,30 26,81 1 16,06783 -0,06783
29 1,769190 3,015755 1,483655 2500751 34,06 39,46 28,66 40,57 27,54 2z 18,0667 -0,0867
30 1,864827 3,143226 1,574033 2653084 35,06 40,79 29,33 41,85 28,27 3 14,06895 -0,06895
kil 1,941839 3,273035 1,664554 2,805661 36,06 4212 30,00 4313 28,99 4 23,0639 -2,0638

5 16,06783 0,932175

§ 21,06502 0,934978

Nota: 7 16,06783 -1,06783
] 18,0667 2,933296

9 23,0639 -0,0639

Realce-se que a banda para um Unico valor de Y & mais larga do 10 15,06839 1931614
que quando se tem o valor da média da populagéo de todos os 4 17,06726 -2,06726
12 19,06614 -0,06614

Valores de Y 13 22,06446 1,935538
14 16,06783 -0,06783

15 1706726 -3,06726

O que conduz ao seguinte gréfico

regressia - bandas de confiange

O Excel disponibiliza um aplicativo FERAMENTA — ANALISE DE
DADOS - REGRESSAO que tem resultados similares aos obtidos
anteriormente. A utilizagéo desla ferramenta possibilita que os ulili-
zadores ndo tenham que efetuar os calculos atras descritos. Assim,

retomando os dados anteriores tem-se:

SUMARIO DOS RESULTADOS
Eslalistica de regressdo
R miltiplo 0,873408
Quadrado de R 0,762843
Quadrado de R ajustade 0,7446
Erro-padréo 1,685533
Observagbes 15
ANOVA
F de signifi-
gl sSQ Ma F cancia

Regressao 1 18,8 1188 41,01594 2,11E-05
Residual 13 36,9333 2,841023
Tolal 14 155,7333

Coeficienles _ Erro-padrdo Stat valor P 95% inferior _ 95% superior
Interceplar 5,073991 2,065891 2,456079 0,028881 0,610906 9,537076
Variavel X 1 0,989439 0,154556 6,466525 2,11E-06 0,665542 1,333337
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E o quadro do residuos

Variavel X 1 Desenho de
residuais
5
il ¢
éo{—f— +¢§ oo s
g o 5 10 ¢ 15 ¢ 20
4’ Varidvel X 1

Tentou-se assim dar uma panoramica da aplicagdo de uma ferra-
menta que pode ser Uil na previsdo. Este exemplo pode ser exten-
sivo a vérias outras situagtes.
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