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RESUMO

No projeto de qualquer tipo de estrutura, independentemente qual a sua tipologia, a
fase de anadlise estrutural é uma fase primordial que permite determinar os efeitos que
os esforgos provocam na estrutura, e antecede o processo de dimensionamento. O
Método de Elementos Finitos (MEF) tem sido amplamente integrado em diversos
programas de andlise e dimensionamento estrutural e encontra-se atualmente acessivel
a generalidade dos projetistas de estruturas. Contudo, na maioria dos programas
comercializados o projetista ndo tem acesso ao cédigo fonte do programa que se
encontra a utilizar e, diversas vezes, desconhece as caracteristicas do modelo utilizado
na analise. Igualmente, em determinadas circunstancias e sem a formacao devida, a
definicdo do modelo de andlise pode revelar-se complexa e tornar-se numa potencial
fonte de erros.

A presente dissertacdo pretende criar um programa através do software Matlab® que
permita ao utilizador analisar estruturas reticuladas bidimensionais com ligacao
continua ou articulada, através do MEF. Portanto, inicialmente sdao desenvolvidas e
modificadas as formulacbes matemdticas que permitem estudar os elementos
unidimensionais de barra, viga e estrutura de dois nés e trés nds. Apds a realizacdo
destas formulacdes, procedeu-se a obtencdo da solugdo com auxilio ao programa
Matlab®, desenvolvendo-se paraisso um programa de analise estrutural que permite ao
utilizador estudar estruturas reticuladas bidimensionais. As rotinas desenvolvidas e
modificadas no programa Matlab® foram compiladas numa interface grafica através do
programa Matlab® Graphical User Interface Development Environment (GUIDE). Desta
forma, o utilizador consegue utilizar a ferramenta desenvolvida de forma mais
autonoma e expedita. Adicionalmente, esta aplicacdo permite ao utilizador escolher
qgual o tipo de formulagdo, quadratica ou linear, que pretende utilizar na fase de
processamento para obter a solucdo do problema. A validacdo do programa consistiu
numa verificacdo de cada um dos elementos formulados, e confrontaram-se os
resultados obtidos com os esperados pela Resisténcia dos Materiais e resultantes de
softwares comummente utilizados no mercado. Apds a modelacao de trés problemas
modelo para cada uma das formula¢des realizadas, pode-se aferir o correto
funcionamento do programa elaborado, que pode agora ser utilizado de forma fiavel e
intuitiva para o projeto de estruturas mecanicas.
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ABSTRACT

In the design of any type of structure, regardless of its typology, the structural analysis
phase is a primary phase that allows determining the effects that the imposed loads
cause on the structure, and precedes the design process. The Finite Element Method
(FEM) has been widely integrated into several structural analysis and design programs
and is currently accessible to most structural designers. However, in most commercial
programs, the designer does not have access to the source code of the program he is
using and, several times, he is unaware of the characteristics of the model used in the
analysis. Likewise, in certain circumstances and without the necessary training, the
definition of the analysis model can prove complex and become a potential source of
errors.

This dissertation intends to create a program through the Matlab® software that allows
the user to analyze two-dimensional reticulated structures with continuous or
articulated connections, through the FEM. Therefore, the mathematical formulations
that allow to study one-dimensional truss, beam and frame elements of two and three
nodes are developed and modified. After performing these formulations, the solution
was obtained with the aid of the Matlab® software, developing a structural analysis
program that allows the user to study two-dimensional reticulated structures. The
developed and modified routines in the Matlab® software were compiled in a graphical
interface through the Matlab® GUIDE software. In this way, the user is able to use the
developed tool in a more autonomous and expeditious manner. Additionally, this
application allows the user to choose which type of formulation, quadratic or linear, he
wants to use in the processing phase to obtain the solution to the problem. The program
validation consisted of checking each of the formulated elements, and the results
obtained were compared with those expected by the Strength of Materials and resulting
from commonly used software in the market. After modeling three sample problems for
each of the performed formulations, it is possible to assess the correct functioning of
the elaborated program, which can now be used in a reliable and intuitive way for the
design of mechanical structures.
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1 INTRODUCAO

1.1 Contextualizacdo

No projeto de qualquer tipo de estrutura, seja esta um pavilhdo ou uma simples treliga
de cobertura, a fase de andlise estrutural € uma fase primordial que permite determinar
os efeitos que os esforcos provocam na estrutura e antecipa qualquer fase de
dimensionamento conforme a legislagdo em vigor. Simultaneamente, é cada vez mais
relevante que o engenheiro consiga definir um modelo de cdlculo que seja
representativo da realidade e, portanto, cujos resultados obtidos retratem o
comportamento aproximado da estrutura real. Consequentemente, nos ultimos anos os
modelos experimentais e graficos tém de uma forma generalizada vindo a ser
substituidos por modelos numéricos como o MEF, dada a sua versatilidade.

O MEF tem sido amplamente integrado em diversos programas de analise e
dimensionamento estrutural e encontra-se atualmente acessivel a generalidade dos
projetistas de estruturas. Contudo, na maioria dos programas comercializados o
projetista ndo tem acesso ao cddigo fonte do programa que se encontra a utilizar e,
diversas vezes, desconhece as caracteristicas do modelo utilizado na anélise.
Igualmente, em determinadas circunstancias e sem a formacdo devida, a definicdo do
modelo de andlise pode revelar-se complexa e tornar-se numa potencial fonte de erros.

Assim sendo, e com vista a reduzir a introducdo de potenciais fontes de erro na
modelacdo da estrutura, pretende-se desenvolver um programa que seja intuitivo e
execute diversas verificacdes automaticas ao longo das diversas fases de modelacdo da
estrutura. Paralelamente, o programa desenvolvido coloca a disposicdo do projetista
diferentes tipos de modelo de andlise e informa-o das limitagdes de cada método.
Salienta-se ainda que o programa desenvolvido é um programa de acesso livre, o que
ndo é equiparavel com os softwares atualmente disponibilizados no mercado para a
analise de estruturas.

1.2 Objetivos

Pretende-se com o trabalho desenvolvido nesta dissertagdo criar um programa através
do software Matlab® que permita ao utilizador analisar estruturas reticuladas
bidimensionais com ligacdo continua ou articulada, através do MEF. A criacdo deste
programa pressupde a passagem pelas seguintes fases:

Desenvolvimento de uma ferramenta informdtica em Matlab para analise de
estruturas pelo método de elementos finitos José Ramos da Silva



INTRODUCAO

e Utilizacdo de uma das técnicas do MEF, o Método dos Deslocamentos, para
desenvolver as formulagGes lineares e quadraticas dos elementos
unidimensionais de barra, viga e estrutura, e respetiva transformacdo de
coordenadas para duas dimensdes;

e Desenvolvimento das rotinas de calculo no software Matlab® para as
formulagGes lineares e quadraticas;

e Desenvolver uma interface grafica que permita ao utilizador selecionar o tipo de
modelo de analise (modelo de barra, modelo de viga ou modelo de estrutura);

e Desenvolver uma interface grafica intuitiva que permita ao utilizador definir a
geometria da estrutura, através da introdu¢do das coordenadas dos nds, através
do desenho da estrutura ou através da importacdo de um ficheiro do tipo .dxf;

e Desenvolver todas as funcionalidades que permitam ao utilizador introduzir os
parametros necessdrios a correta resolu¢do do problema em analise (definir
propriedades e condicdes);

e Integrar as rotinas de calculo com a interface grafica, e permitir que o utilizador
opte pelo tipo de formulacdo na base do estudo;

e Obter a solugdo do problema em analise apds o processamento pelo cédigo
desenvolvido. A solucdo deve conter e permitir visualizar as varidveis primarias
e secunddrias da estrutura sobre a forma de tabelas (esforcos axiais, transversos
e momentos fletores, deformacdes e tensdes instaladas e ainda reacdes nos
apoios);

e O programa deve ainda permitir ao utilizador visualizar a solucdo das variaveis
primarias e secunddrias da estrutura sobre a forma grafica de diagramas, ou
mapas de cores.

1.3 Organizacdo do relatdrio

A dissertacao encontra-se subdividida em 4 capitulos, cada um destes com as suas
respetivas subseccbes necessarias a separacdo dos temas abordados da forma mais
conveniente possivel, com o intuito de manter o encadeamento natural das matérias
descritas ao longo deste trabalho.

Capitulo 1: Introdug¢do

Com o presente capitulo pretende-se contextualizar o tema abordado e expor os
objetivos que se aspira alcancar. Por fim, aspira-se a que o leitor figue com uma visao
geral da organizacdo do presente documento.
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Capitulo 2: Revisdo Bibliogrdfica

Pretende-se com este capitulo que o leitor obtenha uma visdo geral sobre o MEF assim
como do software utilizado no desenvolvimento da aplicagdo e propiciar uma ideia geral
dos softwares disponiveis no mercado e das suas potencialidades. Este capitulo aborda
assim um enquadramento histoérico do MEF onde se pode consultar os principios gerais
do MEF assim como as suas potencialidades e diferentes campos de aplicagdo.
Consideram-se analises lineares eldsticas ou analises ndo lineares, sejam estas materiais
ou geométricas, que sdo muito aplicadas por exemplo, na indUstria automdvel, uma vez
gue permitem a realizacdo de estudos de crash tests [1]. Ainda neste capitulo, realiza-
se uma abordagem ao tema dos elementos finitos mais comumente utilizados e as
técnicas utilizadas para obter as formulacdes destes elementos. A titulo de exemplo,
neste capitulo podem-se encontrar referéncias ao Método dos Deslocamentos assim
como ao Método das Forgas, entre outros métodos referenciados no presente texto.
Por fim, este capitulo contém uma descricdo de softwares que permitem realizar os mais
variados tipos de estudos em diferentes campos de aplicacdo desde a drea da
engenharia a area da medicina. Para este efeito, descrevem-se algumas das
potencialidades dos softwares abordados e ¢é realizada uma abordagem mais
pormenorizada ao software (Matlab®) selecionado para o desenvolvimento da
ferramenta informatica.

Capitulo 3: Desenvolvimento
Capitulo 3.1: Formulacgdo dos elementos a implementar

As formulagdes dos elementos que se pretendem estudar e necessarias a realiza¢ao do
programa em Matlab® sdo alvo de estudo neste capitulo. Este contém as formulacdes
matematicas e explicacGes necessarias a obtencdo dos elementos de barra, viga e
estrutura unidimensionais. Mais concretamente, sao descritas as formulag¢ées lineares e
quadrdticas para cada um destes elementos, onde se demonstram por exemplo as
consideracgdes a ter na definicdo do polindmio a partir do qual se obtém as fun¢des de
interpolacdo, entre outros passos que permitem por exemplo deduzir a matriz de rigidez
para cada elemento. Posteriormente é apresentada uma comparagéo, para cada
elemento, entre cada uma das formulagdes e explicadas as vantagens e desvantagens
na utilizacdo de cada uma das formulagdes (linear ou quadratica). Por ultimo, procede-
se a validagdo das formulacdes realizadas para cada elemento, aplicando-as na
resolucdo de 3 problemas modelo encontrados na literatura, e comparam-se os
resultados com os obtidos através da utilizacdo de softwares comummente utilizados
no mercado.

Capitulo 3.2: Desenvolvimento do software

Sdo aqui incluidos todos os passos necessarios ao desenvolvimento do software, desde
a estrutura do programa, o método de programacdo utilizado e as bases de dados
necessarias ao correto funcionamento deste. Neste capitulo é ainda demonstrado de
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forma detalhada e explicado passo a passo o funcionamento do programa, desde o
arranque até a apresenta¢do dos resultados. A titulo de exemplo, alguns dos passos
intermédios que se podem consultar consistem na selegdo do modelo de estrutura a
analisar pelo utilizador, a defini¢cdo da geometria que se pretende estudar, assim como
a introducdo das condigbes fronteira e carregamentos a que esta esta sujeita, entre
outros. Por ultimo, ainda neste capitulo, podem ser consultadas todas as valida¢ées
efetuadas ao software desenvolvido, desde compara¢cdes com a solucdo exata obtida
pela mecanica dos materiais, assim como compara¢des com outros softwares
comercializados.

Capitulo 5: Conclusdes

Este capitulo é destinado as conclusdes retiradas ao longo do desenvolvimento deste
documento, assim como feitas referéncias a futuros desenvolvimentos com base na
dissertacdo elaborada.

Complementarmente, incluem-se no final desta dissertagao todas as referéncias
documentais utilizadas e anexos cujo conteudo ndo foi introduzido no corpo principal
por forma a nao tornar o mesmo demasiado extenso e disperso.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 O Método de Elementos Finitos

O MEF quando aplicado a analise de estruturas tém como principal objetivo determinar
o estado de tensdo e deformacdo de um determinado elemento, independentemente
da sua geometria, quando sujeito a agdes externas [2]. Antes do aparecimento deste
método a resolucdo de problemas em meios continuos era obtida através de sistemas
de equacdes de derivadas parciais que regiam o fenédmeno, tendo em consideracdo as
condicOes fronteira. Dada a complexidade de aplicacdo desta técnica a problemas de
dificil resolucdo recorria-se recorrentemente as séries de Fourier, assim como a outros
métodos, especialmente ao método das diferencgas finitas, este por consequéncia a
determinada altura obrigava a resolu¢cdao de grandes sistemas de equagdes lineares.
Finalmente na década de 60 presenciou-se um grande avan¢o no MEF e este, coincidiu
com a proliferagao dos computadores. Como efeito, passou a ser uma pratica corrente
0 seu uso na resolucdo de problemas de grande complexidade (por exemplo geometrias
arbitrarias, que fogem ao comumente publicado em tabelas ou dbacos), o avanco foi de
tal forma significativo que os outros métodos cairam em desuso [2].

O MEF consiste num método de andlise de formulagcbes matematicas de problemas
fisicos em meios continuos. Estas formulacdes sdao normalmente obtidas através da
resolucdo de equacdes diferenciais ou integrais em funcdo das suas respetivas condicdes
fronteira [3]. Este método consiste na subdivisdo de dominios, ou seja, em dividir um
dominio num numero finito de subdominios (elementos finitos), convertendo-se o
continuo em discreto. E este processo que direciona a uma solugdo aproximada do
problema em todo o seu dominio e que é obtida com recurso a fun¢des de interpolacao.
Este processo de dividir os dominios de integracdo em dominios de menor dimensdo
(malhas ou grid) é denominado por discretizacdo Figura 1 [1].

Figura 1 — Discretizagdo [3]
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Em conclusdo a esta pequena introducao, refere-se que as formulacdes do MEF podem-
se basear em varias técnicas, método dos deslocamentos, métodos hibridos e mistos ou
modelos de equilibrio, sendo que aquele que é de mais facil interpretacao e apresenta
uma maior simplicidade na sua utilizacdao é o método dos deslocamentos.

2.1.1 Aevolucdo do método de elementos finitos

O estudo da resisténcia dos materiais ja data desde as origens da civilizagdo onde se
podem encontrar registos dos esforgos para entender e metodizar a construgao de
edificios. Isto impulsiona o Homem num estudo cada vez mais aprofundado da
resisténcia dos materiais como forma de superar os limites que |he sdo impostos e
otimizar os seus progressos. Pode-se encontrar os primeiros registos histdricos de
problemas de aritmética e geometria no papiro de Rhind (Figura 2), do qual existe uma
copia datada de 1650 A.C., atribuido ao arquiteto e fisico Imhotep responsavel pela
construcdo de piramides em 2950 A.C. [4].

Figura 2 - Papiro matematico de Rhind [5]

E na Grécia Helenistica que se destacam Thales de Mileno e Pitdgoras na origem da
matematica por volta do século VI A.C.. Thales desenvolveu o método dedutivo,
enquanto Pitdgoras, entre outras tematicas, estudou a vibracdo de cordas, que sdo
elementos estruturais simples [4, 6].

Mais tarde em Alexandria, (século IV até 30 A.C.) pode-se destacar Euclides com a
publicacdo de um dos textos mais influentes de sempre “Os Elementos”, entre variados
temas que o compdem, pode-se encontrar o estudo entre angulos e distancias no
espaco. Nesta mesma era destaca-se Arquimedes que, partindo de postulados,
desenvolveu as regras da estdtica que podem ser encontradas no seu livro “Sobre o
Equilibrio de Planos”. Constata-se que o processo de discretizar utilizado pelo MEF é
analogo ao processo utilizado por Arquimedes para calcular o perimetro de uma
circunferéncia ao subdividir esta em poligonos [4, 7].
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Posteriormente com a heranca de conhecimento que os Romanos obtiveram da Grécia
antiga, utilizaram em grande escala uma forma geométrica inovadora, que viria a ter
grande impacto na arquitetura e engenharia: o Arco (Figura 3).

MEDINACELL —ARco moxax

Figura 3 - Arco Romano [8]

Com a queda do Império Romano pode-se afirmar que poucos avan¢os da ciéncia
existiram durante a idade média na Europa. No entanto, o desenvolvimento da ciéncia
durante este periodo continuou na India e nos Paises Arabes, onde se desenvolveram
os numeros Hindu-Arabes e se introduziu o nimero zero. A Europa retomou o
desenvolvimento da ciéncia moderna com o renascimento particularmente em lItalia,
onde Leonardo da Vinci (1452-1519) realizou o primeiro estudo ligado a resisténcia dos
materiais, nomeadamente ensaios de tracdo a fios metalicos. Mas deve-se a Galileu
Galilei (1564-1642) a verdadeira abordagem a ciéncia que se concebe atualmente, no
seu livro “Didlogos sobre Duas Novas Ciéncias”, no qual se pode encontrar nos dois
primeiros capitulos, entre outros assuntos, a discussdao da mecanica de barras e vigas
encastradas (Figura 4) [4].

Figura 4 — Representagdo de uma viga encastrada, livro de Galileu Galilei [4]

Mais tarde, durante a segunda metade do século XVII, assiste-se a criacdo das primeiras
sociedades cientificas modernas: a Royal Society em Londres e a Académie des Sciences
de Paris. Robert Hooke (1653-1703) realizou estudos experimentais ao servico da Royal
Society e em 1676, publicou a Lei de Hooke, uma das maiores contribuicdes no estudo
da mecanica dos materiais elasticos. Na mesma época, em Paris, Mariotte (1620-1684)
também se dedicava ao estudo da resisténcia dos materiais, alcancando os mesmos
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resultados de Hooke em 1680 de forma independente. Pouco tempo depois aparece um
dos maiores nomes de sempre (Sir Isaac Newton) com a publicacdo do seu livro em 1687
“Philosophiae Naturalis Principia Mathematica” onde descreve as bases da mecanica,
desenvolveu o célculo diferencial e o seu estudo permite ndo sd, o estudo da estatica,
mas também da dindmica de estruturas [4, 9].

No século XVIII a mecanica dos materiais teve o seu maior avang¢o gragas aos irmaos
Bernoulli. Jacques (1654-1705) dedicou-se principalmente ao estudo do eixo de rotagao
de vigas e problemas da dinamica, enquanto Johann (1667-1748) desenvolveu o
principio dos deslocamentos virtuais. Posteriormente Leonhard Euler (1707-1783)
publicou vdrios livros e mais de 400 artigos cientificos. Um dos desenvolvimentos mais
importantes de Euler consistiu na formulacdo da teoria de vigas (Euler-Bernoulli) [4, 10].

Em 1759 Joseph Louis Lagrange (1736-1813), por recomendacdo de Euler, foi eleito
membro da Academia de Berlim, onde em 1766 publicou varios trabalhos sobre célculo
variacional. Ja no inicio do século XIX o estudo dos elementos estruturais de formas
definidas mudou, e iniciou-se o estudo de elementos sdlidos com geometrias
tridimensionais e formas arbitrarias. Navier (1785-1836) em 1821 e Cauchy (1789-1857)
em 1822 caracterizaram as equag¢Bes do campo eldstico. Ambos apresentaram
formulagbes idénticas apesar de Cauchy afirmar que um material isotrépico era
caracterizado por duas constantes enquanto Navier afirmava existir apenas uma. No
mesmo periodo Fourier (1768-1830) desenvolveu a teoria do campo térmico de um
corpo com forma genérica, entre outras teorias, como a famosa série de Fourier [4].

Apds a formulacdo do campo elastico presenciou-se um veloz desenvolvimento no que
concerne ao estudo de materiais no regime eldstico e restava agora resolver os
problemas relacionados com as condicGes fronteira. Dedicaram-se ao estudo deste
problema cientistas como Lamé (1795-1870) e Clapeyron (1799-1864). Outros avancos
de grande relevancia que ocorreram ainda durante o século XIX sdo atribuidos a Thomas
Young (1773-1829) e a Poisson (1781-1840), aos quais se devem os coeficientes
essenciais no estudo da resisténcia dos materiais. E importante salientar que estes
investigadores permitiram o término de uma polémica que ja perdurava a algumas
décadas, pois permitiram provar que um material isotrdpico tem na realidade dois
coeficientes que o definem [4].

Podem-se destacar outros grandes nomes ainda deste século que estiveram envolvidos
no desenvolvimento de teorias relacionados com as energias e a teoria da conservacao
de energia, como George Green (1793-1841), Helmholtz (1821-1894) e Kelvin (1824-
1907), mas sem duvida que o maior pesquisador na teoria da elasticidade dos materiais
foi Barré de Saint Venant (1797-1886). Distinguem-se ainda neste século cientistas de
renome como Maxwell (1831-1879), pioneiro no método da fotoelasticidade, Voigt
(1850-1919), Mohr (1835-1918) com grandes desenvolvimentos e inovacbes em
métodos graficos, Castigliano (1847-1884), Rayleigh (John William Strutt 1842-1919),
Walter Ritz (1878-1909). O século termina com uma das publicacdes que mais impacto
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provocou no século XX, de A.E.H. Love (1863-1940), intitulado “A Treatise on the
Mathematical Theory of Elasticity”. Na viragem do século e inicio do século XX foi
Stephen P. Timoshenko (1878-1972) o responsavel pela difusdo dos métodos analiticos
nos Estados Unidos da América. Atualmente os seus textos sao mundialmente famosos
e adotados por muitas universidades em todo o mundo [4].

No século XX, devido essencialmente ao desenvolvimento da engenharia aerondutica e
0 que esta exigia (formas geométricas complexas, otimiza¢do peso, etc), foi necessario
o desenvolvimento de métodos matriciais, sendo o método das forgas e deslocamentos
os mais utilizados [4, 11].

Foi em 1943 que o matematico Courant (1888-1972) prop6s (modificando a ideia inicial
de Gauss) que ndo se utilizasse uma Unica fun¢do para aproximar a solucdo de um
dominio, mas que se analisasse pequenas partes do dominio com fun¢des validas para
este pequeno dominio. O que Courant propde é que, por exemplo no estudo de um
grafico de uma parabola, se a aproximacdo por uma reta a parabola for realizada por
mais que uma reta a aproximagado sera muito mais exata quanto mais retas utilizadas
(Figura 5). Contudo, deve-se garantir a continuidade entre cada reta utilizada para que
nao se obtenha um diferente valor para um mesmo ponto [11].

u(x)

Solucdo exata

Aproximacio por 4 retas

Aproximacido por uma reta

A J

Figura 5 - Exemplo de aproximagao por fungdes continuas [11]

Apesar de a teoria de Courant fornecer bases sélidas para o MEF, este termo apenas foi
introduzido na década de 60 por Ray Clough (1960), no ambito de uma analise estrutural
bidimensional. Todavia é de salientar que, entre a década de 40 a 60 Argyris e Mc Henry
impulsionaram o calculo matricial na andlise de estruturas e Hrenikoff sugeriu
metodologias para a andlise de placas. Ja Turner, Clough, Martin e Topp propuseram,
com auxilio ao cdlculo matricial, que os painéis de uma aeronave fossem modelados a
partir de pequenos tridngulos que cobrissem toda a darea de superficie. O
comportamento seria matematicamente descrito, aproximado localmente, e
globalmente por compatibilizacdo de cada um dos elementos. Ainda durante a década
de 60 e 70, o MEF foi alargado a diferentes tipos de aplicacdes desde flexdao de placas,
problemas eldsticos tridimensionais, reservatdrios de pressao, transferéncias de calor,
escoamentos de fluidos, analises dindamicas, entre outras aplicacées (Melosh, Grafton e
Strome, Wilson, Gallagher, Wilson e Nickell, Martin, Turner et al., Archer). Apds esta
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década de 60 e 70 muitos trabalhos foram realizados no ambito do MEF. Sao de salientar
os trabalhos de Reddy, Zienkiewicz e Taylor, Huges, Onate, entre outros. Pode ser
consultada a obra de Noor (1991) para uma informacdo mais detalhada sobre a histéria
do MEF (Figura 6) [1, 6, 11, 12].

Trial Finite

Sunctions differences
Richardson 1910'*
Variational Weighted Liebman 1918
methods residuads Southwell 1946
Rayleigh 1870" Gauss 1795
Ritz 1909 Galerkin 1915"°
Biezeno—Koch 1923%
Strvetural Piecewise l
analogue contimiowy
substitution tridd fimctions
Hrenikoff I‘.J-ﬂ: Courant 1943'7
McHenry 19437 Prager-Synge 19474
Newmark 1949 Zienkiewicz 19642
Direct Variationad
contimanm JSinite
elements l differences
Argyris 1955* \ / Varga 1962"

Tumer et al. 1956”

PRESENT-DAY
FINITE ELEMENT METHOD

Figura 6 - Histéria do MEF [13]

Nos primdrdios do MEF os programas desenvolvidos por este método eram corridos em
computadores mainframe, mas o primeiro codigo capaz de analisar centenas de
milhares de graus de liberdade foi desenvolvido nos anos 60 (Nastran™). Desde ent3o
foram desenvolvidos outros como o Ansys’, Abaqus’ ou o Autodesk”® Algor. Atualmente,
com o desenvolvimento das capacidades de processamento dos computadores, estes
cddigos encontram-se acessiveis a qualquer utilizador que possua um computador
pessoal, permitindo o mais diverso tipo de analises desde escoamento de fluidos,
analises estaticas, dinamicas entre outras possiveis [1]. Este avancgo leva a reflexao dos
potenciais riscos da disseminacdo destes cédigos, uma vez que estes permitem que
gualquer projetista, independentemente dos seus conhecimentos do MEF, utilize um
qgualquer software e seja tentado a aceitar os resultados obtidos sem um pensamento
critico e consciencializacdo das formulaces que estdo na base do cddigo utilizado. “Os
potenciais perigo de uma utilizagdo nestas condi¢bes sdo a néo percecéo de eventuais
erros na introdu¢do dos dados, a auséncia de correspondéncia entre o modelo
selecionado e a estrutura que estd a ser analisada,...” [2]. Face a quantidade de
programas computacionais disponiveis, o utilizador deve questionar-se se compreende
os fundamentos que estdo na origem do modelo utilizado e estudar com criticismo os
resultados obtidos [6].

2.1.2 Principios gerais do Método de Elementos Finitos

Considere-se um dado volume de material com propriedades fisicas conhecidas, a
formulacdo pelo MEF requer a existéncia de uma ou mais equacgdes integrais que
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permitam a substituicdo deste dominio complexo (volume), por um somatério de
equacdes que se estendam aos subdominios que o definem. Esta metodologia é
representada na equacdo (1) e esta provém da aplicacdo do método dos residuos
ponderados ou de um principio variacional [2]. Este processo permite tornar possivel a
solucdo de problemas de grande complexidade onde, no dominio em analise, a variavel
de campo ¢(X,y) a ser determinada em cada um dos pontos P(X,y) constituintes do
dominio rege-se por leis constitutivas. Estas leis implicam solugdes matematicas exatas
sob a forma de formulacdes algébricas que dependem apenas das varidveis
independentes.

jvfavzijvifav. (1)

Recorre-se entdo a técnicas numéricas de forma a se obter uma solu¢do aproximada do
dominio em analise, para a correta anadlise de um dominio. Por isto, procede-se a
subdivisdo do mesmo em subdominios continuos, sendo que estes subdominios podem
ser, por exemplo, um numero finito de retangulos (Figura 7).

Figura 7 - Subdominios finitos

Cada um destes subdominios, como se pode observar na Figura 7, é constituido por
guatro nés que definem a fronteira deste subdominio e que podem ser ligados
continuamente a outros subdominios de forma a conseguir discretizar o dominio.
Existem varios tipos de elementos, sendo que o elemento mais usado na discretizacao
de dominios bidimensionais é o elemento triangular, pois permite obter um rigor
aceitdvel na aproximacdo ao dominio em estudo (pequena distor¢dao do elemento na
aproximacdo do dominio e maior rigor na fronteira do dominio), aliado a simplicidade
da formulacdo. E de igual modo importante salientar que, quanto maior for a
aproximacdo a geometria em anadlise, mais préxima a solucdo obtida vai ser da solucao
exata.

Como resultado do sistema de equacdes obtido pelo MEF, sdo obtidas as varidveis de
campo na globalidade dos nds da malha. Os valores das mesmas varidveis no interior de
cada um dos subdominios utilizados sdo obtidos através de fungdes de interpolagdo, que
no estudo do elemento quadrangular ¢1, ¢2, ¢3 e ¢4 (nds constituintes do elemento)
sdo interpolados através de fungbes de interpolacdo (N) que normalmente sdo
polinomiais e satisfazem as condicdes especificas nos nds exteriores do elemento

Desenvolvimento de uma Ferramenta Informatica em Matlab para Andlise de
Estruturas pelo Método de Elementos Finitos

15



REVISAO BIBLIOGRAFICA

(equacdo (2)). Assim, quantos mais subdominios forem utilizados, mais nds definem o
dominio em estudo, o que implica maior rigor na aproximacao. Contudo, o método de
interpolacdo utilizado acarreta sempre um erro associado, que deve ser
cuidadosamente estudado.

F(X,Y) =N, (X, ¥) A +N, (%, Y)d, + Ny (%, y) B +N, (X, Y) 8, - (2)

O refinamento da malha do elemento finito também influencia o rigor da analise, pois
quantos mais elementos forem utilizados no estudo do problema menor vai ser o erro
de interpolagao. Como exemplo, ao estudar a tragao de um corpo que possui uma
seccdo varidvel ao longo do seu comprimento (Figura 8), consegue-se comprovar pela
resisténcia dos materiais que, quantas mais subsecc¢des se utilizarem para aproximar a
forma varidvel inicial em estudo, mais se aproxima da solucdo exata do problema. Isto
deve-se ao facto de cada um desses elementos definir com maior rigor a darea
geométrica do sdlido que estdo a moldar. Pode-se constatar com a Figura 9 que o
aumento do numero de elementos permite obter uma convergéncia assintética para a
solucdo exata, ou seja, menor serd o erro relacionado com a aproximacao efetuada ao
elemento, pois existe cada vez mais aproximacdo a geometria real. Caso se estude a
aproximag¢do de uma pardbola por retas, pode-se constatar esta mesma convergéncia
com o aumento do numero de retas utilizadas.

ry
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Figura 8 - Aproximacgao da geometria por elementos [1]
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Figura 9 - Convergéncia assintotica [1]
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E importante salientar que, quantos mais elementos forem utilizados, maior serd o
numero de equacdes e a morosidade de resolucdo do problema. Desta forma, recorre-
se ao cdlculo computacional, mas deve-se realcar que o tempo computacional aumenta
normalmente exponencialmente com o aumento do nimero de elementos e que este
aumento pode ser redundante, dependendo do estudo em analise.

Com isto pretende-se dizer que é deveras importante o adequado refinamento da malha
(Figura 11), ou seja, o numero de elementos, a escolha do tipo de elemento e a
introducgao correta dos dados de entrada do problema, para que o estudo seja o mais
proximo possivel da solugao exata. Alguns cuidados a ter no refinamento da malha sao
demonstrados na Figura 10.

1t $ 444
R . EEE
{ * * * J’ * 1 SIrant COrmers

Cutonts Cracks
- WVicity of concentrated (point)
loads, and sharp contact areas
weld
]
-+
-
-
—
Load transfer
(bonded jomts,
welds, anchors, Abmpt thickness Material

reinforcing bars, etc,) changes mterfaces
Figura 10 - Zonas de refinamento da malha assinaladas a laranja [6]

Deve-se ter presente que no refinamento da malha existe um comprometimento entre
a interpolacdo e a distor¢ao do elemento, consequentemente os elementos devem ser
0 mais regulares possivel por forma a evitar a insercao de erros na interpolagao [6]. A
regularidade do elemento pode ser verificada através do racio de aspeto ou aspect ratio,
gue traduz a relacdo entre as arestas de maior e menor dimensao, que deve ser o mais
proximo possivel de um.

|

e ip
" X . -
Forgas exteriores Condicdes de Fronteira

Figura 11 — Exemplo de refinamento da malha apropriado [14]
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Figura 12 — Comparagdo de elementos com diferentes racios de aspeto [6]

A ndo consideragao destes aspetos pode acarretar erros aos resultados obtidos na
solucdo do problema, ja que estes podem ser muito dispares quando comparados com
a solucdo exata (quando é possivel efetuar esta comparacdo). Isto deve-se ao facto de o
MEF ser usualmente utilizado na resolugdo de problemas de grande complexidade, para
0s quais ndo existe a solucdo exata. Quando assim for, o resultado obtido deve ser
sempre verificado de acordo com [1]:

e “Convergéncia numérica,
e Razoabilidade do resultado obtido,

e Consisténcia com as leis fisicas do problema em causa (estrutural — a estrutura
estd em equilibrio?; térmico — o balanco de fluxos de entrada e saida de calor é
satisfeito?) e

e Descontinuidade razodvel das varidveis derivadas nas fronteiras entre os
elementos.”

2.1.3 Potencialidades

O MEF, gragas ao aumento das capacidades computacionais, veio revolucionar as
possibilidades de resolucao de problemas e a sua eficacia em diversas areas, como sejam
a engenharia e medicina. Através deste método, podem-se formular varios tipos de
elementos que permitem ir de encontro a necessidades especificas. Os problemas em
analise podem ser de variados tipos, desde analises estruturais lineares e nao lineares,
analises acusticas, eletromagnéticas, analises na darea da mecanica de fluidos, analises
térmicas, simulacdo de efeitos dindamicos e até simulacdes de operacdes cirurgicas [1,
6].

Na area da mecanica estrutural pode-se constatar que, com a implementacdao do MEF,
€ possivel modelar com facilidade geometrias complexas (Figura 13) e estudar a
distribuicdo de esforcos e deformacdes deste tipo de geometrias sujeitas a variados
tipos de carregamentos.

Desenvolvimento de uma Ferramenta Informatica em Matlab para Andlise de
Estruturas pelo Método de Elementos Finitos José Ramos da Silva

18



REVISAO BIBLIOGRAFICA

Figura 13 — Analise ndo linear de um stent biomédico [15]

O MEF permite ao utilizador manipular o refinamento da malha. Esta manipulagao
permite obter solu¢cdes mais precisas em zonas especificas da geometria em estudo ou
diminuir a precisdo da solucdo, por forma a se aumentar a velocidade de processamento
e obter-se assim, uma solucdo ao problema mais rapidamente. O refinamento pode ser
efetuado pelo utilizador ou com o auxilio de softwares que possuem algoritmos que
constroem a malha com a introducdo de dados como o tamanho médio dos elementos,
e com a potencialidade de refinamento desta em zonas de potenciais concentragdes de
tensdes, como furos, entalhes ou arestas vivas. Pode-se estudar ilimitados tipos de
carregamentos, condicOes fronteira e diferentes tipos de materiais (a constituirem a
mesma andlise pois cada elemento é analisado independentemente). O MEF permite
ainda efetuar estudos de analises ndo lineares (Figura 14) geométricas ou de materiais
[14].

Figura 14 - Exemplo de analise nao linear [16]

Com o avanco da tecnologia, o MEF cada vez mais foi incorporado em softwares que
permitem a sua aplicacdo com maior eficacia e velocidade. Nota-se cada vez mais a
existéncia de programas focados em determinados tipos de analises com
potencialidades adicionais, especificas para os tipos de andlises permitidas. Assim, cada
vez menos se recorre ao uso de protétipos, ou estes sdo muito reduzidos, pois
atualmente, recorrendo-se ao MEF e com a evolucdo do software juntamente com o
hardware, é possivel efetuar-se otimiza¢des assim como diferentes estudos. Desta
forma, pode-se ter diferentes estudos e solu¢cdes diferentes com mais rigor, o que
permite um resultado com maior fiabilidade e qualidade. Esta etapa, no
desenvolvimento de um dado produto é designada de CAE (Computer Aided
Engineering) que, com a reducdo de protétipos e de ensaios, implica uma reducdo
significativa no custo final de um determinado produto em desenvolvimento [14, 17].
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Este tipo de andlise é deveras vantajoso no estudo de estruturas metalicas, pois
atualmente existem diversas formulacdes que permitem aos engenheiros realizar
analises de estruturas hiperestaticas de forma rapida e eficaz. Recorre-se a elementos
unidimensionais formulados através das equag¢des constitutivas da mecanica dos
materiais que, através do MEF, permitem obter o sistema de equagdes gerais de
elementos como o de barra, viga ou de estrutura. Estes tipos de elementos permitem,
de forma rapida para o utilizador, obter as reacdes, deslocamentos, tensdes e
deformacdes que uma dada estrutura vai sofrer de acordo com o carregamento em
analise. Pode-se assim realizar uma otimizacdo na fase de projeto de uma dada
estrutura, sem que esta se traduza num aumento substancial do custo final da obra, pois
ndao existe a necessidade de se recorrer a protdtipos e outro tipo de estudos
dispendiosos. Por exemplo, quando existe a necessidade de perceber o comportamento
do escoamento de um fluido em torno de uma dada geometria, por norma recorre-se a
tuneis de vento, o que se traduz num custo dispendioso para o projeto. Com recurso ao
MEF atualmente existem softwares com elevadas potencialidades neste tipo de
analises.

Pode-se concluir que, com o auxilio do MEF e com os avan¢os computacionais, vai-se
presenciar num futuro préximo um aumento da competitividade, pois os produtos do
mercado apresentardo maior qualidade e menor custo decorrente essencialmente da
fase de projeto. Com o decorrente recurso a técnicas computacionais desde o CAD
(Computer Aided Design), CAE e o CAM (Computer Aided Manufacturing), menor serd o
erro humano associado ao fabrico e estudo de novos produtos. Atualmente, com a
chegada da impressdo trés dimensdes (3D) ao utilizador comum, menor serd o custo
derivado da fase de projeto e novas solu¢des podem ser estudadas e validadas a baixo
custo, como por exemplo a construcdo de estruturas em favo de abelha, reducdo de
material em estruturas de reforco, entre outras.

2.1.4 Aplicacdes do método de elementos finitos

O MEF é usualmente utilizado em analises estruturais estaticas lineares ou nao lineares
(Figura 15), como andlise de tensdes e deformagbes em elementos de viga, barra ou
estrutura e o estudo de concentragao de tensdes em torno de furos ou boleados, mas
também em andlises de vibracdes e andlises dinamicas [13, 18].

Figura 15 - Exemplo de analise estrutural [19]
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Presentemente, este tipo de analises permite essencialmente uma redugdo dos custos
relacionados com o fabrico de um produto, querendo-se com isto dizer que todo o custo
em volta dos desenvolvimentos de protétipos e ensaios necessarios fica reduzido ao
minimo. No estudo de um automodvel atualmente recorrem-se a variados tipos de
anadlises, desde ensaios de crash tests (Figura 16) a andlises de acustica, ergonomia,
entre outras. Por exemplo, no caso de estudos como crash tests pode recorrer-se a
analises computacionais de forma a garantir que o carro se encontra dentro de todas as
normativas, o que pode significar uma reducdo substancial do custo final do produto.

ruck 100% front crash sl SOkmh

Pax=572.700 at NODE 10639

522700

487 853
453,008
418.160

383313

348467

Figura 16 - Crash test [1]

O programa Flow Design [20] da empresa Autodesk® permite, através do MEF, simular
um tunel de vento (Figura 17) aplicado a uma geometria concebida em CAD. Através
desta ferramenta pode-se analisar o escoamento do vento em redor de diversas
geometrias independentemente da sua complexidade. Este tipo de analise torna-se
deveras vantajoso quando se pretende obter uma geometria o mais aerodinamica
possivel e reduzir custos e tempo de projeto quando a estrutura em analise necessita de
ser submetida a ensaios em tuneis de vento.

Figura 17 - Projeto Flow Design [21]

As analises estruturais sao utilizadas diversas vezes no estudo de estruturas metalicas,
recorrentemente quando o grau das estruturas é hiperestdtico. Recorrem-se a técnicas
diretas como por exemplo, o Método dos Deslocamentos, pois estas permitem obter de
forma rdpida e eficaz as reacdes, deslocamentos, tensdes e deformacdes mesmo
guando a estrutura apresenta um elevado numero de elementos. Os estudos nao
estruturais associados ao MEF focam-se essencialmente em andlises de transferéncias
de calor, analises eletromagnéticas e analises de escoamento de fluidos. Na simulacdo
de andlise de tensdes destacam-se simulacGes essencialmente na area da engenharia
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biomecanica, que permitem o estudo de prdoteses para os joelhos, articulacdes da anca,
implantes dentarios (Figura 18) e modelos do coracdo humano focados no estudo das
valvulas e sua substituicdo [1, 14, 18].

Figura 18 - Exemplo do estudo de uma prétese dentaria [22]
2.1.5 Técnica do método de elementos finitos

De forma a obter as equacdes constitutivas de problemas, sejam estes estruturais ou
ndo estruturais, existem diversas abordagens que permitem derivar as matrizes ou os
vetores caracteristicos de elementos finitos. Estas abordagens subdividem-se em trés
grandes grupos, designadamente os Métodos Diretos, Métodos Variacionais e Métodos
de Residuos Ponderados [13, 18].

O Método Direto é baseado no uso da mecanica tradicional para estabelecer as
propriedades do elemento (ou seja, as matrizes e vetores caracteristicos), em termos de
variaveis pertinentes. Como este método se rege pelas leis basicas da engenharia, auxilia
a compreensao do MEF. No entanto, este método sé pode ser aplicado na solucdo de
problemas simples, como barras unidimensionais. Quando se pretende aplicar este
método a elementos bidimensionais ou tridimensionais normalmente surgem
dificuldades intransponiveis, o que implica que este método ndo seja utilizado na
maioria dos problemas praticos [18].

Existem dois tipos de métodos diretos que sao tradicionalmente associados ao estudo
de estruturas metalicas pelo MEF. O Método das Forcas e o Método dos Deslocamentos.
No ambito desta dissertacdao o Método dos Deslocamentos sera aquele ao qual se vai
recorrer para obter as formula¢des dos elementos de barra, viga e estrutura e, como tal,
este sera também o método mais abordado ao longo desta dissertacdo. O Método das
Forcas considera como incognitas as forcas internas do sistema, de forma a obter as
equacoes globais que regem o problema em analise. Inicialmente obtém-se as equacdes
de equilibrio do sistema, sendo que em seguida é necessario obter equacbes adicionais,
obtidas através de equacdes de compatibilidade. De forma a se obter a solu¢dao de um
sistema hiperestdtico, deve-se inicialmente calcular o grau de hiperestaticidade do
sistema. Com base no grau de hiperestaticidade sabe-se qual o niumero de sistemas
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isostaticos unitarios que é necessario resolver, para se obter a solucdo do sistema
hiperestatico. Apds isto, o resultado é obtido através de um conjunto de equacdes
algébricas, que permitem obter as forgas desconhecidas do sistema. Matematicamente
o método das forgas deve satisfazer a seguinte expressao,

A=) X§. (3)

i=1

onde A é o deslocamento do sistema isostatico de base, d representa o deslocamento
provocado por uma carga unitdria e X é o niUmero de vezes que essa carga unitaria é
necessdria para que o deslocamento seja 0 no ponto em analise, sendo esta a condi¢do
que se pretende satisfazer (Figura 19) [14].

Sistema isostatico
de base 58EkN

Sistema hiperstatico

A & C
S8 KN 3 1 Y

yA yB C
) B
Xvezes  Sistema isostalico

LL 1,60 m unitario
Y

A B¢ 3
g ) Y

Figura 19 - Método das Forgas [23]

No Método dos Deslocamentos, ao contrario do Método das Forgcas e como o nome
indica, as incognitas do problema s3do os deslocamentos (generalizados, incluindo
translacOes e rotacdes). Este método consiste em exprimir uma condicdo de equilibrio
estatico para todos os nés de uma dada estrutura, em funcdo do deslocamento e
carregamento exterior aplicado [14, 23].

No ambito do estudo de problemas estruturais o método descrito anteriormente é o
mais utilizado pois, apesar de implicar um sistema de equa¢ées muito maior de forma a
se determinar as incognitas, é de facil sistematizacdo pois possui um algoritmo de
resolucdo Unico, enquanto no Método das Forgas o caminho a percorrer é determinado
pelo utilizador a partir do momento que este escolhe o sistema isostatico inicial. O
Método dos Deslocamentos apresenta ainda a vantagem de ndo necessitar que se
calcule o grau de hiperstaticidade de um sistema. Por estes motivos este torna-se o
método predileto para programas de calculo de estruturas [23].

A abordagem de problemas por Métodos Variacionais consiste na minimizacao
funcional, ou seja, em se obter a fungdo que traduz a menor distancia a percorrer entre
valores de fronteira. Os métodos que mais se destacam dentro dos Métodos
Variacionais sdo o Teorema da Energia Potencial Minima e o Principio dos Trabalhos

Desenvolvimento de uma Ferramenta Informatica em Matlab para Andlise de
Estruturas pelo Método de Elementos Finitos

23



REVISAO BIBLIOGRAFICA

Virtuais (PTV). O Teorema da Energia Potencial Minima é normalmente aplicado a
materiais que seguem um comportamento eldstico, sendo que este teorema define que
a energia potencial de um corpo eldstico é obtida pela soma da energia de deformacao
com o potencial de trabalho, ou seja, baseia-se no calculo do potencial total do sistema,
IT (equacdo (4)) e respetiva minimizagdo em relagao as variaveis do problema [[1, 2].

[1=energia de deformacdo + potencial de trabalho . (4)

O PTV ou Principio dos Deslocamentos Virtuais € normalmente aplicado no estudo de
materiais com um comportamento linear ou ndo linear em estudos da estdtica ou
dinamica. Este “estabelece que o trabalho realizado pelas tensbes internas na
deformacgdo virtual do corpo é igual ao trabalho realizado pelas forgas exteriores nos
deslocamentos virtuais dos seus pontos de aplicacdo”. Recorrendo-se a este principio
ter-se-a entdo [[1, 2]:

oU®=0ow® . (5)

onde dU°® representa a energia de deformagéo virtual provocada pelas tensdes internas,
OWF° representa o trabalho virtual realizado pelas forgas externas que hipoteticamente
atuam no elemento [1].

Por fim, deve-se salientar que os Métodos Variacionais sdao amplamente utilizados
embora apresentem uma grande desvantagem pois ndo podem ser aplicados a qualquer
equacado diferencial que contenha termos da primeira derivada [24].

No caso de problemas de elevada complexidade recorre-se ao Método do Residuos
Ponderados, este método utiliza funcdes de tentativa para estimar a varidvel
independente na equacao diferencial que rege o problema. Podem-se destacar algumas
variantes deste método como o Método de Galerkin, Método de Minimos Quadrados,
Método de Colocacdo e o Método do Subdominio [12, 13].

Apresentam-se agora os passos determinantes na formulacdao do MEF e na obtencdo da
solucdo de um problema. A metodologia de formulacdo da analise do MEF é
independente do tipo de problema abordado e rege-se por 3 fases: o Pré-
Processamento, a Obtencdo da Solugdo e o Pés-Processamento [1, 13].

Na primeira fase descrita anteriormente, deve-se proceder a correta escolha do tipo de
elemento a utilizar na abordagem do problema, o tipo de elemento a utilizar pode
influenciar substancialmente na solucao do problema, devendo assim este ser escolhido
de acordo com a andlise pretendida. Também deve ser definido o refinamento da malha
mais adequado, dependendo da geometria em andlise e do tipo de carregamento da
mesma, assim como a disposicdo deste na geometria em andlise. Também ainda nesta
fase deve ser tido em conta se a andlise vai ser realizada a 1, 2 ou 3 dimensdes. Em
resumo pretende-se essencialmente nesta fase desenvolver uma malha apropriada,
atribuir as propriedades dos materiais e aplicar as condicdes fronteira (carregamentos
e restricdes exteriores). E importante salientar que, nesta etapa, a correta definicdo de
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todos os parametros enumerados anteriormente influencia diretamente na precisao
dos resultados que se pretende obter, tornando-se assim uma etapa fundamental na
modelagdo do problema. Para minimizar os erros induzidos pelo incorreto
procedimento na fase do pré-processamento este é definido pelos seguintes passos [1,
25].

e “Defini¢dio do dominio geométrico do problema,

e Definigdo do tipo/tipos de elementos a utilizar> formulagdo do elemento,

e Defini¢do das propriedades materiais dos elementos,

e Defini¢do das propriedades geométricas dos elementos (comprimento, drea),
e Defini¢éo das conetividades entre elementos (malha do modelo),

e Definicdo das restricbes as varidveis de campo (condi¢des fronteira) e

e Definicdo dos carregamentos (forgas, fluxos de calor, etc...).”

A formulacdo do elemento finito é um passo fundamental na etapa do pré-
processamento, e este é dividido em 6 sub-etapas [1];

Etapa 0 — consiste em definir quais sdo as variaveis de campo indispensaveis para a
solucdo do problema.

Etapa 1 — definir os vetores que descrevem a forma do elemento (localizacdo dos nés e
das variaveis existentes em cada no).

Etapa 2 — pretende-se nesta etapa definir o campo de deslocamentos no interior de um
dado elemento (Ue), relacionando-se este com as suas varidveis nodais (ae) e fungdes de
interpolacdo (N), que sdo usualmente obtidas através de polindmios ou através de series
trigonométricas. Matematicamente um deslocamento segundo x rege-se pela seguinte
expressao:

u =Na (6)

e e

Etapa 3 — esta etapa consiste na definicdo do vetor de deformacbes (g). Este rege-se
matematicamente pela seguinte expressao:

e =Ba (7)

e e
Etapa 4 — definir o vetor de tensdes (o).
¢, =DBa, (8)

Etapa 5 — esta ultima etapa permite definir a matriz de rigidez do elemento ke o vetor
de forgas nodais fe através das seguintes expressoes:

Desenvolvimento de uma Ferramenta Informatica em Matlab para Andlise de
Estruturas pelo Método de Elementos Finitos



REVISAO BIBLIOGRAFICA

ke:IBTDB&/ (9)

f =k.a, (10)

A etapa da Obtencdo da Solugdo consiste na resolucdo do problema em analise onde se
procede a montagem das equacdes algébricas em forma matricial ou num sistema de
equacoes que definem o problema globalmente a partir das matrizes que definem cada
elemento. A solucdo deste sistema permite obter como solucdo as variaveis de campo
no sistema local (ae) ou no sistema global (Ae) apds se proceder a transformacdo de
coordenadas.

O sistema de equacdes apresenta-se na seguinte forma genérica:

ky Ky ok (w) [f,
K Koo o Ko [JUn| | o (1)
K Kpp oo k) lun) L,

Este sistema pode ser representado na sua forma matricial em coordenadas locais,
k., =f, (12)
ou em coordenadas globais,
K.A, =F, (13)
Por fim o sistema global de equacbes que permite obter as reacdes toma a forma,
KA=R +F (14)

Na expressao (14) observa-se que a matriz de rigidez global (K) multiplica pelo vetor de
variaveis de campo globais (A), permitindo assim obter as rea¢des na estrutura (R) mais
a soma do vetor de forcas nodais (F). O facto de se impor as condi¢es fronteira permite
obter uma solucdo do sistema de equacdes pois, como é possivel comprovar, a matriz
K é singular, ou seja, o seu determinante é nulo. Quando o determinante de uma matriz
é nulo, a dimensao em que se encontra o problema é reduzida quando sujeito a
transformacgdo imposta pela matriz. Ou seja, quando se analisa um problema
bidimensional e o determinante é nulo significa que a dimensao do problema passou a
ser unidimensional e, nestas circunstancias, o problema pode ter multiplas solucdes
nessa nova dimensdo ou nenhuma solucdo possivel. Assim, podemos deduzir
antecipadamente que a solucdo da matriz é infinita ou ndo tem solucdo possivel.
Conclui-se entdo que, enquanto ndo se invocar determinadas condicdes fronteira que
vao restringir a estrutura num determinado local, esta encontra-se livre como se de um
corpo rigido se tratasse. Nesta mesma equacao ainda se tem como problema o facto de
tanto o vetor A como o vetor R possuirem incdgnitas, o que obriga a condensar o
sistema de forma a obter os valores de A e posteriormente utilizar estes valores para
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extrair as varidveis secundarias em R. O processo de condensar o sistema matricial
consiste em eliminar tanto as linhas como as colunas da matriz de rigidez e as linhas dos
vetores que compdem o sistema de equacdes nas posicdes restringidas pelas condicdes
fronteira. Paralelamente, é importante salientar que normalmente sdo utlizados
métodos de eliminagdo gaussiana na resoluc¢do do sistema, pois a matriz K é simétrica.
Desta forma otimiza-se a resolucdo do sistema, o espagco de armazenamento e ainda o
esforco computacional necessario a solucao do mesmo [1, 13].

Por fim o Pds-Processamento é a fase em que o utilizador deve proceder a avaliagao dos
resultados obtidos de forma a observar se estes sao fisicamente aceitaveis. Pois é nesta
fase que sdo apresentados os resultados por exemplo das tensdes dos elementos, as
deformacdes, coeficientes de seguranca, animacdes do modelo, visualizagdes graficas
das tensdes na estrutura, normalmente em escala de cor, entre outros dados [1].

2.1.6 Tipos de Elementos Finitos para analise estrutural

Conforme foi referido na sec¢do 2.1.5, na fase do pré-processamento deve ser escolhido
o tipo de elemento mais apropriado a correta modelagdo do problema. Existem diversos
tipos de elementos, e a escolha do tipo de elemento depende essencialmente das
condicdes fisicas do corpo em andlise, dos esforgos reais a que este estd sujeito e qual a
precisdao que se pretende na solugdo do problema. Os elementos mais utilizados sdao os
seguintes:

e Nos elementos unidimensionais constam os elementos de barra, viga e
estrutura. Normalmente estes elementos sao representados por uma linha,
sendo que esta na realidade define uma sec¢ao bem delimitada que pode ser
varidvel ao longo do comprimento do elemento. Este tipo de elemento é
usualmente utilizado na modelacdo de estruturas reticuladas, continuas (vigas)
ou articuladas (barras), tendo-se como elemento mais simples o elemento de
barra. Este assume apenas esforcos axiais e normalmente é constituido por dois
nds (sendo que nesta situacdo as funcdes de interpolacdo sdo lineares). Ja o
elemento de viga distingue-se do elemento de barra por assumir momentos
fletores nas ligacOes rigidas, que sdao provocados por esfor¢os transversos, ou
seja, este elemento apresenta em cada né uma rota¢dao e um deslocamento
perpendicular. O elemento de estrutura traduz-se no somatério do elemento de
barra com o elemento de viga. Independente do tipo de elemento escolhido este
pode ser representado por mais que dois nds (Figura 20), sendo que neste tipo
de situacdo obtém-se formulagdes com funcdes de interpolacdo de grau superior
(quadraticas, cubicas, etc.) [14, 18].

g
[ 3
-

g
b
-

Figura 20 - Elemento de barra linear a esquerda e quadratica a direita [14].
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Como exemplo, se no estudo de uma viga se utilizarem funcdes de interpolacdo
lineares, quando esta é sujeita ao tipo de carregamento apresentado na Figura
21, como a deflexdo (») é funcdo de um polinédmio de terceiro grau e o valor de
w segue a expressao matematica (15), pode-se concluir que nesta situagao é
realizada uma aproximagdo de w a uma carga pontual, o que provocard um erro
de aproximacao na analise. Por exemplo, os momentos fletores passam a ser
regidos por uma funcdo linear quando deviam seguir uma funcdo parabdlica.
Pode-se concluir que, ao serem utilizadas func¢des de interpolacdo de ordem
superior, consegue-se uma maior aproximacao a solucdo exata da mecanica dos
materiais (Figura 22). Deve-se ter presente que as funcdes de forma devem,
sempre que for possivel, ter o mesmo grau do polindmio que define do campo
de deslocamentos exato da estrutura. Deste modo, consegue-se garantir que a
solucdo obtida nos ndés do elemento e em todo o seu dominio é igual a solucdo
exata.

w

/] N
7 Y VY Y Y VY VY N
/ N
4 R
I
Figura 21 - Carga distribuida [1]
4
ov
W(X) = y (15)

Figura 22 - Aproximagdo ao campo de deslocamentos real, com diferentes tipos de elementos [26]

No caso dos elementos bidimensionais (Figura 23) o carregamento é realizado
no plano em que estes se encontram, sendo que se encontram limitados por esta
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condicdo de carregamento (estado plano de tensdo ou deformacdo). Os
elementos planos encontram-se na forma triangular, retangular ou um elemento
construido por dois elementos triangulares. Estes elementos sao constituidos
normalmente por nds apenas nos vértices e por arestas planas. Quando o
elemento se encontra nas condi¢des descritas anteriormente origina que as
funcdes de interpolagao que descrevem as varidveis de campo sdo lineares mas,
mais uma vez, estas podem assumir a forma quadratica ou superior, pois estes
elementos podem apresentar mais nds nas arestas, como também arestas
curvas e de espessura variavel [18].

3 s 3 J—
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L ) AN G SR
Triangulares Rectangulares

Figura 23 - Elementos Bidimensionais [14]

Os elementos tridimensionais (Figura 24) sdo essencialmente usados no estudo
de andlises tridimensionais de tensGes e apresentam mais comummente 4
(tetraedro) ou 6 (hexaedro) faces. Existem ainda elementos tridimensionais
como o caso de um prisma retangular. No entanto, o elemento tridimensional
mais comummente utilizado é o tetraedro. Na sua forma mais elementar este
elemento apresenta nds nos seus vértices e arestas retilineas, mas os elementos
descritos anteriormente também permitem formulacdes de ordem superior,
onde podem incluir mais nds, tanto nas arestas como no interior do elemento
como também arestas curvilineas [13, 14].

Hexaedro Regular Hexaedro Irregular

Figura 24 - Elementos Tridimensionais [14]

Elementos axissimétricos (Figura 25) permitem o estudo de componentes cuja
geometria, carregamento e condicdes fronteira sdo simétricos em relagdo ao
eixo de rotacdo. Este tipo de elementos é formulado através de uma rotacdo de
3602 em torno de um eixo fixo, por elementos triangulares ou quadrangulares
bidimensionais. Este tipo de elementos normalmente é representado em
coordenadas cilindricas (r, z, 6). Neste tipo de elementos, os deslocamentos
apenas sao tratados em torno das coordenadas z e r pois ndo existe
deslocamento circunferencial. Problemas como o estudo de pistdes, valvulas e
tanques de armazenamento incidem neste tipo de estudo [1, 27].
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Figura 25 - Elementos axissimétricos [14]

e Por ultimo pode-se destacar os elementos de placa, de casca e de membrana
(Figura 26), que permitem a modelagao de corpos de espessura fina. Considera-
se um corpo de espessura fina aquele que apresenta uma espessura inferior a
10% do comprimento de menor dimensdo que define o elemento. O elemento
de placa destina-se essencialmente a modelar placas, onde o carregamento é
efetuado fora do plano. Particularmente, este tipo de elemento é utilizado no
estudo de telhados ou pisos com um carregamento transversal ao plano. Como
este tipo de elemento assume apenas o carregamento transversal ao plano, cada
no apresenta um deslocamento e duas rotagdes como graus de liberdade. Ja o
elemento de casca é caracterizado pela sua espessura fina e representado por
uma superficie curva no espaco. Este elemento suporta essencialmente esforcos
de membrana combinados com esforgos de flexdo. Por ultimo, o elemento de
membrana deve respeitar as seguintes condicdes [1, 28].

o Todas as cargas aplicadas no elemento atuam no plano médio, e sdo
simétricas em relacdo a este;

o As condicdes de apoio sdo simétricas em torno do plano medio;

o As deformagdes, tensdes e deslocamentos podem ser tomadas como
uniformes ao longo da espessura;

o O material em andlise deve ser homogéneo ao longo da espessura, ou
seja, exclui-se por exemplo placas compdsitas e alveolares.

Figura 26 - a) Elemento de Membrana b) Elemento de Casca c) Elemento de Placa [28]

Desenvolvimento de uma Ferramenta Informatica em Matlab para Andlise de
Estruturas pelo Método de Elementos Finitos José Ramos da Silva



REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1.7 Softwares disponiveis para analise estrutural

O MEF é atualmente uma ferramenta bastante poderosa e versatil na solucdo de
variados tipos de problemas de Engenharia. Assim sendo, um grande numero de
softwares foi e tem vindo a ser desenvolvido de forma a se obter a solucdo de diversos
problemas estruturais, em diferentes areas de aplicagdo. Podem ser encontradas
aplicagOes genéricas (para diferentes tipos de estudos) com a possibilidade de correrem
com facilidade em computadores pessoais, ou cédigos desenvolvidos em linguagens de
programacao matematicas onde se pretende obter solu¢des de problemas especificos.
Ambos os tipos de softwares apresentam vantagens e desvantagens. Os softwares
genéricos permitem que os utilizadores ndao necessitem de grandes conhecimentos de
hardware nem de software ao nivel de programacdo (softwares associados
normalmente a uma interface bastante intuitiva). Este tipo de ferramentas permite ao
utilizador resolver variados tipos de problemas e nalguns casos adquirir mddulos
complementares para obter a solucdo de problemas mais especificos. Como
desvantagem pode-se salientar que este tipo de software exige um grande investimento
no seu desenvolvimento e normalmente estas aplicacbes pertencem a grandes
empresas que ndao permitem ao utilizador aceder ao cédigo do software. Por fim, pode-
se salientar que a principal vantagem dos programas com cddigos especificos consiste
no livre acesso ao cdodigo fonte, permitindo ao utilizador altera-lo conforme as suas
necessidades. A grande desvantagem deste tipo de software consiste na sua
inadaptabilidade de resolver outro tipo de problemas diferentes daqueles para os quais
foi inicialmente desenvolvido [14, 18].

Pode-se encontrar diversos representantes e/ou responsaveis pelo desenvolvimento de
softwares que recorrem ao MEF para obter a solucao de diversos tipos de problemas de
engenharia. Podem ser destacados alguns vendedores como a Autodesk®, Dassault
Systétmes, MSC Software®, Arktec, Ansys’, Adina, VisualFEA, Computers &
Structures,Inc., Cubus AG, LUSAS, entre muitos outros que se podem encontrar
disponiveis no mercado.

Cada um dos representantes enunciados supra apresenta diversos tipos de produtos
gue, quando associados ao MEF, apresentam de uma forma genérica as seguintes
capacidades/potencialidades [1, 14]:

e Desenho das partes que integram o modelo a analisar, com possibilidade de
parametrizacdo das cotas;

e Montagem do modelo através das respetivas partes, permitindo a simulacdo
cinematica e verificacdo de interseccdo de elementos;

e Definicdo de diferentes tipos de materiais para cada sdlido constituinte do
modelo, assim como utilizacdo de diferentes leis (elasticas ou dindmicas);

e Atribuicdo das condi¢cGes fronteira que definem o modelo (apoio simples, duplo,
encastramento, etc);
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e Definicdo do tipo de carregamento a que o modelo se encontra sujeito (cargas
pontuais, distribuidas, esforgos térmicos, etc);

e Permissdo para gerar automaticamente uma malha de elementos finitos no
modelo em analise;

e Definir o tipo de analise a executar (analise estdtica, dinamica, fadiga,
encurvadura, etc);

e Introducdo de rotinas de processamento desenvolvidas pelo préprio utilizador;

e Obter-se a solugcdo do modelo através da conversdao deste num conjunto de
equacdes matematicas;

e Visualizacdo dos resultados do modelo numa forma gréfica (visualizar as
deformacdes, tensdes, esforgos atuantes, reagoes);

e Obter uma listagem dos esforgos atuantes (momentos, forgas e rea¢cdes) em nos
pré-definidos, assim como os valores maximos e minimos existentes no modelo
em analise.

Podem-se destacar os seguintes produtos da Autodesk® [20]:

e Autodesk® Nastran; o software desenvolvido permite ao utilizador realizar
projetos mecanicos a 3D, incluindo a simulacdo e analise dos projetos
desenvolvidos com recurso ao MEF. Podem ser realizadas, entre muitas outras,
andlises estaticas, dindmicas, analises lineares e ndo lineares materiais e analises
modais;

e Autodesk® Robot Structural Analysis Professional; permite ao utilizador gerar de
forma automatica as malhas de elementos finitos, manipular a malha através de
pontos de controlo e resolver em minutos problemas que envolvam estruturas
metalicas de grande complexidade (elevado nimero de elementos) constituidas
por elementos esbeltos. Predispdem de uma biblioteca de perfis normalizados e
algoritmos que seguem regulamentos especificos como Eurocédigos ou o
Regulamento de seguranca e Acg¢des para Estruturas de Edificios e Pontes (RSA),
dependendo do pais. Assim o utilizador pode realizar o dimensionamento da
estrutura de acordo com os regulamentos em vigor, tendo em consideracdo os
critérios estabelecidos nestes. E de salientar que dispde ainda de mddulos
integrados de betdo e projeto de aco, que permitem por exemplo a andlise de
lajes, paredes ou, barragens. Por fim pode-se enaltecer a sua forte componente
grafica que é uma mais-valia em comparacdo com outros softwares que
apresentam as mesmas caracteristicas para efeitos de calculo estrutural (Figura
27), assim como constatar a compatibilidade que apresenta por exemplo com o
software Autodesk Revit Structure assim com o Autocad. Em resumo, as grandes
potencialidades deste software assentam na possibilidade de realizar analises

estaticas, modais, n3o linear / P-Delta, instabilidade e controlo de
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deslocamentos, permitem utilizar elementos finitos de barra, viga, elementos
bidimensionais (estados planos de tensdo, deformacdo, cascas, membranas e
axissimétricos) e elementos tridimensionais (utilizados por exemplo no estudo
de barragens);

Figura 27 - Estrutura passivel de analise com o Autodesk Robot Structural Analysis [29]

7

Autodesk® Simulation CFD; é um software que permite gerar malhas de
elementos finitos de forma automatica, com o intuito de se estudar
escoamentos de fluidos e transferéncias de calor.

Da empresa Dassault Systemes podem ser destacados os seguintes softwares [30, 31]:

DS Catia; este produto oferece um grande leque de ferramentas na fase de
projeto, que se enquadram como exemplo no Mechanical Design, Shape Design
& Styling e Analysis. O produto Mechanical Design permite ao utilizador utilizar
diversas ferramentas de modelacdo (chapa quinada, etc) utilizadas em diversas
areas de Engenharia. Através do Analysis é possivel realizar diversas simulacdes
de comportamento mecanico de um produto, como analises estruturais, realizar
simula¢@es mecanicas e anadlises cinematicas;

DS Solidworks; consiste numa ferramenta de modelacdo paramétrica de sdlidos,
tornando assim possivel alterar as caracteristicas de um produto em qualquer
fase do projeto. As fases que envolvem o projeto distinguem-se pela concecado
das vdrias pecas (parts), a montagem destas num novo ficheiro (assembly) e a
criacdo das vistas (drawing). Este software permite ainda ao utilizador submeter
o produto desenvolvido as condicbes mecéanicas a que este vai estar sujeito,
realizando-se com o auxilio do MEF andlises estruturais, analises térmicas,
analises de arrefecimento a componentes eletrénicos, analises de fadiga,
analises de movimento e ainda otimizag¢des ao produto desenvolvido;

DS Simulia; dentro do grupo de programas do DS Simulia pode-se destacar o
Abaqus Unified FEA. O Abaqus Unified FEA consiste numa ferramenta poderosa
e muito completa sustentada no MEF, muito util em simula¢Ges virtuais de
situacdOes reais que permite reduzir o tempo de desenvolvimento e os custos de
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um produto. Este software atualmente é muito utilizado em diversas areas da
engenharia, das quais se pode destacar a indUstria aeroespacial e automovel.
Este software permite realizar diversos tipos de analises, como por exemplo
multifisicas, onde podem ser efetuadas anadlises de polimeros com
viscoelasticidade nado linear, analises de fluidos através de meios porosos,
anadlises de fluidos ndo Newtonianos, analises de vibra¢des dinamicas, anadlises
de crash test e andlises acusticas, entre outras possiveis de realizar. Este
software permite uma grande diversidade e caracterizacdo de materiais, mas
exige também um elevado grau de conhecimentos de engenharia por parte do
utilizador.

Da empresa Arktec pode-se apresentar o seguinte software [32]:

Tricalc; € um programa muito utilizado no calculo de estruturas metalicas e
estruturas em betdo, incluindo o estudo de estruturas construidas com ambos
os materiais (Figura 28). Dispde de uma ampla biblioteca de perfis normalizados
e permite ao utilizador optar pelo tipo de regulamento que pretende utilizar no
calculo que se vai efetuar, assim como efetuar andlises sismicas por
sobreposicdo modal com recurso aos espectros definidos pelo RSA, ou ser o
utilizador a definir os espectros que pretende utilizar. Permite definir diversos
tipos de carregamentos, assim como realizar pré-dimensionamentos
automaticos. Os resultados sdo apresentados numa listagem onde podem ser
consultados os esforgos nos nds, os esforgos nas secgdes, os deslocamentos e as
reacdes nos apoios. Também podem ser consultados graficos dos momentos a
que cada elemento se encontra sujeito, assim como dos esforgos transversos e
axiais. E ainda possivel observar a estrutura deformada para cada uma das
hipdteses de acdes que foram consideradas na analise ou para a envolvente mais
desfavoravel. O valor das tensdes instaladas na estrutura em analise pode ser
consultado num grafico de cores e podem ser realizadas otimizacdes de acordo
com os regulamentos utilizados.

Figura 28 - Estrutura passivel de analisar com o Tricalc [32]

Da empresa Bentley®, que adquiriu recentemente a Formsys, pode-se destacar o
seguinte programa como de elevada relevancia [33]:
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e Multiframe; este software apresenta funcionalidades muito semelhantes ao
Robot da Autodesk® e ao Tricalc da Arktec. Essencialmente a diferenca destes
softwares centra-se no ambiente grafico (modelagdao duas dimensdes (2D) ou
3D, forma de aplicagado de esforgos e definicao dos mesmos, etc), na forma como
os resultados finais sdo apresentados e como podem ser consultados.
Resumidamente, o Multiframe permite realizar andlises lineares ou ndo lineares,
estdticas ou dinamicas, como por exemplo o calculo de encurvadura e analises
modais. Este software também dispde de uma diversidade de bibliotecas de
perfis normalizados e apresenta os resultados dos esfor¢cos de cada elemento
em forma de listagem, assim como em forma grafica (Figura 29). Podem ser
consultados os valores maximos e minimos da estrutura deformada, os
momentos fletores, esforcos de corte, esfor¢cos normais, esforcos de torcdo e as
respetivas tensdes.

Figura 29 - Estrutura passivel de analisar com o Multiframe [33]

Por fim pode-se ainda destacar o programa da empresa Computers & Structures,Inc., o
SAP2000°, que apresenta uma grande semelhanca com os programas Multiframe,
Tricalc e o Robot.

2.2 Softwares de computacao e visualizacdo grafica

2.2.1 Caracteristicas gerais dos softwares existentes no mercado

Na vertente de softwares existente no mercado de computacdo matematica, que
podem ser utilizados para a criacdo de cédigos/aplicacbes de MEF, pode-se salientar o
Fortran®, Matlab®, Maxima, Mathematica®, Maple™, GNU Octave e o Scilab. Estes
softwares sdo particularmente usados na area da Engenharia, Fisica e Matematica,
permitindo aos utilizadores realizar diversas atividades como calculo matricial
complexo, andlises numéricas e rotinas ciclicas, e apresentam uma linguagem de
programacao avancada contendo func¢des pré-definidas. Esta linguagem de
programacao é designada de alto nivel, pois pde ao dispor do utilizador uma linguagem
de programacdao amigavel, onde é utilizada simbologia com a qual o utilizador esta
familiarizado (por exemplo na execucdo de uma operacdao matematica como efetuar

uma soma é utilizada a simbologia matematica corrente), sendo esta compilada
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internamente na linguagem maquina (binaria normalmente). No ambito do MEF esta
linguagem de programagdo é amplamente utilizada na resolugdao de problemas
matriciais. No caso mais especifico da analise estrutural é utilizada no cdlculo das
matrizes de rigidez, montagem da matriz de rigidez global de um determinado problema
em andlise e resolugao dos respetivos sistemas de equagdes que regem o problema.
Normalmente, estes programas recorrem a programacao condicionada e ciclica, ao
calculo diferencial e integral assim como a utilizacdo de variaveis simbdlicas. Por outro
lado, a entrada de dados normalmente ndao é muito intuitiva e a opgdao mais comum é
discretizar o dominio do problema, em forma de vetores ou como opc¢do através de
ferramentas de desenho com introducdo das coordenadas dos nds da estrutura. De uma
forma global consegue-se obter como solu¢do as reagdes nos apoios da estrutura, assim
como as tensdes e deformacgdes de cada elemento que a constitui. Mais uma vez existem
softwares que recorrem a construcdo grafica e as potencialidades graficas destes
softwares de forma a permitir visualizar a estrutura deformada e analisar graficamente
as tensGes em cada elemento .[34]

Pode ser consultada muita literatura sobre estes softwares com exemplos de
implementacdo de rotinas utilizando o MEF nas obras de “ Ferreira (2009), Kwon e Bang
(2000) e Bhatti (2005), para o Matlab®, de Portela e Charafi (2006) para o Maple, de
Nikishkov (2010) para o Java, de Smith e Griffiths (2004) para o Fortran ou Bhatti (2005)
para o Mathematica” [1].

2.2.2 Funcionalidades pretendidas para o software a desenvolver

Pretende-se que a ferramenta a desenvolver permita ao utilizador analisar estruturas
metalicas reticuladas bidimensionais, com recurso a uma interface grafica desenvolvida
no Matlab® GUIDE. Esta ferramenta deve conter todas as formulagdes necessdrias e
desenvolvidas para a analise das respetivas estruturas. Nesta interface o utilizador deve
poder optar pelo tipo de modelo que vai utilizar na analise, que pode ser de barra, viga
ou estrutura. Apds a escolha do modelo, o utilizador deve poder definir a geometria
através da insercdo de coordenadas dos nds, realizar o desenho da estrutura ou
importar a estrutura para a qual pretende obter a solucdo a partir de um ficheiro do tipo
.dxf. No caso da importacao da estrutura, o utilizador deve realizar o desenho da mesma
num software como por exemplo o Autocad e guardar a informacdo do desenho em
formato .dxf, e posteriormente deve abrir o ficheiro no software desenvolvido. Deste
modo, a apresentacao da estrutura é realizada de forma automatica no software. De
seguida, o utilizador deve atribuir todos os parametros necessarios para obter a
resolucdo do problema, como as condicGes fronteira, propriedades de cada elemento
(area, inércia, massa) e forcas exteriores a que a estrutura estd sujeita (cargas pontuais,
cargas distribuidas), entre outras. E de realcar que, apesar de estes elementos s6
aceitarem que lhes sejam aplicados carregamentos nos ndés, o utilizador ndo necessita
de ter este fator em consideracao, pois o programa internamente ira atribuir o respetivo
carregamento nodal equivalente. Por fim, o utilizador deve indicar qual o tipo de andlise
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pretendida, se linear ou quadratica, e apds todas as definicbes necessdrias o programa
deve obter a solucdo do problema. Para isto, deve resolver as formulacdes realizadas
recorrendo essencialmente ao calculo matricial ciclico, calculo diferencial e integral,
envolvendo variaveis simbdlicas e o armazenamento de dados intermédios da analise,
como o caso da matriz de rigidez dos elementos.

Apds o processamento, o software deve apresentar a solu¢ao do problema numa forma
grafica onde se possam observar a estrutura deformada e os deslocamentos que
ocorreram, assim como as tensdes que cada elemento constituinte da estrutura estd
sujeito, através de um cddigo de cores. Deve ainda ser possivel consultar todas as
informacdes relativas a cada elemento sobre a forma de tabela, onde se poderao
consultar todos os esforcos aplicados (axiais, transversos e momentos), reacdes nos
apoios, deslocamentos em cada nd, deformacado de cada elemento e tensdes instaladas.

2.2.3 Selecdo do software a utilizar no desenvolvimento deste trabalho

O Matlab® foi o software escolhido para o desenvolvimento deste trabalho pois, como
o nome em Inglés indica (laboratério de matrizes), foi inicialmente desenvolvido por
Clever Moler, tendo como foco o calculo matricial. Desde a primeira versao, langcada em
1984, que este software se tornou num sistema computacional muito Gtil na drea da
computacdao numeérica e cientifica. Este software tem uma linguagem de programacao
amplamente estudada, que é intuitiva e de facil utilizagdo (designada de alto nivel),
permite ao utilizador manipular matrizes, utilizar varidveis simbdlicas, manipular
funcdes (obter zeros, maximos, minimos, cdlculo de derivadas e integrais), contém um
ampliado conjunto de fungdes pré-definidas, programacdo condicionada e ciclica (if-
end, if-else-end, for, while) e apresenta uma forte componente de geracao grafica
(Matlab® GUIDE, que permite desenvolver aplicacdes com uma interface gréfica). Com
base nestas principais fungdes que o software apresenta, pode-se concluir que este se
enquadra perfeitamente nas necessidades e pré-requisitos existentes para o
desenvolvimento do software, que vao desde:

e Permitir a resolucdo de diferentes tipos de operagdes matematicas,
e Desenvolver algoritmos/rotinas,

e Visualizar os resultados duma forma gréfica e

e Desenvolver uma aplicacdo com interface grafica.

E ainda de igual forma importante salientar que este software foi escolhido para a
realizacdo deste trabalho devido a elevada quantidade de bibliotecas auxiliares que
permitem ao utilizador otimizar o tempo de desenvolvimento, pois estas predispdem de
fungdes ja previamente desenvolvidas, evitando assim o tempo de crid-las. Por outro
lado, o software apresenta uma linguagem de programacdo clara, suporta diferentes
tipos de sistemas computacionais (Linux, Windows e Macintosh) e apresenta a
possibilidade de criar uma interface grafica (Matlab® GUIDE) sofisticada, permitindo a
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operadores inexperientes o acesso ao software através de uma interface grafica intuitiva
e de facil compreensado e utilizacdo. Existe ainda uma grande comunidade de utilizadores
(mathworks), o que permite o acesso a informacdes sobre o software assim como a um
diverso leque de aplicagGes ja desenvolvidas e ao cédigo das mesmas.

A principal desvantagem que este software apresenta prende-se na dificuldade inerente
de correr as aplicagdes desenvolvidas num ambiente fora do Matlab® [35-38].
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3 DESENVOLVIMENTO

3.1 Formula¢do dos elementos a implementar

No presente capitulo é apresentada a formulacdo dos elementos que compdem o
software desenvolvido. A formulagdo descrita segue o procedimento de etapas referido
no capitulo 2 da presente dissertacao. Mais concretamente, descreve-se a formulacdo
dos elementos unidimensionais de barra, de viga e de estrutura. Expdem-se para os
varios elementos enunciados a formulagdo linear para elementos compostos por 2 nés
e a formulacdo quadrdtica para elementos compostos por 3 nds. Habitualmente, estes
elementos sdo utilizados no estudo de estruturas reticuladas que, dependendo do tipo
de elemento escolhido na andlise, podem simular o comportamento de uma estrutura
reticulada articulada ou continua [1]. As formulacbes apresentadas ao longo da
dissertacdo respeitam e baseiam-se no procedimento apresentado na referéncia [1],
pelo que ndo sera feita novamente mencao a esta ao longo deste subcapitulo.

3.1.1 Elementos de barra 2D

Os elementos de barra sao usualmente utilizados para descrever o comportamento de
trelicas, caracterizadas pelo comportamento que apresentam na ligacdo entre varios
elementos, isto é, comportam-se como roétulas sem friccdo. Assim, encontram-se
sujeitas apenas a esforcos de tracdo ou compressao pura (sofrem deformacdo apenas
na direcdo do seu eixo axial). Na anadlise bidimensional, cada né pode sofrer um
deslocamento ao longo da barra (sistema de coordenadas local) ou deslocamentos nos
eixos X e Y (sistemas de coordenadas global). No desenvolvimento do elemento referido,
considera-se que a seccao do elemento é constante ao longo do eixo axial e que
apresenta um comportamento linear eldstico [18].

3.1.1.1 Formulacdo linear

Etapa 0— O elemento é composto por dois graus de liberdade que compdem as varidveis
de campo, isto é, um deslocamento em cada nd (Ue) que se desenvolve na direcdo do
eixo axial da barra.
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Figura 30 — Simbologia do elemento de barra unidimensional de 2 nés [1]

Etapa 1 — Os vetores que descrevem as varidveis nodais e as for¢as nodais, em
concordancia com a simbologia ilustrada na Figura 30, tomam a forma de a. e fe,
respetivamente,

f.

u.
_ i _ i . 16
= (16)

U; i
Etapa 2 — O campo de deslocamentos no interior de um dado elemento (Ue), relaciona-
se com a. e fungdes de interpolacdo (N), que sdo usualmente obtidas através de
polindmios ou através de séries trigonométricas. Matematicamente um deslocamento
segundo X rege-se pela seguinte expressao:

u, =Na,. (17)

€ €

Os polinébmios compostos pelos coeficientes (a) que servem de base a obtencdo das
funcdes de interpolacdo (fun¢des de forma) de elementos unidimensionais sao do tipo:

P(X) = a, + a, X+ a,X... (18)

A escolha do nimero de mondmios que constituem o polindmio deve ser igual ao
numero de varidveis nodais disponiveis. De acordo com Campilho [1], no caso de
elementos que possuam deslocamentos e rotagdes, deve-se contabilizar um
deslocamento por nd e todas as rotacdes disponiveis.

Assim, para o elemento em estudo tem-se o seguinte polindmio como ponto de partida:

P(X) =a, +a,x (19)
A partir do polinédmio consegue-se definir a expressdo geral do campo de deslocamentos
(UE)I

U=a, +a,X (20)

Substituindo na expressdo (20) a posicao de X nas extremidades da barra, definem-se as
expressdes matematicas que descrevem o comportamento de Ui e Uj,
U =u(x=0)=¢

(21)
U =u(x=L)=a, +a,L.
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L na expressdo (21) representa o comprimento da barra e ao escrever a expressao (21)

na forma matricial, tem-se:
U; _ 1 0|y (22)
u; 1 L||e,)

Na equacdo matricial (22) identifica-se a presenca do vetor ae previamente definido,
podendo-se assim escrever a equacao matricial na seguinte forma:

a, =Ca. (23)

(]

Com base nas expressdes (23) e (17), a expressdo que define o campo de deslocamentos
toma a seguinte forma:

u, = NCa. (24)

Com recurso a expressdo (20) na forma matricial, a expressdao que define o campo de
deslocamentos toma a seguinte forma:

u, =[ey az]{i}. (25)

Assim, através das expressodes (24) e (25) pode-se descrever a expressao que permite
obter as funcdes de interpolacdo para o elemento de barra linear por intermédio da
expressao seguinte:

N=p'C™ (26)
Como tal,
1 0
X X
N=[N, NJ={1 x}| 1 1 {LE ﬂ. (27)
L L

Pode-se atestar pela andlise da Figura 31 que as fung¢des de interpolagdo sao iguais a
unidade no nd a que se referem, e nulas nos restantes nos.

Node 1 Node 2
(] *)
1 |

=

Figura 31 — Representagdo grafica das fungdes de interpolagdo [39]
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Portanto e recuperando a expressdo (17), consegue-se escrever a funcdo que permite
determinar o deslocamento (Ue) em qualquer ponto da barra para um valor de X entre 0

el,
u{l_é _H}@_j(_j 28)
L L]y, L L

Na formulacdo do elemento até a etapa 2 fica claro que os deslocamentos sdo as
varidveis de campo primarias do elemento. E importante relembrar nesta fase que um
comportamento caracteristico do MEF é que este apenas garante a continuidade das
varidveis primdrias entre elementos. Isto é, o valor das varidveis de campo primdrias é
igual para os diferentes elementos que partiham um né comum. O mesmo
comportamento ja ndo é garantido para as designadas variaveis derivadas (deformacgdes
e tensdes), que recorrentemente apresentam descontinuidades entre elementos.

Etapa 3 — Esta etapa consiste na definicdo do vetor de deformacgdes (€). Tendo-se por
base a relacao deformacgao-deslocamento tem-se:

£=¢, :d_u. (29)
dx
Substituindo o deslocamento na expressao mencionada supra tem-se:
d d y;
=—Na,=—|N; N . 30
T dx[ ! 2]{uj} B0
Define-se entdao a designada matriz deformagao B,
d 1 1
B=—|N, N, |[=]-— —| 31
dx[ r o) [ L J 31)

Etapa 4 — Definir o vetor de tensdes (6) através do vetor de deformacdes (€). Com auxilio
da lei de Hooke, pela relagdo tensao-deformacgao tem-se:

o, = Eeg,, (32)
ou,
o, =DBa,. (33)

Etapa 5 — Esta Ultima etapa permite definir a matriz de rigidez do elemento Ke e o vetor
de forcas nodais fe através do PTV.
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Trabalho interno = Trabalho externo

tensoées internas

,7 forcas externas

j‘ Se' g dV = L&g’EdL

L deslocamentos virtuais

deformacoes virtuais
Figura 32 — Expressao fundamental do PTV [26]
Ao analisar a expressdo apresentada na Figura 32 tem-se,

dVv = Adx

dL = dx

e =Bda, <=>0¢' =B'sa’,
Su=Nosa, <=>o6u' =N"sa’..

(34)

Através das relacdes descritas em (33) e (34), a expressao da Figura 32 toma a forma:

L L
j B sa" DBaAdx = j 5a"NT pdx. (35)
0 0
Simplificando tem-se,
L L
j B'DBAdxa = j NT pdx. (36)
0 0

A expressao (36) é idéntica a Lei de Hooke ao descrever o comportamento linear elastico
de uma mola submetida a um dado carregamento. Em que, a deformacao é diretamente
proporcional ao esforco aplicado F,

F = Kx. (37)
Isto é,
L
f, = [N" pdx
i (38)
k, = [B'DBAdX,
0
€,

X=a. (39)

Portanto, ke pode ser escrito sobre a forma de,
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L
k, = AE[BTBdx. (40)
0

AE, conforme descrito anteriormente, tem um comportamento constante ao longo do
elemento, pelo que pode ser removido do interior do integral. Resolvendo a equacdo
(40) com recurso a equacao (31), a matriz de rigidez do elemento toma a forma de,

1 -1
.3 1)
L{-1 1
e fe pode ser escrito sobre a forma de:
L
f, = [N pdx. (42)
0

3.1.1.1.1 Transformacdo de coordenadas

A matriz de rigidez que define o comportamento do elemento encontra-se formulada,
como referido anteriormente, de acordo com o sistema de coordenadas local. Para que
o elemento se torne verdadeiramente versatil (utilizado com qualquer orientacdo e
combinado com outros elementos) é importante introduzir um novo sistema de
coordenadas, designado como sistema de coordenadas global.

. \/.\' U, ' L v, I

/ X —
\ <
u, " V, I
U,
Sistema de Sistema de
coordenadas local coordenadas global

Figura 33 — Sistemas de coordenadas [1]

De acordo com a Figura 33 pode-se definir o vetor de varidveis nodais do sistema de
coordenadas global (por uma questdo de interpretacdo as varidveis locais sdo escritas
em minusculas e as variaveis globais escritas em maiusculas),

A={U, V, U, V). (43)

As coordenadas dos deslocamentos globais sdo obtidas com recurso a projecao das
coordenadas locais no novo sistema de coordenadas, conforme apresentado na Figura
34.
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XY) 0 (X-X)
Figura 34 — ProjecGes do deslocamento local [1]

u, =U, cos@+V,sind

. (44)
u; =U,;cos@+V;sino.
Define-se ainda cos 6, sin & e L como
Xj - X, . Yj =Y,
|=cosd=———, m=sind= (45)
L L
2 2
L:\/(xj—xi) +(Y,-Y) (46)

Habitualmente, | e m s30 denominados como cossenos diretores. Com base no definido
supra e reescrevendo a expressao (44) na forma matricial, tem-se

U.

u; I m 0 0|V
Pl 't ooua, =TA, (47)
u; 0 0 I mJU,

V.

]

sendo assim T designada como matriz de transformacdo. A obtencdo da matriz de
rigidez do elemento em coordenadas globais, Ke, é conseguida pela igualdade entre a
energia de deformacdo de um elemento nas coordenadas locais, Ue e globais, Ue,

u, = 1aeTkeae (48)
2

1.+

Ue ZEAe KeAe' (49)
Substituindo a expressao (47) na (48) obtém-se,

a =AT" (50)

1 1
U, =§Ae Tk, TA,. (51)
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Por igualdade das expressdes (49) e (51) tem-se que,

K,=T'k,T. (52)
Logo
> Im -7 —Im
< e =

-Im -m> Im m

Por fim, o sistema global de equagbes que permite obter as reacdes é andlogo ao
apresentado em (14).

3.1.1.1.2 Estado de tensdo

Dado que o elemento em estudo se encontra sujeito apenas a esforgos axiais,
recorrendo a expressao (32) define-se a expressdao matricial que permite determinar a
tensdo axial do elemento oaxial,

u.—u
Oaxial = E JL I :%[_1 1]ae' (54)

Recorrendo as expressoes (33) e (47) pode-se escrever a equagao matricial que permite
obter o estado de tensdes do elemento através das coordenadas globais,

Ui

E E Il m 0 0|V
aaxialzt[—l 1]TA9:E[—1 1]{0 - m} U (55)

J

\

]

Assim pode-se escrever a tensdo e a forca axial F a que o elemento se encontra sujeito,

Ui
E Vv,
O oiat f[_l -m | m] U, (56)
v,
Ui
AE Vv,
=1 - . 57
F C [-1 -m | m] U, (57)
V

Os valores positivos indicam tragdo e os negativos compressao para o e F.
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3.1.1.2 Formulacdo quadratica

Etapa 0 — O elemento é composto por trés graus de liberdade que compdem as varidveis
de campo, isto é, um deslocamento em cada né (Ue) que se desenvolve na direcdo do
eixo axial da barra.

S u, -
—_ @ — —
% - 7 S

J

A
\J

Figura 35 — Simbologia do elemento de barra unidimensional de 3 nds

Etapa 1 — Os vetores que descrevem varidveis nodais e as for¢cas nodais, em
concordancia com a simbologia ilustrada na Figura 35, tomam a forma de a. e fe,
respetivamente,

u
ae: ui ! fe: fi . (58)
f

Etapa 2 — O campo de deslocamentos no interior de um dado elemento (Ue) relaciona-
se com as suas variaveis nodais (ae) e fungdes de interpolagao (N), que sdo usualmente
obtidas através de polindmios ou através de séries trigonométricas. Matematicamente
um deslocamento segundo X rege-se pela seguinte expressao:

u, = Na,. (59)

Com base no referido na formulagao do elemento anterior, para o elemento em estudo
tem-se o polindmio seguinte como ponto de partida,

P(X) = o, + a,X + a X% (60)

A partir do polindmio consegue-se definir a expressao geral do campo de deslocamentos
(UG)/

U=y +a,X+aX’. (61)

Substituindo na expressdo (61) a posicao de X nas extremidades da barra, definem-se as
expressdes matematicas que descrevem o comportamento de Uj, Uj e Uk,
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2
uj=u(x=£j=a1+a2%+a3(gj (62)

u =u(x=L)=a, +a,L+a, (L),

1 0 0
U, a
ul=|1 L (L 2 al (63)
j 5 5 2 (>
Uy 1 L 12 e,

Com base no procedimento mencionado no elemento anterior, as func¢des de
interpolagcdo do elemento de barra de 3 nds sao:

I |
1 0 0
3 4 1
N=[N, N, NJ]={1 x x*} -~ T T (64)
2 4 2
NN

(65)

2x?  3x 4x  4x* 2x* X
= 1 7 Tz
L L L L L L

Pode-se atestar pela analise da Figura 36, que as funcées de interpolacdo sdo iguais a
unidade no nd a que se referem, e nulas nos restantes nos.

Node | Node 2 Node 3
@ ] (D)
l | l
SR -
|

|
| 1
/: a

Figura 36 — Representagdo grafica das fungdes de interpolagdo [39]

Portanto e recuperando a expressao (59) consegue-se escrever a fungdo que permite
determinar o deslocamento Ue em qualquer ponto da barra para um valor de X entre 0
el,
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ui

_|2¢ 3x o4x A 2 x ||
> L L L & Ll
uk

(66)

2x° 3x 4x  4x° 2x° X
U= ———+1|{u+| ——— |U;+| ——— |U.
L L L L L L
Etapa 3 — Esta etapa consiste na definicdo do vetor de deformacdes (€). Tendo-se por

base a relacdo deformacdo-deslocamento tem-se:

du
“dx

(67)

Define-se entdo a designada matriz deformacao B,
B= ﬁ_é i_% ﬂ_i (68)
> L L L [ L]

Etapa 4 — Definir o vetor de tensdes (o) através do vetor de deformacdes (g). Com auxilio
das leis constitutivas pela relagao tensdao-deformacao tem-se,

o, =Eg, (69)
ou,
o, =DBa,. (70)

Etapa 5 — Esta Ultima etapa permite definir a matriz de rigidez do elemento Ke e o vetor
de forgas nodais fe através do PTV.

Portanto ke pode ser escrito sobre a forma de,
L
k. = AE[B'Bdx. (71)
0

Resolvendo a equacdo (71), e por substituicdo da equacdo (68), a matriz de rigidez do
elemento toma a forma de

7 -8 1
K, _AEl g 16 s, (72)
1 -8 7
e fe pode ser escrito sobre a forma de
L
f, = [NT pdx (73)
0
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3.1.1.2.1 Transformacdo de coordenadas

De modo analogo ao elemento de barra linear a matriz de rigidez que define o
comportamento do elemento encontra-se de acordo com o sistema de coordenadas
local. Como referido anteriormente, é importante introduzir um novo sistema de
coordenadas designado como sistema de coordenadas global.

Figura 37 — Sistemas de coordenadas locais e globais

De acordo com a Figura 37 pode-se definir o vetor de varidveis nodais do sistema de
coordenadas global,

A=lU Vv U YU v (74)

As coordenadas dos deslocamentos globais sdo obtidas com recurso a projecdo das
coordenadas locais no novo sistema de coordenadas, conforme se mostra na Figura 38,

X)) U, (Xe- X3)
Figura 38 — ProjecGes do deslocamento local
u; =U, cos@+V,sind
u; =U;cosd+V,sind (75)
u, =U, cosé+V,siné.

Definem-se ainda cos 8, sin # e L como
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X, — X, . Y, -Y,
I=cos6’=% , m=sin@ = kL ! (76)

L=(X =X, Y + (Y=Y, ). (77)

Habitualmente, | e m s3o denominados como cossenos diretores. Com base no definido
supra e reescrevendo a expressao (44) na forma matricial, tem-se

Ui
Vi
u, ImOOOOU
Ujp=[0 0 1 .m0 0" (78)
uj [0 0 0 0 I mj|”’
Uy
Vk
a, =TA.. (79)

A matriz T é designada como matriz de transformacdo e a obtencdo da matriz de rigidez
do elemento em coordenadas globais, Ke, é obtida através do mesmo processo descrito
na formulag¢ao anterior,

K,=T'k T (80)
71> 7ml -81> -8ml I? ml

7Im 7m?> -8lm -8m? Im m
AE| -81> —-8ml 161> 16ml -8I1° —8ml

Ke=7— 2 2 2 | (81)
3L |-8Im -8m“ 16lm 16m° —-8Im —-8m
|2 m 81> -8ml 71> 7ml
Im m> -8lm -8m?> 7Im 7m?

3.1.1.2.1.1 Analise critica da formulacdo

Considere-se a situacdo genérica de um elemento de barra quadratico de comprimento
L disposto num plano cartesiano ortonormado com posi¢do do nd i nas coordenadas 0,0
e do no k nas coordenadas Lcos 6, Lsin 6. A barra esta sujeita a um esfor¢o Fs e com as
condicdes fronteira no nd i, apoio duplo e né k com movimento livre na dire¢do X.

Ao se formular o problema descrito na sua forma matricial com recurso a expressao (14)
tem-se,
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77 Tml 81> -8ml [I? ml ||Y; 0] (R
7Im 7m* -8Im -8m? Im m? ||V, 0] |R,

AE -81° -8ml 161> 16ml -81> —8ml||U; _ 0((0 (82)
3L|-8lm -8m* 16lm 16m* -8lm -8m* ||V, 0[]0
|2 m -81> -8ml 71> 7ml ||U, RO
Im m*  -8lm -8m® 7Im 7m® ||V, 0] (R

Ao analisar a expressdo (82) de acordo com as condicdes do problema genérico
condensando o sistema tem-se que

161 16ml -8I* | (U, 0
Elam 16m* —8Im |V, t=10¢. (83)
-81> -8ml 71 ||U, F

5

Ao escrever o sistema de equagdes tem-se,

AE AE AE

3—L(16|2Uj)+3—L(16m|Vj)—3—L(8|2Uk): 0
%(16lmuj)+%(16mzvj)—%(8lmuk)=0 (84)
_%(sﬁuj)—%(8m|vj)+§(7lzuk)= F..

Ao reescrever a segunda equacdo em ordem a Vj e a terceira equagdo do sistema em
ordem a U substituindo Vj tem-se,

. (—(161mu; )+ (8Imu, )

! 16m?
—(16lmU . )+ (8lmU
I:53L+(8I2Uj)+ 8ml( ( J) 2( k))
AE 16m
U, = o (85)
F53Lj
AE
U=y
Ao colocar Vjem ordem a Uj tem-se,
(F53Lj (F53|_)
~(16ImU, ) +| 8m A5 gm A
3l 3l
u))
V. = 2+ : 86
= 16m? m 16m? (86)
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Ao substituir Vj e Uk na primeira expressdao em (84) tem-se,

(FssLj
BmL
3l (F53Lj
(U,

(16120, )+| 16ml (v,), VA | YR I

m 16m 3l

[F53L) (F53Lj
| AE AE
2 2 2 —

(161°U; ) (16l U")+E B || 81" 7= | =0 (87)

0=0.

Chega-se a uma proposicao verdadeira, isto é, o sistema é possivel, mas indeterminado.
O numero de equagdes que definem o problema ndo sdo suficientes para a sua
resolugao, ja que existe um nimero de incégnitas superior.

Com o intuito de assegurar o comportamento incorreto da formulagcdo com base em
informacao disponibilizada pela literatura, aplica-se de seguida a formulagdo na
resolucdo de um exercicio exemplo, ja resolvido e documentado na referéncia [39].
Conforme referido serve o exemplo da Figura 39 para demonstrar o incoerente
comportamento da formulacdo através da resolucdao de um exercicio trivial da mecanica
dos materiais.

Figura 39 — Modelo utilizado como exercicio exemplo [39]

Dados do modelo,

F=20kN ;A =A =100 mm’; E =200 GPa
L, =200 mm; Ly, =250 mm
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Primeiramente define-se a Tabela 1 auxiliar que simplifica a construcdo das matrizes de
rigidez que definem cada elemento separadamente. As matrizes de rigidez de cada
elemento em coordenadas globais sdo obtidas através da expressao (81).

Tabela 1 — Valores dos elementos que compdem a matriz de rigidez do exercicio exemplo da referéncia [39].

El N6i N6j N6k AE/3L / m ? Im m?
1 A C P 33,3(3)e6 1 0 1 0 0
2 P D B  26,6(6)e6 0,342 09397 0,11698 0,3214 0,8830
7 0 -8 0 1 O]
00 0 0 0 0
K, =33,3(3)x10° 80160 80
00 0 0 0 0
1 0 80 7 0
0 0 0 0 0 0

(88)
[ 0,8187 2,2498 -0,93584 -2,5712 0,11698  0,3214 |
2,2498 6,181 -2,5712 7,064 0,3214 0,8830
-0,93584 -2,5712  1,8717 5,1424  -0,93584 -2,5712
-2,5712 7,064 5,1424 14,128  -2,5712 7,064
0,11698 0,3214 -0,93584 -2,5712  0,8187 2,2498
| 0,3214 0,8830 -2,5712 7,064 2,2498 6,181 |

K, =26,6(6) x10°

K é assemblada através da relacdo entre os graus de liberdade considerando as
substituicdes na expressdo 33,3(3) x10° por f e 26,6(6) x10° por g, logo tem-se,

7t 0 -8f 0 1f 0 0 0 0 0
0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-8f 0 16f 0 -8f 0 0 0 0 0
0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1f 0 -8f 0 7f+0,8187g 224989 -0,93584g -2,5712g  0,11698g 0, 3214g

K = . (89)

0o 0 0 0 2,2498g 6,181g -2,57129  -7,064g  0,3214g  0,8830g
0 0 0 0 -0,938g -2,5712g 1,8717g 514249  -0,93584g  -2,5712g
0 0 0 0 -2,5712g ~7,064g 514249 14,1289  -2,5712g -7, 064g
0 0 0 0 0,116989 0,3214g  -0,93584g -2,5712g  0,8187g  2,2498g

Lo o 0o o 0,3214g 0,8830g  -2,5712g  -7,064g 2, 2498 6,181 _|

Formula-se o problema de acordo com o exposto na expressdo (14), que permite
resolver o problema em analise,
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U, R 0
V, Ray 0
U. 0 0
Ve 0 0
U 0 20000
K P = =+ . (90)
VP Rcy 0
U, 0 0
V, 0 0
UB RBX 0
Vy RBy 0
Por condensacdo do sistema tem-se,
f 0 -8f 0 7f +0,8187g 2, 24989 -0, 93584 g -2,5712g 0,11698¢g 0, 32149 0 20000 (91)
0 0 0 0 0, 116989 0, 34149 =0, 93584 g —2,5712¢g 0,817 2, 24989 R 0
[16f 0 -8f 0 0 U 0
0 O 0 0 0 Ve 0
-8f 0 7f+0,818g -0,93584g -2,5712g [1U, 20000 (92)
0 0 -0,93584¢ 1,8717g 514249 ||U, 0
| 0 0 -2,5712¢g 5,14249 14,1289 ||V, 0

Ao analisar-se o sistema verifica-se que V¢ é zero, como esperado. Escreve-se de seguida

o sistema de equacgdes,

16fU. —8fU, =0

—8fU, +(7f +0,8189)U, —0,93584gU, —2,5712gV,, = 20000

~0,93584gU,, +1,8717gU _ +5,1424gV,, =0

-2,5712gU, +5,1424gU , +14,128gV, =0.
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Procede-se a resolucdo do sistema, que toma a seguinte forma:

1
UC = EUP
U - 20000+ 2,5712gV, +0,935849qU ,
F —4f +7f+0,818g
(94)
U. - 0,93584gU, —5,1424gV,
P 1,8717g
V. = +2,5712gU, —5,14249U , .
P 14,128¢
Procedendo a substituicdo de Up na quarta equacao da expressao (94) tem-se,
14,128V, = +2,5712gU., — 5,142490,93584U N 5,142495,1424V
1,8717 1,8717
14,1289V, —14,1289V, =2,5712gU, —2,5712qU, (95)

0=0.

Novamente, o sistema é possivel mas indeterminado para o né central do segundo
elemento que compdem o exercicio exemplo. A matriz torna-se singular e poderd
apresentar infinitas solucdes possiveis ou nenhuma. Ja no que diz respeito ao primeiro
elemento, as transformag¢des de coordenadas ndao impdem nenhuma limitacdo na
resolucao, uma vez que o eixo das abcissas do sistema de coordenadas global mantém
a mesma direcdo do Unico eixo do sistema de coordenas local do elemento.

A resolucdo do sistema de equacgdes (94) permite obter os deslocamentos nodais de Up
previstos na bibliografia referida e consequentemente o deslocamento Uc,

0,9358490,93584U

(3f +0,8189)U, - — 20000
1,8717
20000 oo
.= —0,0001829 m
109 335 476,6595
1
Ue =5 U, =0,0000914 m. (97)

Confirma-se que o deslocamento Uc obtido é exato, uma vez que o deslocamento do
primeiro elemento, de acordo com a mecanica dos materiais, apresenta um
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comportamento linear ao longo do seu comprimento para o tipo de solicitacdo ao qual
se encontra sujeito,

_FL

u =—. 98
* EA (98)

Isto é, como F é constante e ndo varia ao longo de L, pode-se escrever a expressao da
reta que descreve o deslocamento ao longo do elemento com base nos deslocamentos
obtidos nos nds A e P. Assim, a expressao que descreve o deslocamento em ordem a L
toma a seguinte forma,

u

TP X. (99)

y:

Quando X = %, pela expressdo (99) uc é igual a,

uP
Ue = —=. (100)

c 2
Confirma-se assim que a formulacdo quadratica apresentada para o elemento de barra,
que permite obter a expressdo (97), define corretamente o comportamento do
deslocamento do né C apenas quando a transformacao de coordenadas mantém o eixo

local da barra coincidente com o eixo global do sistema.
3.1.1.2.1.2 Reformulagdes analisadas

Foram concretizadas diferentes abordagens ao comportamento impréprio que a
transformacdo de coordenadas provoca quando empregue a elementos de barra
guadrdticos, com o intuito de resolver o comportamento impréprio da transformacao.

Numa primeira abordagem recorre-se ao teorema de Pitagoras e a uma das duas
expressdes, que definem o comportamento do né central de um elemento quadratico
genérico, e aplica-se essa metodologia ao exercicio modelo exposto na Figura 40.

F

\45“

Figura 40 — Primeiro modelo utilizado na reformulagdo da transformagdo de coordenadas
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Dados do primeiro modelo,
F =10kN; A=100 mm? ; E =200 GPa ; L = 2000 mm

A Tabela 2 auxilia na construgao das matrizes de rigidez que definem cada elemento
separadamente.

Tabela 2 — Valores dos elementos que compdem a matriz de rigidez do primeiro exercicio modelo.

El AE/3L / m I? Im m?

1 3,3(3)e6 0,7071  0,7071 0,5 0,5 0,5

A matriz de rigidez do elemento em coordenadas locais toma a seguinte forma,

7 -8 1
k, =3,3(3)x10°| -8 16 -8]|. (101)
1 -8 7

A metodologia utilizada exige que se saiba o valor respeitante ao deslocamento do né
central do elemento, em coordenadas locais. Posto isto, e de forma a que a metodologia
em analise seja o mais abrangente possivel, verifica-se se uma nova matriz de
transformacdo, que mantenha o né central em coordenadas locais e os nés externos do
elemento em coordenadas globais, se mantém valida na solucdo de problemas
formulados com recurso a elementos de barra quadraticos. Portanto, a nova matriz T
em analise toma a seguinte forma:

m
T= 0 (102)
0

O O

0
0
|

3 O o

0
0

Com recurso a expressdo (80) tem-se a nova matriz de rigidez global que define o
elemento,

717 7lm -8l 17 Im
7Im 7m* -8m Im m
K, =33(3)x10°| -8l —-8m 16 -8l -8m|. (103)
> Im -8 71> 7Im
Im m° -8m 7Im 7m

Formula-se o problema de acordo com o exposto na expressdo (14) e incluem-se as
modificacBes impulsionadas pela rotacido de apoio existente no né Kk,
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r, =0
U, Ry 0
V‘ " ° (104)
K u, = 0 +4¢ 0 ¢
-Om+u,l ol = FyM Fl
Ol +u,m |+ 1M Fm

Procede-se ao processo de condensacdo do sistema de equagdes matricial e resolve-se
este em ordem aos deslocamentos, obtendo-se

u; =0,0004762 m

u, =0,0009524m
U, =0,0009524] =0,0006734 m
V, =0,0009524| = 0,0006734 m.

(105)

Na analise do deslocamento do né central reconfirma-se a validade da equacgdo (100) e
valida-se a nova matriz T, uma vez que esta mantém a continuidade das varidveis
primarias entre elementos.

Com recurso ao teorema de Pitagoras, ao valor do deslocamento Uj e a uma das
expressdes que descreve o comportamento do né central em coordenadas globais,
pode-se escrever o seguinte sistema de equacdes:

uj=1/Uj2+Vj2

(106)
E16ImUj +£16m2\/j —ESImUk —ESmZVk =0
3L 3L 3L 3L
e resolve-se o sistema de equagdes em ordem aos deslocamentos, para obter
U, =0,0003367 m
(107)

V,; =0,0003367 m.

Através de uma andlise geométrica do problema com recurso aos deslocamentos dos
nds extremos do problema ou com base no principio de que o deslocamento ao longo
do elemento é linear para o tipo de carregamento imposto, comprova-se que 0s
deslocamentos globais recorrendo ao método proposto se encontram corretos. Como
dupla verificacdo do afirmado anteriormente, formula-se o exercicio modelo no
software FTOOL e obtém-se os resultados exibidos na Figura 41.
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70710 S /

7.071kN

Displ. at local pos.: x = 1.994m L = 2.000 m - Dx: 6.714e-001 mm Dy: 6.714e-001 mm

Displ. atlocal pos.: x = 1.000m L = 2.000m - Dx: 3.367e-001 mm Dy: 3.367e-001 mm

Figura 41 — Resultados obtidos com recurso ao FTOOL

Aparentemente, o método descrito permite obter os deslocamentos em coordenadas

globais do nd central. Portanto, para se fundamentar o método aplica-se este a um novo
exercicio modelo, ilustrado na Figura 42.

Figura 42 — Segundo exercicio modelo

Dados de entrado apresentados no modelo,

F=10kN; A = A, =100 mm?*; E, = E, = 200 GPa
L, =2000 mm ; L, =1000 mm

A Tabela 3 simplifica o processo de construcdo das matrizes de rigidez que definem cada
elemento separadamente.

Tabela 3 — Valores dos elementos que compdem a matriz de rigidez do segundo exercicio modelo.

El AE/3L / m I? Im m?
1 3,3(3)e6 1 0 1 0 0
2 6,6(6)e6 0 1 0 0 1

A matriz de rigidez de cada elemento em coordenadas locais toma a seguinte forma, de
acordo com (72),
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7 8 1
k,=3,3(3)x10°| -8 16 -8
1 -8 7
(108)
7 -8 1
k,=6,6(6)x10°| -8 16 -8|.
1 -8 7

Escreve-se novamente a matriz de rigidez, agora em coordenadas globais, com recurso
a nova matriz de transformacdo de acordo com a equacdo (102). Procede-se ainda a
assemblagem da matriz de rigidez global do modelo 2, com base na relacdo dos graus
de liberdade do modelo. Nesta nova matriz K o valor 3,3(3)x10° é substituido pela letra
r e o valor 6,6(6)x10° pela letra s. Na continuidade do referido, a matriz K toma a
seguinte forma:

(7r 0 8r Ir 0O 0 0 O]
o 0o 0 0 0 0 0 O

-8r 0 16r -8r 0 0 O O

K < Ir 0 8 7r 0O 0 0 O (109)

0O 0 0 0 7s -8 0 1s
0O 0 0 O -8 16s 0 -8s
o 0o 0 0 0O 0 0 O

0 0 0 0 1s -8 0 7s |

Em concordancia com a expressao (14) escreve-se a expressdao matricial que descreve o
comportamento do modelo 2 em consonancia com as condi¢cdes a que se encontra
sujeito,

7r 0 -8r 1Ir O O 0 O |[[U, Ra 0

o 0o 0o 0 0 0 0 0|V, Ry 0

-8r 0 16r -8r O O O O ||u, 0 0

Ir 0 -8 7r 0 0 O O ||U, _ 0 . F . (110)
0O 0 0 0 7s -8 0 1s ||V, 0 0

0O 0 O 0 -8 16s 0 -8s||uy, 0 0

o 0o 0o 0 0 0 0 0|y, Re 0
0 0 0 0 1s -8 0 7s ||V, R, 0

Procede-se ao processo de condensacdo do sistema de equagdes matricial e resolve-se
este em funcdo dos deslocamentos,
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_16ru,

16ru, -8rU, =0 U, 3
r

1mm

-8ru, +7rU, =F < u, =0,5mm
(111)
8su,
7s

0

sV, -8su, =0V, =

—8sV, +16su, =0 <> u, =0.

Novamente, recorrendo ao teorema de Pitagoras, ao valor do deslocamento do nd
central em coordenadas locais e ainda uma das expressdes que descreve o
comportamento do nd central em coordenadas globais para cada elemento, pode-se
escrever o seguinte sistema de equacdes:

u, =U,2 +V,?

E16I2Ub +£16mlvb —ESIZUC —£8mlvC =0
3L 3L 3L 3L
(112)
u, =U, 2 +V,°
—£8Imuc —ESmZVc +£16Imud +£16mzvd =0.
3L 3L 3L 3L
Resolve-se o sistema de equag¢des em ordem aos deslocamentos, obtendo-se
U,=0,5mm
V,=0
(113)
U,=0
V, =0.

O modelo em analise esta sujeito a um carregamento que permite antecipar que o
segundo elemento ira sofrer uma rotacdo em torno do nd e e é notdria a incongruéncia
dos resultados obtidos para o deslocamento face aquilo que seria o expectavel.
Evidentemente, o deslocamento Ug4 ndo pode ser zero com base no referido
anteriormente. Portanto, realiza-se uma analise geométrica como a descrita no
exercicio exemplo do subcapitulo 3.1.1.2.1.1, que se baseia nos deslocamentos dos nds
exteriores do elemento e considerando que o seu comportamento é linear elastico.
Obtém-se assim os deslocamentos de Ug=0,5 mm e Vg4 aproximadamente 0, este ultimo
desprezado dada a sua dimensdao face a ordem de grandeza dos restantes
deslocamentos. Imediatamente, com este exemplo conclui-se que o método definido
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anteriormente ndo consegue captar e traduzir os deslocamentos globais que um
determinado ndé central de um dado elemento estd sujeito em concordancia com o
carregamento e condicOes fronteira definidos. Isto é, o teorema de Pitagoras, como é
expectdvel, define as componentes globais do vetor deslocamento local, e ndo as
componentes da nova posi¢ao do né central em coordenadas globais. Em suma, quando
um elemento ndo esta sujeito a nenhuma rotagdo, o método funciona uma vez que as
componentes globais do vetor deslocamento local sdo coincidentes com os vetores que
definem as componentes da nova posi¢cdo do né central em coordenas globais, situacdo
gue ja ndo se verifica quando o elemento sofre uma rotacao.

Posteriormente, envereda-se numa nova abordagem como tentativa de resolver o
comportamento impréprio que a transformacdo de coordenadas impde. Esta
abordagem assenta num estudo do problema duma perspetiva geométrica, que é
posteriormente definido de forma algébrica. Na tentativa de descrever a abordagem ao
problema duma forma sucinta e clara, é apresentada cada uma das situacdes de
deformacdo que um determinado elemento admite sobre a forma de figura (Figura 43
a Figura 49), e acrescenta-se uma tabela com as diferentes condi¢des algébricas que
descrevem o comportamento do elemento (Tabela 4 a Tabela 10). Para todas as
situacdes analisadas, a informacdo referente ao estado inicial do elemento diferencia-
se da do estado do elemento deformado através da adicdo de uma plica a denominacao
gue identifica o estado deformado do elemento.

L
X
L a a
—1 r— ) _—I Iﬂ—

- . 7] ]

i J k ! J k

Figura 43 — Primeiro estado de deformagdo analisado
Tabela 4 — Formulagdo algébrica para o primeiro estado de deformacao.
Descricao Condicao Formulagdo algébrica

i =i"+0,5xi'k’

NG i e k deslocam-se Ue— Ui = 0 j'y=1",+0,5x%i'k"y
proporcionalmente Ko H U =i —i
i | S

V= jly_ jy

Desenvolvimento de uma ferramenta informatica em Matlab para anélise de
estruturas pelo método de elementos finitos José Ramos da Silva

65



DESENVOLVIMENTO

— . L -
S - I_Jp —— U, -
; j' k ir jr kr

Figura 44 — Segundo estado de deformagdo analisado

Tabela 5 — Formulagdo algébrica para o segundo estado de deformacgao.

Descricao Condigao Formulagdo algébrica
jL=it +Kxij,
) _ J', =1+ Kx 'Jy
N6 I ndo se deslocaeond |
desloca-se na diregdo positiva do u=0nau;>0 = (|| ij|l+u. )/ll ij |l
eixo do X
Uj J X Jx
Vi=1'y-ly
L -
X - u,
. L -BI
* 4- *r T.b f
i J k ! y J

Figura 45 — Terceiro estado de deformagdo analisado

Tabela 6 — Formulagdo algébrica para o terceiro estado de deformacao.

Descricao Condicao Formulacgdo algébrica

le:iIX+KXi_J:X
j'y:i'y—i-Kxﬁy

Né i ndo se deslocae ond | _ .
desloca-se na diregdo negativa do u=0nau;<0 (|| ijll—|u )/ll ijl
eixo do X .
Uj =)k
Vi = j'y_ jy
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A & K 7K
L
X u,
—D> |
e PP
. it ! i !
i j k J /
Figura 46 — Quarto estado de deformagdo analisado
Tabela 7 — Formulagado algébrica para o quarto estado de deformacao.
Descricao Condigao Formulagao algébrica
it =i+ Kxij,
N6 ieond jdeslocam-se na U <0 Au; <0 Iy = +Kx”y
direcdo negativa do eixo do x. A
. A
diferenca do deslocamento dos 0 (” 11+, )/” il
35 é i u—u: <
nos é negativa. i — U U, =i i
Vi=1,-y
JIX :|'x+Kxi_J:x
Noieondjdeslocam-se na U <0 AU <0 )y, =1+ Kxij,
direcdo negativa do eixo do X. A ! K =1
diferenga do deslocamento dos A -
nds é nula. u,-u; =0 U, =1% Ik
Vi=1'y-,
1 :|'X+K><ﬁX
N6 i e ond jdeslocam-se na U <0 Au; <0 Iy =1, +Kxi,
direcdo negativa do eixo do x. A = =
. A = —|u.
diferenca do deslocamento dos 0 K (” Hl |UJ |)/H 1l
.y " U—U. > L
nos é positiva. i —Uj U, =
Vi=1y—1,
- L - .
u
X o 2
A ¥ L
N if jl k' ? k.l'
i J k

Figura 47 — Quinto estado de deformagdo analisado
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Tabela 8 — Formulagdo algébrica para o quinto estado de deformacgao.

Descricao

Condigao Formulagao algébrica

No i desloca-se na diregdo negativa
do eixo do X e 0 nd j desloca-se na
diregdo positiva do eixo do X.

j'X:iIX+KXﬁX
j'y=i'y+K><i_j.y

K =(11ij 11+u; ) /i 1

U <0 Au; >0

UijIx_jx
VJ:jly_jy
QJ—E
. i ?Jr E ? K
X ) 4:1.[-—“2 .
- » T .y ] ]

Figura 48 — Sexto estado de deformagdo analisado

Tabela 9 — Formulagédo algébrica para o sexto estado de deformacgéo.

Descrigao

Condicao Formulagdo algébrica

N6 ieond jdeslocam-se na
direcdo positiva do eixo do X. A
diferenga do deslocamento dos

nos é positiva.

jlo=it +Kxij,

Ui>0/\uj>0 j'yzily+KXi_J:y

A K = (113 1=u, ) /11
u=u; >0 =i

U
\Y

N6 ie o nd jdeslocam-se na
direcdo positiva do eixo do X. A
diferenca do deslocamento dos

nos é nula.

U >0 Au; >0

A K=1
U, =0 U,=i ],
Vi=1iy=l
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i, =i'X+Kxﬁx
_N(') [eonéjdeslocgm—se na U >0 Au; >0 j'y:i'y+KXﬁy
Ciferanch do desiocamento dos A K= (I Iu )i
nos é negativa. U —u; <0 U,=j'"— I
Vi=1y-]

- [ u
- ] ij 2
X — " 4 —_——

—> ir j! k' 9 kr

i j k
Figura 49 — Sétimo estado de deformagdo analisado

Tabela 10 — Formulagdo algébrica para o sétimo estado de deformacao.

Descricao Condigao Formulagdo algébrica

J =1+ Kxij,

) iy =1+ Kxij,
NG i desloca-se na dire¢do positiva _ _
do eixo do X e 0 nd j desloca-se na u >0 Au; <0 K=(||ij||—|uj|)/||ij||

dire¢do negativa do eixo do X. ] K
Uj = Jlx_ I

Vi = j'y_jy

Aplica-se esta abordagem a 3 problemas modelo adiante descritos em pormenor no
subcapitulo 3.1.1.4. O procedimento demonstrou-se valido para os dois primeiros
modelos, contudo, no terceiro modelo utilizado para validar a formulacdo obteve-se
resultados incongruentes para o deslocamento do né central do primeiro elemento. Ao
analisar em detalhe o problema verifica-se que o valor do deslocamento do né central
em coordenas locais é de -0,1x103 mm, que o deslocamento do nd i é de 0,27x103 mm
e que o no k ndo sofre qualquer deslocamento.

Portanto, surge a questdao como é que o no central se desloca na dire¢Go negativa do
eixo dos X e o nd inicial se desloca na diregdo positiva quando o outro extremo do
elemento se mantém imdvel?. Na procura da resposta a questdo levantada, percebe-se
gue o deslocamento local dos nés exteriores de determinados elementos perde o seu
verdadeiro significado quando existe mais do que um elemento em analise e se obtém
primeiramente os deslocamentos em coordenadas globais nos nds exteriores. Ou seja,
apos se descobrir os deslocamentos globais dos ndés exteriores do elemento, e
recorrendo as expressdes (102) e (79) para se obter os deslocamentos em coordenadas
locais, os deslocamentos locais dos nds exteriores ndo se encontram verdadeiramente
na direcao do eixo local definido para o elemento. De facto, a formulacdo apresentada
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retrata o vetor dos deslocamentos cujas componentes sdo a posicao do respetivo né em
coordenadas globais e revela a dire¢cdo desse deslocamento. Assim, no caso em andlise,
o valor que o né i apresenta como deslocamento local ndo se coaduna com o método
apresentado e coloca a andlise numa condicdo que ndo retrata o verdadeiro
comportamento do elemento.

O cddigo que permite aplicar a formulagao supra descrita encontra-se nos anexos da
presente dissertagao.

3.1.1.2.1.3 Reformulacdo da transformacdo de coordenadas

Nesta fase, entende-se que, quando se procede a transformagdo de coordenadas do
sistema local para global, umas das equacgdes que define o comportamento global do né
central perde significado ja que a matriz de rigidez se torna singular e é clara a
necessidade de se encontrar uma nova expressao que defina o comportamento do né
central em coordenas globais.

Com base na necessidade anteriormente referida, sabe-se que o elemento de barra apds
deformar, quer governado por um comportamento linear, quadratico, cubico ou outro,
pode ser tragado com recurso a equacgdo da reta y =mx+b, e o declive e a ordenada na
origem podem ser obtidos através das posi¢des dos nds exteriores do elemento de barra
deformado. Na continuidade do raciocinio descrito, é agora necessario definir a posicao
inicial do referencial global em que se encontram as coordenadas dos nés exteriores do
elemento de barra que permitem descrever a equacdo da reta necessdria.
Evidentemente, para que esta nova expressdo (equacao da reta) e a expressao obtida
com recurso a matriz de rigidez sejam compativeis, e as incognitas em andlise sejam as
mesmas em ambas as expressoes, a posicdo do referencial deve ser a posicdo do né
central em coordenadas globais do elemento de barra inicial. Assim, as incognitas X e y
da equacgdo da reta deformada estdo em sobreposi¢gdo com Uj e Vj. Portanto, pode-se
substituir X e y por estas, o que permite reescrever o sistema de equagdes que viabiliza
a obtenc¢do das componentes que definem o deslocamento do né central do elemento
de barra em coordenadas globais.

Em suma, para que se consiga obter a solucao que define o deslocamento do né central
em coordenadas globais deve-se:

1. Recorrer a uma das expressdes que a matriz de rigidez permite definir para o né
central do elemento. De realcar que é necessario ter em atencdo a posicdo do
elemento. Se este se encontra numa posicao vertical ou horizontal, apenas existe
uma expressdo passivel de obter através da matriz de rigidez.

2. Escrever a equacdo da reta que define o elemento de barra na posicao
deformada.

3. Calcular o declive e a ordenada na origem com base nas posicdes dos nds
exteriores do elemento, na posicdo deformada. Estas posicdes devem ser
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definidas com base num novo referencial global posicionado sobre o né central
do elemento de barra inicial.

4. Escrever o novo sistema de equacdes que permite obter o deslocamento do né
central do elemento em coordenadas globais.

O método e seus resultados sdo amplamente explorados e validados no subcapitulo
3.1.1.4.

3.1.1.2.2 Estado de tensdo

De forma andloga ao elemento de barra linear, recorrendo a expressao (32) define-se a
expressao matricial que permite determinar o estado de tensao do elemento,

> L L P P L

O ayial = E L - (114)

u, —u 4x 3 4 8x 4x 1
e E[ a,.
Recorrendo a expressao (70) e (78) pode-se escrever a equacdo matricial que permite
obter a tensdo axial do elemento através das coordenadas globais. Assim pode-se
escrever a tensdo e a forga axial a que o elemento se encontra sujeito,

Ui

Vi

4x 3 4 8x 4 1|m0000U
aaxiaI:E[rZ‘—E E_f)z( rf—ﬂo 0 1 mo ot ()

0000 I m||'’

Uk

Vk

Ui

Vi

|mooooU
F:EA[%—% %—BL_’; %—ﬂo 0 1 mo 0|l (116)

00 00T m||l’

Uk

Vk

As expressoes (115) e (116) podem ser escritas para cada né do elemento. Portanto,
para o no i estas expressdes tomam a seguinte forma:
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por fim no nd k,

O-axial = L[
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Ui

Vi

EA Y
F=—[I m -4 -4m 3 3m]’ 122
L[ ]Vj (122)

Uk

Vk

Mais uma vez valores positivos indicam tracdo enquanto valores negativos indicam
compressao.

3.1.1.3 Comparacdo das formulacdes linear e quadratica

Quando se procede a formulacdo do elemento é notdrio que a distincdo da formulacao
linear da quadratica recai sobre a escolha do nimero de mondnimos que compdem o
polindmio, que serve de ponto de partida no MEF e permite escrever as funcdes de
forma, que passam a determinar o comportamento das varidveis de campo e das
variaveis derivadas da varidvel de campo de um determinado elemento de barra.
Portanto, ao comparar as fun¢des de forma da formulacdo linear (expressao (27)) com
as funcoes de forma da formulacdo quadratica (expressdo (65)) é evidente que:

e Existe mais uma funcao de forma na formula¢do quadratica respeitante ao né
central do elemento quadratico, que permite obter a solucdo exata em mais um
ponto do elemento comparativamente a formulacdo linear;

e O deslocamento que um elemento de barra admite é descrito linearmente na
utilizacdo da formulacdo linear, independentemente do comportamento real
deste, ou seja, na situacdo em que um elemento se encontre sujeito a um esforco
atuante que imp&e um campo de deslocamento nao linear, este efeito ndo sera
captado pela formulacdo linear. Nesta situacdo concreta, o comportamento do
elemento s sera exato nos nds. Por mais elementos que sejam utilizados para
descrever o problema, a solucdo deste sé sera exata quando o numero de
elementos utilizados tender para infinito;

e (Quando se obtém a matriz de deformacao a partir da derivada das fung¢des de
forma, a escolha da deformacao condiciona a solucdo das varidveis derivadas da
varidvel de campo. Isto &, no caso da formulagao linear independentemente do
tipo de esforco atuante, o resultado obtido é sempre constante ao longo do
elemento, quer se esteja a analisar o estado de tensdo do elemento ou de
deformacdo do elemento. J& na situacdo de se partir de uma formulacao
guadrdtica, consegue-se captar estados de tensdo e de deformacdo que
apresentam um comportamento linear ao longo do elemento;
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05 roox/l

Figura 50 — Utilizagdo de elementos de barra lineares na aproximacgado da solugdo exata [26]

e Com base no enunciado no ponto anterior, quando os esforcos axiais atuantes
no elemento sdo obtidos a partir das tensdes previamente calculadas, o
comportamento exposto para cada uma das formula¢des permanece, uma vez
que os esforcos axiais sdo obtidos através da multiplicacdo de uma constante
(area) pela tensdo atuante no elemento.

Na continuidade da comparacdo das formulagdes consegue-se ainda deduzir que, com
recurso a um menor numero de elementos quadraticos, consegue-se uma melhor
aproximacado a solucao exata de um problema em andlise, conforme pode ser observado
na Figura 50. Contudo, é mais eficiente numericamente adotar um maior nimero de
elementos de ordem inferior do que um numero inferior de elementos de ordem
superior que perfacam o mesmo numero de nds [26]. No entanto, no caso concreto do
elemento de barra, essa utilizacdo deve ser criteriosa, dado que os nds externos do
elemento se comportam como rotulas e a definicdo errada das condicGes fronteira
rapidamente colocam a estrutura em andlise num estado de instabilidade estrutural.

Em suma, a selecdo do tipo de elemento de barra a adotar na analise de uma estrutura
deve levar em consideracgao as caracteristicas da estrutura em analise [26].

3.1.1.4 Validagdo das formulagdes

Com o propésito de se validar as formulagdes linear e quadrdtica aqui apresentadas,
aplica-se cada uma delas na resolucdo de 3 problemas modelo e comparam-se os
resultados obtidos (deslocamentos, reacdes, esforcos axiais e tensdes axiais) através do
MEF para cada tipo de elemento com o exibido em literatura ou com os obtidos através
de softwares amplamente utilizados no mercado.
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12 Problema Modelo

Figura 51 — Problema modelo 1, elemento de barra
Dados de entrada do modelo apresentado na Figura 51,
F =2kN/m; A =100 mm®; E; =210 GPa ; L, = 2000 mm

A Tabela 11 permite simplificar o processo de construcdao da matriz de rigidez do
elemento.

Tabela 11 — Valores dos elementos que compdem a matriz de rigidez do primeiro problema modelo.

El AE/L AE/3L / m I? Im m?

1 10,5e6 3,5e6  0,64279 0,76604 0,41318 0,4924 0,58682

O nd i encontra-se prescrito tanto na dire¢do do deslocamento U como na dire¢do V, e
ainda existe a particularidade do apoio no nd k se encontrar perpendicular ao elemento.
Portanto, é necessario escrever as relagdes que existem entre as restricdes que o apoio
impde no seu eixo de coordenadas local e o eixo de coordenadas global do modelo
(situacdo idéntica a descrita no subcapitulo 3.1.1.2.1.2). A Tabela 12 retne os resultados
obtidos através das formulacdes descritas comparativamente com os resultados obtidos
por diferentes softwares recorrentemente utilizados na analise de estruturas.
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Tabela 12 — Resultados obtidos na solugdo do primeiro problema modelo, através de diferentes métodos.

Resultados da Resultadosda  Resultados Resultados
Variaveis formulacgao formulagao obtidos obtidos
linear quadratica (FTOOL) (Robot)
Ui[mm] 0 0 0 0
Vi[mm] 0 0 0 0
Uj [mm] NA 0,0918 0,0918 0,092
Vj[mm] NA 0,1094 0,1094 0,109
Uk [mm] 0,1224 0,1224 0,1224 0,1224
Vi [mm] 0,1459 0,1459 0,1459 0,1459
Rix [kN] -2,5712 -2,5712 -2,571 -2,5710
Riy [kN] -3,0642 -3,0642 -3,064 -3,0642
I'ky [kN] 0 0 0 0
Oaxiali [MPa] 20 40 NA 40
oaxialj [MPa] NA 20 NA 20
Oaxialk [MPa] 20 0 NA 0
Fi [kN] 2 4 4 4
Fi [kN] NA 2 2 2
Fx [kN] 2 0 0 0

Na Figura 52 e Figura 53 sdo apresentados os resultados obtidos com recurso ao
software FTOOL:

7, // Axial force at local pos.: x = 1.0000m L = 2.0000 m - Value: 2.000 kN
/

&

25T1N

3064 kN

Figura 52 — Resultados obtidos no FTOOL - Esforgo axial e reagdes nos apoios
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Displ. atlocal pos.: x = 2.0000m L = 2.0000m - Dx: 1.224e-001mm Dy: 1.459¢-001 mm

Py

Displ. atlocal pos.: x = 1.0000m L = 2.0000 m - Dx: 9.181e-002 mm Dy: 1.094e-001 mm

2.57T1kN

3064 kN

Figura 53 — Resultados obtidos no FTOOL — Deslocamentos

Na Figura 55 e Figura 56 pode ser consultado o modelo utilizado, assim como as
propriedades e os esforcos atuantes no elemento. Ja na Figura 56 e Figura 57 sdo
expostos os resultados obtidos para a simulacdo considerando elementos de barra com
dois nds através do software Robot Structural Analysis:

| Fx=1.
[FZ=I.532|

Figura 54 — Modelo em robot do primeiro problema modelo

Barra No.: 1 Segdo: RECT_1

Dimensdes:
HY (mm) | HZ (mm)
10,00 10,00

Propriedades de segio:
AX (mm2) | IX (mmd) | 1Y (mmd) | IZ (mmd4)
100,00 1405.83 833.33 833.33

Propriedades de material:

E(MPa) | G(MPa) | NI | LX(1/°C) (kﬁgﬂ' Re (MPa)
210000,00] 8100000 0,30 000 00010 23500

Figura 55 — Propriedades do elemento
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Né/Caso UX {(mm) UZ (mm) No/Caso FX (kN) FZ (kN)
1/ 0.0 0.0 17 1 -2,5710 -3,0642
2/ 01224 01459 2 1 -0,0000 0,0000
Figura 56 — Deslocamentos e reagdes nos apoios
Barra/N&/Caso FX (kN) Barra/N&/Caso S max (MPa)
L T | -1,9999 1 a1 -19,9994
[/ | -1,9999 2 1 -19,9994

Figura 57 — Forgas axiais e tensdes axiais no elemento

Nota: no software Robot valores negativos significam tracao enquanto valores positivos
significam compressao.

Dado que os elementos de barra no software Robot ndo permitem a aplicacdo de
esforcos distribuidos ao longo do elemento, recorre-se aos elementos de estrutura
como alternativa na simulacdo do problema modelo. Ainda, uma vez que se pretende
simular um elemento de trés nds, a estrutura é modelada com recurso a dois elementos
e coloca-se um apoio no né central com as mesmas caracteristicas do apoio simples do
problema modelo. Esta abordagem é praticavel uma vez que o esfor¢o aplicado ao
elemento, conforme comprovado na resolu¢cdao com elementos de barra de dois nds,
impde um deslocamento na direcdo longitudinal, do elemento ndo existindo qualquer
rotacdo do elemento ou deslocamento deste na direcdo transversal. Portanto, o apoio
utilizado nado altera o comportamento esperado da estrutura quando a mesma se
encontra sujeita aos esforgos exteriores em andlise.

Portanto, a Figura 58 e Figura 59 representam o modelo anteriormente idealizado, assim
como as propriedades e os esforcos atuantes no elemento. J4 na Figura 60 e Figura 61
sdao expostos os resultados obtidos para a simulacdo equivalente aquela que seria
expectavel com recurso a elementos de barra com trés nés, através do software Robot
Structural Analysis.

//'/'_'_i pX({loc)=2.00 |

e

Figura 58 — Segundo modelo em robot do primeiro problema modelo

Desenvolvimento de uma ferramenta informatica em Matlab para anélise de

estruturas pelo método de elementos finitos José Ramos da Silva

78



DESENVOLVIMENTO 79

Barra No.: 1 Secdo: RECT_1

Barra Nt 2 Secdo: RECT_1

Dimensbes: Dimensdes:

HY HZ HY (mm) | HZ {mm)

10,0 10,0 10,0 10,0
Fropriedades de sagio: Propriedades de segio:
ax (mm2) | 1X (mmd) | 1 mmd) [ 1z (mma) | AX (mm2) | 1X mmd) [ 1¥ (mma) | 1z (mma)
100,00 140583] 83333 833,33 10000 140583[ 83333] 83333
Fropriedades de material: Propriedades de material:
RO RO
Em:[ﬁm}[ N LXAFC) | pagma) | Re (MPa) E(MPa) | G (MPa) | NI | LX(PC) | (ypyimsy |n.[npq
210000.00_ EIMD.DU] 0.30 0,00 0,00 235,00 210000,00( 8&1000,00f 0,30 0,00 0.00{ 235,00

Figura 59 — Propriedades dos elementos

No/Caso FX (kN) FZ (kN) MY (kNm)

[T 257 3,06 -0.00
21 10,00 0,00 0,00
3y 1 0,00 0,00 -0.00
NéICaso UX (mm) UZ (mm) RY (Rad)

U1 0.0 0,0 0.0
2 1 0,092 0,109 0,000
31 0,122 0,146 0,000

Figura 60 — Reagdes nos apoios e deslocamentos

Barra/N6/Caso FX (kN) FZ (kN) MY (kNm)
1/ 7 1 -4.00 0,00 -0.00
1 24 1 -2,00 -0,00 -0,00
2 A 1 -2,00 0,00 -0,00
I | -0,00 -0,00 0,00

Barra/Né/Caso S max (MPa) S min (MPa) = T;m) S min(My) (MPa
VA T | -40,00 -40,00 0,00 -0,00
1 _ 2 1 -20,00 -20,00 0,00 -0,00
| -20,00 -20,00 0,00 -0,00
2 ¥ 1 -0.00 0,00 0,00 -0,00

Figura 61 — Forca axial e tensdo axial nos elementos

Conclui-se com base na analise da Tabela 12 que as formulacdes do elemento de barra
linear e quadratica apresentam resultados vdlidos, comparativamente com os
resultados obtidos por softwares amplamente utilizados e validados pelo amplo nimero
de utilizadores que nestes confiam. Como é expectdvel e comprovado nos resultados
obtidos, a formulacdo linear ndo consegue captar a variacdo do esforco axial e
subsequentemente a variacdo da tensdo normal ao longo do elemento.

22 Problema Modelo

Figura 62 — Problema modelo 2 para o elemento de barra [1]
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Dados de entrada do modelo apresentado na Figura 62,
P=3kN;A =A =A=100mm*;L =L, =L,=2000mm;
E =E,=E,=210GPa

A Tabela 13 simplifica o processo de estruturacdo das matrizes de rigidez de cada
elemento.

Tabela 13 — Valores dos elementos que compdem a matriz de rigidez do segundo problema modelo.

El AE/L AE/3L / m I Im m?
1 10,5e6 3,5e6 1 0 1 0 0

2 10,5e6 3,5e6 -0,5 0,866 0,25 -0,433 0,75
3 10,5e6 3,5e6 -0,5 -0,866 0,25 0,433 0,75

O nd i do elemento 1 encontra-se prescrito na dire¢do do deslocamento local ve o nd k
encontra-se prescrito na direcdo V. O nd i do elemento 3 encontra-se prescrito em
ambas as dire¢des do deslocamento local u e v.

Paralelamente, com base nas ligacdes existentes entre os nds dos elementos, é possivel
escrever as igualdades seguintes:

U1i = Usk; Vai= Vak; Uik= Uzi; Vik = Vai ; Uk = Usi ; Vok = Vs

Posteriormente na Tabela 14 podem ser consultados os resultados obtidos com recurso
as formulagdes discutidas anteriormente comparativamente com as descritas na
literatura e as obtidas com recurso a um software de uso corrente.

Tabela 14 — Resultados obtidos na solugdo do segundo problema modelo, através de diferentes métodos.

Resultados da Resultadosda  Resultados Resultados

Varidveis formulacao formulacao obtidos obtidos

linear quadratica (Livro [1]) (Robot)
U1i [mm] 0 0 0 0
Vii [mm] 0 0 0 0
Usj [mm] NA 0,1143 NA 0,1143
Vij [mm] NA 0 NA 0
Uik [mm] 0,2286 0,2286 0,2286 0,2286
Vik[mm] 0 0 0 0
Uzj [mm] NA 0,1143 NA 0,1143
Vaj [mm] NA 0 NA 0

Desenvolvimento de uma ferramenta informatica em Matlab para anélise de
estruturas pelo método de elementos finitos José Ramos da Silva



DESENVOLVIMENTO 81

U2k [mm] 0 0 0 0
Vok[mm] 0 0 0 0
Usj [mm] NA 0 NA NA
V3j [mm] NA 0 NA NA
F1iy [kN] -2,4 -2,4 2,4 2,4
Riky [kN] -1,0392 -1,0392 -1,0392 -1,039
I3ix [kN] 0,6 0,6 0,6 0,6
I3iy [kN] -1,0392 -1,0392 -1,0392 -1,039
Oaxialli [MPa] 24 24 24 24
Oaxiallj [MPa] NA 24 24 24
Oaxialik [MPa] 24 24 24 24
oaxial2zi [MPa] 12 12 NA 12
Oaxial2j [MPa] NA 12 NA 12
Oaxial2k [MPa] 12 12 NA 12
oaxialsi [MPa] 0 0 NA 0
Oaxialzj [MPa] NA 0 NA NA
oaxialsk [MPa] 0 0 NA 0
Fui [kN] 2,4 2,4 2,4 2,4
Fuj [kN] NA 2,4 2,4 2,4
Fax [kN] 2,4 2,4 2,4 2,4
F2i [kN] 1,2 1,2 NA 1,2
F2j [kN] NA 1,2 NA 1,2
Fax [kN] 1,2 1,2 NA 1,2
F3i [kN] 0 0 NA 0
F3j [kN] NA 0 NA NA
Fak [kN] 0 0 NA 0

De seguida, sdo apresentados os resultados para uma simulacdao com elementos de
barra de dois nés com recurso ao software Robot Structural Analysis sendo que, na

Desenvolvimento de uma ferramenta informatica em Matlab para anélise de
estruturas pelo método de elementos finitos José Ramos da Silva



DESENVOLVIMENTO

82

Figura 63 e Figura 64 pode ser consultado o modelo considerado e suas propriedades
respetivamente.

Figura 63 — Modelo em robot do segundo problema modelo

Barra e 1 Segho: RECT_1 Barra o, 2 Segdo: RECT_1
Dimensdes: Dimensdes:
HY (mem) | HZ (mm) HY (mem) | HZ gmen) |
10,00 10.00 10,00 10,00
Propriedades de se¢do: Fropriadades de secho:
AX (mm2)| 1X (mmd) AX IX {0 [ z

10000 140583 63333 83333

Propriedades de matenial:

— Propriedades de material:
Empa) | Gy | M [ xarg | RO : -

E0P0) | G oy | Re®P0)| | E0Pa) [ GPa) | W | X (rO) | sy | Re aPe)
210000,00| $1000.00/ 030 0.00 0.001 235.00 210000,00| 81000,00| 0.30 0.00 0,001 235,00
Barane.: 3 Segdo: RECT_1
Dimensbes:
T
10.00 10.00
Propriedades de seqdo:
AX (men2) [ DX e [ 1Y e | 12
100.00]  1405.83 833,33 833,33
Propriedades de materat:
Eoweo) | Gowpo) | M| xare) | o io | e ea)
210000,00| 8100000 030 0.00 0,001 23500

Figura 64 — Propriedades dos elementos

Seguidamente, na Figura 65 e Figura 66 podem ser consultados os resultados obtidos

nas reacgdes dos apoios, deslocamentos, esfor¢cos axiais e tensdes normais nos
elementos.
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N&/Caso FX (kN) FZ (kN)

1/ 1 -2,400 0,000
2 1 0.0 -1.039
M 1 -0,600 1.039
No/Caso UX {(mm) UZ {(mm)

1/ 1 -0,0000 -0.0000
2 1 0,2286 0.0
M 1 0.0 0.0

83

Figura 65 — Reagdes nos apoios e deslocamentos

As reacdes do nd 3 encontram-se em coordenadas globais apesar do apoio estar
aplicado com uma rotacao relativa ao eixo global. Por defeito, as reacGes apresentadas
na Figura 65 sdo apresentadas em coordenadas globais.

Barra/No/Caso FX (kN) Barra/No/Caso S max (MPa)
1M 1 -2,400 v 11 -24,000
1M A4 1 -2.400 1 1 -24.000
2 2 1 -1.200 2 A 1 -12,000
2 3 1 -1,200 2 ¥ 1 -12,000
¥ 3 1 -0,000 Iy M 1 -0,000
¥y o 1 o1 -0.000 ¥y o1 -0,000

Figura 66 — Forca axial e tensdo axial nos elementos

O software robot versdo 2019 ndo permite obter, em analises de trelicas, os
deslocamentos dos nds centrais dado que, quando se insere um nd no elemento e ndo
se divide a estrutura, este é assumido pelo software como um né interno de calculo.
Devido a este facto, no tipo de elemento em andlise ocorrem instabilidades do tipo 1 e
tipo 3 nesses noés. Paralelamente, os resultados das rea¢des e deslocamentos devolvem
informacao para esses nés. Como podem ser consultados na Figura 67, os nés 4 e 6
apresentam resultados descabidos para o problema em analise quando comparados
com os deslocamentos dos nds externos. Contudo, o nd 2 devolve o valor do
deslocamento esperado, como sera demonstrado adiante.

Né&/Caso UX (mm) UZ (mm)

1M 1 -0.0000 -0.0000
2 1 0.1143 -0.0000
o1 0.2286 0,0
44 1 -2324 4856 -1342,1478
51 0.0 0.0
6 1 4649,1998 -2684,2955

Figura 67 — Deslocamentos obtidos considerando elementos de 3 nds

Consequentemente, para simular o problema de forma andloga a um modelo que utilize
elementos de barra quadraticos é necessario, numa primeira fase, perceber através de
uma analise geométrica qual o comportamento expectavel dos nds centrais de cada
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elemento que compdem o problema para que, posteriormente no modelo de célculo,
seja possivel restringir esses nés de acordo com o comportamento esperado. Deste
modo, permite-se a utilizagdo de dois elementos de barra com dois ndés como uma
aproximacdo ao elemento de barra quadratico. Esta aproximagdo é possivel, uma vez
que o carregamento ao qual a estrutura se encontra sujeita é constante, e assim o
comportamento de acordo com a mecanica dos materiais que rege o deslocamento da
estrutura obedece a um comportamento linear. Como resultado, a posicdo do né central
do elemento apds deformar mantém-se sobre o ponto médio do elemento deformado.

Com base na informacao ilustrada na Figura 68, obtida através da andlise da estrutura
com elementos de barra de dois nds, consegue-se definir quais os apoios a utilizar no
modelo andlogo a uma simulacdo com elementos de barra de trés nds que permita
afirmar o correto funcionamento da nova formulacdo aqui descrita.

114,3

114,3 228,6

Linha Negra - Estrutura Inicial
Unha Azul - Estrutura Deformada (escala x100)

Figura 68 — Deformacdo prevista para a estrutura com recurso a uma analise geométrica

Com base na informa¢do obtida anteriormente sabe-se que os nds centrais dos
elementos 1 e 2 apenas sofrem deslocamento na direcdo do eixo das abscissas do
referencial global. Assim, procede-se a analise da estrutura com base nos pressupostos
definidos anteriormente através do software Robot Structural Analysis. Na Figura 69 e
Figura 70 pode ser consultado o modelo utilizado e as propriedades de cada elemento,
respetivamente.

=&

| Fx=3.000 |

Figura 69 — Segundo modelo em robot do segundo problema modelo
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Barra ME: 1 Segie:  RECT_L Barra Mo 2 Segho:  RECT_1
Dimensdes: Dimensbes:
HY HZ HY fmm) | HZ (mm|
10,00 10,00 0,00] 10,00
Fropriadades de sagio: Propriedades de segio:
AX 1X (14 I AX X I 14
1.0 0,14] 0,08 0,08 1,00 014 0.08 0.08
Fropriedades de maberial; Fropriedades de material:
RO RO
ewen) | o | w | xara| (80 [ewea| [ eoea [ cowa [ 1 [ oo ] (10 [ remea
21000000 8050000 030 .00 0.000 255,00 210000.00| S0800.00) 0.30 0.00] U.Dw] 255,00
Barra Wt 3 Seqlo: RECT_1 Barra o 4 Seglo: RECT_1 _ -
Dvmensdes: Dimeensdes:
HY HZ HY HZ
10,00 10,00 10,00 10,00
Fropredades de secho: Propriedades de seglo:
A% fem2) | 1 femd) [ 17 jema) | 12 fema) | AX fem2) | X femd) [ ¥ femd) | 12 fema) |
1,00 0,14 0,08 0,08 1,00 0,14 0,08 0,08

Propriedades de material:

Propriedsdes de material:

E[MPa) | G(MPa) | M

210000,00) 81000,00] 030

st i [0
0.00 0,001 235,00

X re)
0.00

E (MPa) sllﬂ-:| W (i | B Pa)
210000.00|  81000.00] 0,30 0,001 235,00

Barra e 5 Secho: RECT_1
Dimensdes:
HY HZ
10,00 10,00

Propriedades de segBo:

AX
1.00

)
[R]] 0.08

[

Fropriedades de matenial:

Em| ﬁm| Hi
210000.00)_80800.00| 0,30

LE(1FC)
000,

Re (MPs)
255,00,

0000

Figura 70 — Propriedades dos elementos

De seguida, apresentam-se os resultados obtidos para as reagdes e deslocamentos na
Figura 71, e na Figura 72 os resultados obtidos para os esforcos axiais e tensdes normais

em cada elemento.

No/Caso FX (kN) FZ (kN)

17 1 -2.400 0,000
21 0.0 0,000
1 -0.000 1,039
4 1 0,000 0,000
5 1 -0.600 1,039
No/Caso UX (mm) UZ (mm)

i1 -0,0000 0,0000
2 1 0,1143 0.0
i1 0,2286 0.0
44 1 0,1143 0.0
5 1 0.0 0.0

Figura 71 — ReagBes nos apoios e deslocamentos

Como ja mencionado anteriormente as reagdes encontram-se em coordenadas globais.

Desenvolvimento de uma ferramenta informatica em Matlab para anélise de
estruturas pelo método de elementos finitos

José Ramos da Silva



DESENVOLVIMENTO

Barra/Né/Caso FX (kN) Barra/Né/Caso S max (MPa)

-2,400
-2,400
-2,400
-2,400
-1,200
-1,200
-1,200
-1.200
-0,000
-0.000

-
=
=
=

-24,000
-24,000
-24,000
-24,000
-12,000
-12,000
-12,000
-12,000

-0,000

-0,000

==
=|=
==
=|=

Eal S B S g o
Eal Elf S B EE EE T

S B S B o
Bl ) B S L [

-
=
-
=

Figura 72 — Forga axial e tensdo axial nos elementos

Em suma, ao ser examinada a Tabela 13 verifica-se que as formulagdes aqui expostas se
encontram novamente validas, para o problema modelo em analise. Mais ainda, conclui-
se que a formulagdao quadratica aqui apresentada consegue obter resultados validos
sem que ocorram instabilidades nos elementos, independentemente das rotagdes que
estes apresentem.

32 Problema Modelo

W 777777 :7%\/.;,/’;4

\ /
1 \ 2 /_i /‘/
N\ yd

VN

Figura 73 — Problema modelo 3, elemento de barra [1]

F =

Dados de entrada do modelo apresentado na Figura 73,
P=1kN; A = A, =10000 mm* ; A, = 20000 mm? ;
E,=E,=E,=100GPa; L, =1000 mm; L, =L, =1414,2 mm

A Tabela 15 agrupa dados que simplificam a construcdo das matrizes de rigidez de cada
elemento.

Tabela 15 — Valores dos elementos que compdem a matriz de rigidez do terceiro problema modelo.

El AE/L AE/3L / m 2 Im m?
1 70,7e7 23,57e7  -0,7071 0,7071 0,5 -0,5 0,5
2 200e7 66,6(6)e7 0 1 0 0 1
3 70,7e7 23,57e7 0,7071 0,7071 0,5 0,5 0,5

O né k do elemento 1 encontra-se prescrito tanto na direcdo do deslocamento local u
como na direcdo v assim como o nd k do elemento 2. Ja o né k do elemento 3 sé se
encontra prescrito na direcdo do deslocamento local v.
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Paralelamente, com base nas liga¢des existentes entre os nds dos elementos, é possivel
escrever as igualdades seguintes:

Uik = U2i = Usj; Vik= Vai = V3;

Na Tabela 16 podem ser consultados os resultados obtidos com recurso as formulagdes
do elemento de barra linear e quadratica, e comparados com os resultados
apresentados na literatura e os obtidos com recurso a um software de uso corrente.

Tabela 16 — Resultados obtidos na solugdo do terceiro problema modelo, através de diferentes métodos.

Resultados da Resultados da Resultados Z‘:S:I:aagg:
Varidveis formulacdo formulacao esperados (Rob(I)Ot + andlise
linear guadratica (Livro [1]) geométrica)

U1i [mm] 0 0 0 0

Vii[mm] 0 0 0 0

Uzj [mm] NA 0,0017 NA 0,0017

Vij[mm] NA 0,0002 NA 0,0002

Uik [mm] 0,0033 0,0033 0,003328 0,0033

Vik[mm] 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005

Uyj [mm] NA 0,0017 NA 0,0017

Vi [mm] NA 0,0003 NA 0, 0002

U2k [mm] 0 0 0 0

Vok [mm] 0 0 0 0

Usj [mm] NA 0,0036 NA 0,0036

V3j [mm] NA 0,0003 NA 0,0002

Usk [mm] 0,0038 0,0038 0,003828 0,0038

Vsk [mm] 0 0 0 0

Ikx [kN] 1 1 1 1

I'1ky [kN] -1 -1 -1 -1

I'akx [KN] 0 0 0 0

Faky [kN] 1 1 1 1

F3ky [kN] 0 0 0 0
Oaxialti [MPa] 0,1414 0,1414 0,1414 0,1414

Desenvolvimento de uma ferramenta informatica em Matlab para anélise de
estruturas pelo método de elementos finitos José Ramos da Silva



DESENVOLVIMENTO

88

Oaxiallj [MPa] NA 0,1414 NA NA
Oaxialik [MPa] 0,1414 0,1414 0,1414 0,1414
oaxial2i [MPa] -0,05 -0,05 -0,05 -0,05
Oaxial2j [MPa] NA -0,05 NA NA
Oaxialzk [MPa] -0,05 -0,05 -0,05 -0,05
oaxialsi [MPa] 0 0 0 0
Oaxial3j [MPa] NA 0 NA NA
Oaxialsk [MPa] 0 0 0 0
F1i [kN] 1,4142 1,4142 NA 1,4142
F1j [kN] NA 1,4142 NA NA
F1k [kN] 1,4142 1,4142 NA 1,4142
F2i [kN] -1 -1 NA -1
F2j [kN] NA -1 NA NA
Fox [kN] -1 -1 NA -1
F3i [kN] 0 0 NA 0
F3j [kN] NA 0 NA NA
Fak [kN] 0 0 NA 0

A Figura 76 e a Figura 77 apresentam os resultados obtidos com recurso ao software
Robot Structural Analysis considerando uma simula¢cdo com elementos de barra de dois
nos (o modelo utilizado e propriedades podem ser consultados nas Figura 74 e Figura

75).

Figura 74 — Modelo em robot do terceiro problema modelo

FX=1.0000
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Barra Mo, 1 Segdo: RECT_2 BarraNo.: 2 SegBo: RECT_3
Dimensdes: Dimensdes:
HY W HY H
10.00] 10,00 RS
Fropriedades de secdo: = —  Propriedades de segdo: -
AX X v iz AX. X ¥ emd) | 12
10000 140583 83333] 813 200,00] 562331) 333333] 333333
Propriedades de material: Propriedades de material:
EMPa) | GOMPo) | N | LXOPC)H | iy |RoMePol| | EtPa) | Gowpo) | M| LX07C) | iy | Ro tePa)
100000,00 8080000 0.30 0.00! 0.0000 25500 100000,00| 80800,00/ 030 0,00/ 0.0000 255,00
BarraNo: 3 Segdo: RECT_2
Dimensdes:
HY HZ
1000}  1000]
Propriedades de secdo:
AX(cm2) [ 1X(cmd) [ ¥ 1Z (cmé)
100.00) 140583 83333 83333
Propriedades de material:
Empa) | Gowpo) | W [ ixre)| (X | Re pepa)
100000,00; 8080000/ 0.30! 0.00 0.0000 255,00
Figura 75 — Propriedades dos elementos
N&/Caso FX (kN) FZ (kN) ‘
11 -1.0000 1,0000
21 0.0 -1.0000
31 -0,0000 0,0000
No/Caso UX (mm) UZ (mm)
11 0.0 0.0
21 0.0 0.0
31 0,0038 0,0000
4 1 0,0033 0,0005

Figura 76 — ReagGes nos apoios e Deslocamentos

Uma vez mais as reagdes dos nds 1 e 2 encontram-se em coordenadas globais.

Tendo por base os principios estabelecidos no problema modelo dois procede-se a uma
andlise puramente geométrica como forma de se obter os deslocamentos dos nds

Barra/N6/Caso FX (kN) Barra/No/Caso S max (MPa)
1 a1 -1.4142 W a1 -0,1414
(A T | -1.4142 i 1 1 -0.1414
2 A& 1 1,0000 2 & 1 0,0500
T | 1,0000 2 W1 0,0500
N VA | 0,0000 T TR | 0,0000
I T | 0,0000 3 ¥ 1 0,0000

Figura 77 — Forga axial e tensdo axial nos elementos

centrais de cada elemento que compdem a estrutura do terceiro problema modelo
conforme ilustrado na Figura 78.
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JE2843

l&E4EE
23000

(

S.0000

X

Figura 78 — Deslocamentos expectaveis para os nds centrais de cada elemento (escala x10000)

/ [ Lirhia Megra - Estrutura Inlcal
17,2843 Linha And - Estruture Defomaads (escala 2100005

Deste modo, e com recurso a Tabela 16, afere-se que a formulagao linear e quadratica
se encontra valida, uma vez que devolve os resultados corretos quando comparados
com a literatura e com os obtidos através do software. Novamente, a formulacdo
guadrdtica consegue obter os deslocamentos dos nés centrais do elemento sem que
exista a necessidade de usar artificios como andlises geométricas ou aplicacdo de apoios
inexistentes nesses nds para que se possa dividir a estrutura em mais elementos de dois
nos.

3.1.2 Elemento de viga 2D

Os elementos de viga distinguem-se por serem elementos prismaticos retos e longos,
utilizados normalmente para suportarem esforcos perpendiculares ao eixo da viga,
como por exemplo em edificios e pontes. Diferem do elemento de barra por
apresentarem uma ligacdo rigida na continuidade dos seus nds e, consequentemente,
devido ao esforgo transverso e a continuidade dos nés, encontram-se sujeitos a esforcos
provocados por momentos fletores. Portanto, os elementos de viga encontram-se
sujeitos apenas a dois tipos de esforcos, momentos fletores e esforgo transverso [1, 40].

Na andlise bidimensional, cada né pode sofrer um deslocamento perpendicular ao eixo
da viga e uma rotacdo. No caso dos elementos de viga abordados ao longo deste
subcapitulo, os sistemas de coordenadas local e global (X e Y) encontram-se
sobrepostos, dado que este elemento é destinado ao estudo de elementos horizontais
gue ndo aceitam transformacdo de coordenadas. No desenvolvimento do elemento
referido, considera-se que a seccdo do elemento é constante ao longo do eixo axial, que
apresenta um comportamento linear eladstico e que as sec¢Ges se mantém planas e
normais ao eixo da barra apds a deformacdo (viga de Euler-Bernoulli) [1, 41].

No desenvolvimento das formulagdes linear e quadratica do elemento de viga é
importante referir que, para ambas as situacdes, se considera que existem pequenas
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deflexdes e a relacdo entre a tensdo normal g, o momento fletor M, e 0 momento de
Inércia relativo ao eixo neutro da seccao |, é dado pela expressao

aziMTy, (123)

Onde Y localiza um ponto na secgdo da reta com referencial posicionado no centroide e
é medido perpendicularmente ao eixo neutro representando a distancia deste ao ponto.

Paralelamente, a deflexdo v relaciona-se com o momento fletor interno M(x), o esfor¢o
de corte F(X) e o carregamento distribuido w(x) através das seguintes expressées [1]:

< =000 (124)
d’v
3
El %:EI M) _Fx) (126)
4
El jxf ~El dZiX) = w(x). (127)

3.1.2.1 Formulacdo linear

Etapa 0 — O elemento é composto por dois nds e 4 graus de liberdade que compdem as
variaveis de campo, isto é, uma deflexdo em cada nd (ve) que se desenvolve na direcao
perpendicular ao eixo axial da viga e uma rotacdo em cada ndé (6e). Note-se que este
elemento ndo aceita esforgos na direcdo do eixo axial da viga, pelo que ndo existe
deslocamento associado nesta diregao.

v, I

Figura 79 — Simbologia do elemento de viga de 2 nés [1]

Etapa 1 —As variaveis nodais e as forgas nodais podem ser descritas através dos vetores
ae e fe, respetivamente. Em concordancia com a simbologia ilustrada na Figura 79, estes
tomam a forma de
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Vi F
o M;
a, = , f. = . (128)
Vi F;
0 M;
Etapa 2 — De modo andlogo ao elemento de barra, o campo de deslocamentos no

interior de um dado elemento (ve) € 0 campo de rotacdes (6e) relaciona-se com a. e as
funcdes de interpolacdo (N). Matematicamente, um deslocamento e uma rotacdo
segundo X regem-se pelas seguintes expressoes:

v, =Na, (129)
0, _dv_d Na,. (130)
dx dx

Os polindmios que servem de base a obtencdo das fun¢des de interpolagdao seguem a
mesma norma do elemento de barra e, no caso concreto do elemento de viga, deve ser
considerada uma rotacdo por né e uma deflexdao por né. Assim, para o elemento em
estudo, tem-se o seguinte polindmio como ponto de partida:

P(X) = a; + o, X+ X% + o, X°. (131)
As expressdes gerais recorrendo a (129) e (130) tomam a forma de

2 3
V, =0, + 0, X+ X" +a,X
e 1 2 3 , 4 (132)
0, =a, +20,X+3a,X".

Substituindo nas expressdes apresentadas em (132) a posi¢do de X nas extremidades da
viga, definem-se as expressdes matematicas que descrevem o comportamento de vj, vj,
bi e ;.

Vv, =v(x=0)=¢,

vV, =v(x=L)=a +a,L+ o’ +a,’

6,=0(x=0)=a,

0, =0(x=L) = a, + 2a,L +3a,°.

(133)

Seguindo a mesma metodologia apresentada na formulag¢dao do elemento de barra com
recurso as expressoes

ae:Cu;N=pTC'l;pT:{l X X x3}, (134)

podem ser escritas as funcoes de interpolacdo para o elemento de viga, que tomam a
forma de
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1 0 0 0

o 1 0 0

B . T 2 3 3 2 3 1

N=[N N Ny NyoJ={t x x* xj|_= 2 = _=
L L L L (135)

2 1 2 1

[EE T

3x? 2x? 2x X2 3 2 x* X8

L L L L L L L L
Pode-se atestar pela andlise da Figura 80 que as funcdes de interpolacdo que descrevem
a variacao da deflexdo e rotacdo ao longo do elemento sdo iguais a unidade no né a que
se referem, e nulas nos restantes nos.

Node 1 Node 2 Node 1 Node 2
(e e) (e .)

|

1 zero slope |
_i |
[

zero slope

V=
V=

zero slope

e \—%

Figura 80 — Representacgado grafica das fungdes de interpolagao [39]

3 P

zero slo

=

Recuperando a expressao (129), consegue-se escrever a funcdo que descreve o
deslocamento vertical ao longo do elemento para um valor de X entre 0 e L.
Identicamente, recorrendo a expressao (130), consegue-se escrever a funcdo que
descreve a rotacdo para um valor de xentreOe L

x> 2x¢ 2x> x° x> 2x° x> X
V(X):(l_?+?jv‘+(X_T+Fj9‘+(?_Fjvi+(_T+Fj9"

6x 6% 4x  3x° 6x 6x° 2x  3x°
e(x):[_FJr?jv‘+(1_T+?]9‘+(?_?)V"+(_T+?j0’"

E importante recordar que, para o elemento de viga, as deflexdes e rotaces sdo as
variaveis de campo primarias do elemento.

Etapa 3 — Esta etapa consiste na definicao do vetor de deformagdes (&)

E=K, =— . (137)

Kx representa a curvatura da viga. Substituindo o deslocamento na expressao

mencionada supra tem-se:
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Vi

d? d? o,
=—— =———|N. N' N, N.' 138
T dxz[ N N Vi 13

o

Define-se entdo a designada matriz deformacao B
[6 12¢ 4 6x 6 12 26X 139)
2 2 LB 2 °© L1

Etapa 4 — Definir o vetor de tensdes (o) através do vetor de deformacdes (€). Pela teoria
cldssica das vigas, tem-se:

2
M =Elx, =—E19Y, (140)
onde D representa a relacdo entre M e xx. Assim tem-se
6, =D& > D=El (141)

Neste ponto, considerando a curvatura da viga negativa e a simbologia da Figura 79,
pode ser definida a convencdo de sinais ilustrada na Figura 81. Esta convencdo é
importante para a correta interpretacao dos diagramas dos momentos fletores e
esforgos corte, assim como na interpretacdao do significado de valores positivos ou
negativos.

T @

F
{a) Esfor¢os internos positivos {b) Momentos fletores atuantes
FAN
) ( 3@5
v
(c) Efeito de corte positivo {d) Curvatura da viga positiva

Figura 81 — Convencgao de sinais

Etapa 5 — Como nas formulagBes anteriores, recorre-se ao PTV para obter a matriz de
rigidez do elemento Ke e o vetor de forgas nodais fe.

Ao analisar a expressao apresentada na Figura 32 juntamente com as relacdes descritas
em (141) e (34), pode-se escrever a relacdo entre o trabalho interno e o trabalho
externo. No entanto, no caso particular do elemento de viga, as tensdes internas
correspondem ao momento interno por unidade de comprimento M. Portanto, para
determinar o trabalho virtual interno, o produto de M com a curvatura deve ser
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integrado ao longo do comprimento do elemento. Assim, a expressao da Figura 32 toma
a forma:

L L
aI BTDde=J‘NT pax. (142)
0 0
Com recurso a expressao (142) tem-se,

f, = | N" pdx

O e ™

) (143)
k, = EI[B"Bdx.
0

El, conforme descrito anteriormente, tem um comportamento constante ao longo do
elemento, pelo que pode ser removido do interior do integral. Resolvendo a segunda
equacado de (143) com recurso a equacao (139), a matriz de rigidez do elemento toma a
forma

12 6L -12 6L

EI| 6L 41> -6L 217
“"|-12 6L 12 -6L|
6L 212 —6L 4L

(144)

Através da equagdo (143), obtida para fe, é possivel obter os carregamentos
equivalentes no elemento, uma vez que comummente este tipo de elementos estd
sujeito a carregamentos distribuidos, e no MEF apenas é possivel aplicar carregamentos
nodais nos nds externos do elemento.

3.1.2.1.1 Estado de tensdo

O elemento em estudo encontra-se sujeito a esforcos de corte e flexdo. Portanto, a
tensdo normal imposta pela flexdo é calculada com recurso a expressao (123) e a tensao
de corte média Tmed N0 elemento é calculada através da seguinte expressao

Tmed = 5 - (145)

Salienta-se ainda que valores de tensdo normal positivos representam tracdo nas fibras
do elemento em analise. O cdlculo da tensdo equivalente no elemento, dgeq, € realizada
com recurso ao critério de von Mises, de acordo com

O = oo 430, (146)
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3.1.2.2 Formulacdo quadratica

Etapa 0 — O elemento é composto por trés nds e 6 graus de liberdade que compdem as
variaveis de campo em conformidade com o referido anteriormente para o elemento de
viga linear. Novamente, este elemento ndo aceita esforcos na direcdo do eixo axial da
viga.

y '
Vi, F: Vi, Jr; Vi !Tk‘
g j
! EI _/ X
0, 1|f .M , 6k, M,

Figura 82 — Simbologia do elemento de viga unidimensional de 3 nds

Etapa 1 — Em concorddncia com a simbologia ilustrada na Figura 82, a. e fe tomam a
forma
v, F
0 M,
L O (147)
0 M;
Vi F
o, M,

Etapa 2 — De modo idéntico ao elemento de viga linear, o campo de deslocamentos no
interior de um dado elemento (ve) e 0 campo de rotagdes (e), segundo X, regem-se pelas
expressoes (129) e (130). Os polinédmios que servem de base a obtencdo das fun¢des de
interpolagdao seguem a mesma norma do elemento viga linear s6 que, no caso do
elemento de viga quadratico, sdo acrescentados dois mondnimos respeitantes aos dois
graus de liberdade que o né central introduz no elemento. Assim, para o elemento em
estudo tem-se o seguinte polindmio como ponto de partida:

P(X) = o, + a, X+ a X’ + a, X + o X' + o X°. (148)
As expressoes gerais recorrendo a (129) e (130) tomam a forma de

v, =, + a,X+ X +a, X +a X +a X’ (149)
0, = a, + 20X+ 3, X* + 4a X* + 50 X"

Substituindo nas expressdes apresentadas em (149) a posicdo de X pelas coordenadas
dos ndés da viga, definem-se as expressdes matematicas que descrevem o
comportamento de vi, vj, , 6, 6 e bk.
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v, =v(x=0)=¢,

L
E):a1+a2

V;

V(X
( 2

L (5 va (5 va (5 va (L)
2 2 °( 2 ® 2

v, =V(Xx=L)=a + L+ a;l* + L + o L + o

0 =0(x=0)=qa,
L L LY L)’
91- ZQ(X:E):(Z2+20{35+3(Z4 (Ej +4a5 (Ej

0, =0(x=L)=a, +2a,L +3a,” + 4o, ® + 5a, L.

4
+ 5 (%j

Analogamente ao elemento de viga linear, com recurso as expressdes

ae:Cu;N=pTC'1;pT:{1 x x* X

x* xs},

(150)

(151)

podem ser escritas as fungdes de interpolagao para o elemento de viga quadratico, que

tomam a forma de

66x° 23x> 68x* 24x° 6x? 13x* 12x* 4x°
i T L T T LR ERT
16x° B 32x®  16x*  32%° B g ~ 40x*  16x°
L2 L L L2 L I L
7x2_34x3+52x“_24x5 5_)(3_x_2_£+4_x5
L2 L L L5 L2 L LG v/

(152)

Pode-se atestar pela andlise da Figura 83 que as fung¢des de interpolagdo sdao iguais a
unidade no nd a que se referem, e nulas nos restantes nés, de acordo com o referido

anteriormente no elemento de viga linear.

j k i j k
[ .) (3 . *)
l I \ |
____r_________‘___
| [ | |
| | | |
| | \ |
| I | |
| |, | o,
: [ - | : =
AV
\ I x IAL I x \ I x
& - =

Figura 83 — Representagado grafica das fungdes de interpolagdo do elemento de viga quadratico

Novamente, em consonancia com a metodologia empregue no elemento de viga linear,
recuperando a expressao (129) e a expressao (130) consegue-se escrever a funcdo que
descreve o deslocamento vertical e a rotacdo ao longo do elemento para um valor de x

entreOelL.
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66x° 23x° 68x" 24X’ 6x" 13x° 12x°  4x°
v(x) = - - +——+1|v +| x— +— - + 0 +..

: L L L L L’ [y L

16x°  32x° 16X 32x’ 8x" 40x' 16X’
— + v, + — — + 0 +..

4 2 4 i

L L L L L L L
7x* 34x® 52x*  24%° 5% x* 8x' 4x°
P 3 + . s Vk + PO 3 + " Hk
L L L L L L L L (153)
198x*  46x 272x° 120X’ 12x  39x° 48x°  20x
oxX)=| —/—————-———"+—|v, -— - + 0 +
: L L L L L [y L
32x  96x°  64%° 96x” 16x 160x° 80x"
2 - 3 + 4 VJ' + 2 - 3 + 4 9] +
L L L L L L L

2 3 + 4 5
L L L L

14x  102x* 208x° 120x" 15x* 2x 32x* 20x*
- v o+ +
* L’ L [ L)

Etapa 3 — Nesta etapa define-se o vetor de deformacdes (&) através da equacao (137),
onde xx representa a curvatura da viga. Substituindo o deslocamento na expressao
mencionada, define-se a matriz deformacdo B

+—+ - -1+———+ - -—+ -

L

3

L

4

L

5

L

2

L L

3

L

4

L

2

L

3 4

‘:396x 46 816x"  480%° 12 78x 144x" 80X’ 32 192x 192x°
L

(154)

t— - -—+ - + - +—+ -

L L

2

L

4

L

2

L

3

L

4

L

5

L

2

L

3

L L

4

192x 16 480x° 320X 14 204x 624x° 480X 30x 2 96X’ 80x3:|
|

Etapa 4 — O vetor de tensdes (6) é definido através das expressdes (137) e (141). A
convencdo de sinais definida e ilustrada na Figura 81 ndo sofre alteracdo na andlise de
estruturas com recurso ao elemento de viga quadratico.

Etapa 5 — Em semelhanca a formulacdo do elemento de viga linear, recorre-se ao PTV
para obter a matriz de rigidez do elemento ke e o vetor de for¢as nodais fe, conforme
expresso nas equacoes (142) e (143). Assim, com recurso a equacao (154), a matriz de
rigidez do elemento toma a forma de

5092 1138 -512 384 1508 242
3B 3P 5L 717 3B 3L
1138 332 -128 64 —242 38

3512 35L 52 7L 3512  35L

512 -128 1024 512 128
53 512 53 0 5° 512

k, = El (155)
4 64, 256 384 B4
72 7L L 712 7L

_1508 -242 -512 -384 5092 —1138
35° 3512 50 72 350° 3512
242 38 128 64 -1138 332
| 3512 35L 52 7L 352  35L |
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Similarmente ao elemento de viga linear, através da equacdo (143), é possivel obter os
carregamentos equivalentes no elemento de vigas.

3.1.2.2.1 Estado de tensdo

O estado de tensdo do elemento de viga quadratica pode ser calculado com recursos as
expressdes e metodologia apresentada na formulagdo do elemento de viga linear,
nomeadamente equagdes (123), (145) e (146).

3.1.2.3 Comparacdo das formulacdes linear e quadratica

Novamente, confirma-se que a grande diferenciagdo entre a formulagdo linear e
quadratica estd assente no nimero de mondénimos que compdem o polindmio que serve
de ponto de partida, e permite obter as funcdes de forma do elemento de viga. Portanto,
ao comparar as funcdes de forma da formulacdo linear (expressdo (135)) e toda a
formulacdo apresentada para este elemento com as funcées de forma da formulacdo
guadrdtica (expressdo (152)), e restante formulacdo do elemento de viga quadratico,
podem-se retirar as seguintes conclusdes:

e Aformulacdo quadratica apresenta mais duas funcdes de forma, respeitantes ao
no central, que permitem obter a solucdo exata das varidveis primarias em mais
um ponto do elemento comparativamente a formulagao linear;

e Os esforcos de corte captados por um elemento de viga linear, sempre que
existam, sdao constantes ao longo do elemento, independentemente do
comportamento real destes. Ou seja, na situacdo em que um elemento se
encontre sujeito a um esforco atuante que impde esforcos de corte internos nao
constantes ao longo do elemento, este efeito ndo serd captado pela formulacdo
linear. Nesta situacdo concreta, o valor dos esforcos de corte nos nds também
ndo sera exato, de acordo com a mecanica dos materiais;

e De forma andloga ao processo descrito para o esforco de corte, um processo
idéntico ocorre para os momentos fletores internos no elemento. Como se pode
deduzir através da andlise das equacdes (125) e (136), o momento fletor para
um elemento de viga linear esta limitado a uma variacao linear, mesmo que a
sua distribuicdo seja regida por uma variacao de grau superior;

e Na continuidade dos dois pontos anteriores, a anomalia descrita ja ndo ocorre
para o elemento de viga quadratica ja que este elemento, tanto para o esforco
de corte como para os momentos fletores, consegue captar variagées de grau
superior, ou seja, variagdes por exemplo provocadas por esforgos de corte
constantes distribuidos ao longo do elemento com a mesma precisdo da
mecanica dos materiais;

e (Quando se utiliza um Unico elemento de viga linear na aproximac¢dao de um
problema de viga duplamente encastrada como uma viga que compdem um
portico, é necessario estar ciente que as varidveis de campo secundarias estao
dependentes das varidveis de campo primarias e que, nesta situacdo especifica,
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toda a matriz serd condensada. Portanto, as varidveis primarias (deflexdo e
rotacdo) serdo zero e consequentemente os momentos fletores, esforcos de
corte e tensdes no elemento também o serdo, se ndo forem considerados pelo
menos dois elementos de viga lineares na aproximag¢ao ao problema. O mesmo
cuidado ja ndo é necessario para o elemento de viga quadratico, uma vez que
apenas com um unico elemento se consegue obter uma solugdo aproximada
para o problema em questao.

Na continuidade da comparagdo das formulagdes é também possivel concluir que, com
recurso a um menor numero de elementos quadraticos, consegue-se uma melhor
aproximacdo a solucdo exata de um problema em analise, e também evitar erros
provocados por uma errada discretizacdo do problema por parte do utilizador. Estes
erros podem levar a obtencdo de solucdes muito dispares daquelas a que realmente o
elemento se encontra sujeito, nomeadamente das varidveis secundarias nos nos.

Em suma, a selecdo do tipo de elemento de viga a adotar na analise de uma estrutura
deve ser ponderada pelo utilizador, e levar em consideracdo as caracteristicas da
estrutura em analise, assim como o poder computacional que o utilizador tem a sua
disposicao.

3.1.2.4 Validagao das formulacdes

A fim de se validar as formulagdes de viga linear e quadratica expostas anteriormente,
aplicam-se as mesmas na resolu¢ao de 4 problemas modelo e comparam-se os
resultados obtidos (deslocamentos, rotacdes, reacdes nos apoios, esforcos de corte,
momentos fletores, tensdes normais, tensdes de corte e de von Mises) através do MEF
para cada tipo de elemento com o exibido em literatura ou com os obtidos através de
softwares amplamente utilizados no mercado.

12 Problema Modelo

-
-

O ANNEASS
Frriridi

-

Figura 84 — 12 problema modelo para o elemento de viga [1]
Os dados de entrada do modelo apresentado na Figura 84 sdo

P=4kN;M =2kNm; A = A =1060 mm? ; E, = E, = 200 GPa ;
I, =1, =1710000 mm*; L, = L, =5000 mm

1

A Tabela 17 permite simplificar o processo de constru¢do da matriz de rigidez dos
elementos.
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Tabela 17 — Valores dos elementos que compdem a matriz de rigidez do primeiro problema modelo do elemento de

viga.
El El El/L3 Y [mm]
1 342000 2736 50
2 342000 2736 50

O nd i do elemento 1 que corresponde ao né 1 na Figura 84 e o né k do elemento 2
corresponde ao nd 3, encontram-se prescritos tanto na dire¢ao da deflexdao v como da
rotagdo 0.

Paralelamente, com base nas ligagdes existentes entre os nds dos elementos, é possivel
escrever as igualdades seguintes:

Vik= Vv2i; O = O

A Tabela 18 reune os resultados obtidos através das formulacdes descritas
comparativamente com os resultados obtidos por diferentes softwares
recorrentemente utilizados na analise de estruturas. Complementarmente, podem ser
consultados os resultados para o modelo em analise no livro da referéncia [1].

Tabela 18 — Resultados obtidos na solugdo do primeiro problema modelo (elemento de viga) através de diferentes

métodos.
Resultados da Resultadosda  Resultados Resultados
Varidveis formulacao formulacao obtidos obtidos
linear guadrdtica (FTOOL) (Robot)
vii [mm] 0 0 0 0
vij [mm] NA -32,742 -32,74 -32,74
vik [mm] -60,916 -60,916 -60,9 -60,916
vaj [mm] NA -28,174 -28,17 -28,17
vk [mm] 0 0 0 0
61i[rad] 0 0 NA 0
01 [rad] NA -0,0192 NA 0,0192
01k [rad] 0,0037 0,0037 NA -0,0037
&2 [rad] NA 0,0174 NA -0,0174
Gk [rad] 0 0 NA 0
Ruiy [kN] 2,3 2,3 2,3 2,3
Riim [kN.m] 5,5 5,5 -5,5 -5,5
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Raky [kN] 1,7 1,7 1,7 1,7
Rokmv [kN.m] -4,5 -4,5 4,5 4,5
o1i [MPa] 160,819 160,819 NA -160,807
o1j [MPa] NA -7,31 NA 7,31
o1 [MPa] -175,439 -175,439 NA 175,426
02i [MPa] -116,959 -116,959 NA 116,951
02j [MPa] NA 7,31 NA -7,31
o2 [MPa] 131,579 131,579 NA -131,57
71i [MPa] 2,1698 2,1698 NA 2,17
715 [MPa] NA 2,1698 NA 2,17
71k [MPa] 2,1698 2,1698 NA 2,17
72i [MPa] -1,604 -1,604 NA -1,604
72§ [MPa] NA -1,604 NA -1,604
72k [MPa] -1,604 -1,604 NA -1,604
Oeqli [MPa] 160,863 160,863 NA NA
Geq1j [MPa] NA 8,219 NA NA
Oeqik [MPa] 175,479 175,479 NA NA
Oeq2i [MPa] 116,992 116,992 NA NA
Geqzj [MPal NA 7,82 NA NA
Oeq2k [MPa] 131,608 131,608 NA NA
Fui [kN] 2,3 2,3 2,3 23
Fyj [kN] NA 2,3 2,3 2,3
Fax [kN] 2,3 2,3 2,3 2,3
Fai [kN] 1,7 1,7 1,7 1,7
Fy; [kN] Na 1,7 1,7 1,7
Fok [kN] -1,7 -1,7 -1,7 -1,7
Mi [kN.m] 5,5 5,5 5,5 5,5
M [kN.m] NA 0,25 0,25 0,25
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Mk [kN.m] 6 6 6 6
Ma2i [kN.m] -4 4 4 4
Maj [kN.m] NA 0,25 -0,25 -0,25
Mok [kN.m] 4,5 4,5 -4,5 -4,5

Na Figura 85, Figura 86 e Figura 87 sdao apresentados os resultados obtidos com recurso
ao software FTOOL:

5.50 kNm N 4.50 kNm

2.30 kN
1.70 kN

Figura 86 — Resultados obtidos no FTOOL — momentos fletores internos e reagdes nos apoios

N . . . R
J R

Dx: 0.000e+000 mm Dy: -2.805e+001 mm

Dx: 0.000e+000 mm Dy: -3.274e+001 mm

L=2.50m - Dx: 0.000e+000 mm Dy: -6.092e+001 mm

Figura 87 — Resultados obtidos no FTOOL — deslocamentos transversos

Na Figura 88 e Figura 89 pode ser consultado o modelo utilizado, assim como as
propriedades e os esforcos atuantes dos elementos. Ja na Figura 90 e Figura 91 sdo
expostos os resultados obtidos para a simulacdo considerando elementos de viga com
trés nds através do software Robot Structural Analysis.
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FZ=-4.000
MY=-2.000

d 1 4 5 3
Figura 88 — Modelo em robot do primeiro problema modelo para o elemento de viga
Barra ho.: 1 Secso: SecgioGenéncalr Barra No.: 2 seglo: SecghoGenéricalF
Dimensdas: Disransies:
HY (cm) | HZ (cm) Y [
5,50 10,00 5.50 10,00
Propriedades da segio: Fropriedades de secio:
AX fem2) | 1X femd) | 1Y jema) | 12 ema) AX (em2) | X femd) | I¥ (cmd) | 12 femd) |
10,60 100 171,01 15,92 10,60] 190 1701 1592
Propriedades de matanal: Propriedadas de material;
RO RO
tﬂl’all GMPa) | N | LX{1FC) | yppmy | Re (MPa) E(MPa) | G(MPa) | NI | LX(FC)( oy | Re (MPa)
200000,00) BOB0O.00| 0,30 000, 0000 255,00 200000,00] 80800,00] 0,30 000[  0000[ 255,00
Figura 89 — Propriedades dos elementos
NéiCaso UX (mm]) UZ (mm) RY (Rad)
U2 0,0 0.0 0.0
22 0,0 60,91 -0,0037
32 0.0 0,0 0.0
4 2 0,0 -32,74 0,0192
5/ 2 0,0 -28,17 -0,0174
No/Caso FX (kN) FZ (kN) MY (kNm)
12 0,0 2,300 5,500
32 0,0 1,700 4,500
Figura 90 — Deslocamentos e reagGes nos apoios
Barra/Ponto/Caso S max (MPa) S min (MPa) TZ (MPa)
U1 2 160,809 -160,809 2,170
23 2 7,310 7,310 2,170
U2 2 175 428 175,428 2,170
22 2 116,952 -116,952 -1,604
2 Uy 2 7.310 7,310 -1,604
2 3 2 131.5T 131,571 -1,604
Barra/Ponto/Caso FX (kN) FZ (kN) MY (kNm)
T T) 0.0 2,300 -5,500
U 2 0.0 2,300 0,250
U2 2 0.0 2,300 6,000
2 ¥ 2 0.0 -1,700 4,000
2 23 2 0,0 -1,700 -0,250
23 2 0,0 -1,700 4,500

Figura 91 — TensOes e esforgos internos

Nota: no software Robot valores negativos significam tracdo enquanto valores positivos
significam compressao.

Conclui-se com base na analise da Tabela 18 que as formulaces do elemento de viga
linear e quadratica apresentam resultados validos, comparativamente com os
resultados obtidos por softwares amplamente utilizados. As tensdes equivalentes para
os resultados obtidos através do software Robot podem ser obtidas com recurso a
equacdo (146). Contudo, existem diferencas de sinais nos resultados dos momentos
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fletores internos com recurso a formulacdo comparativamente aos obtidos com recurso
aos softwares, que se deve as diferencas adotadas nas convencgdes de sinais. Portanto,
a curvatura da viga, e consequentemente as fibras que se encontram a tracdo ou
compressdao, sao as mesmas independentemente do procedimento de resolugao
utilizado, o que valida os resultados obtidos pela formulagao exposta para o elemento
de viga. O mesmo acontece nos resultados obtidos para a rotagdo e, mais uma vez, a
diferenca de sinais encontra-se na convencao de sinais estipulada. As convencdes de
sinais do software Robot podem ser consultadas na Figura 92 e nas referéncias [42] e
[43], enquanto a convencao de sinais adotada pelo software FTOOL pode ser consultada
na referéncia [44].

Positive directions of forces and moments:

Local coordinate ‘ z
system of the bar

Figura 92 — Convengao de sinais do software Robot Structural Analysis [42]

22 Problema Modelo

P=]15kN
w=1 kN/m

EREREREERRREREEY

P=1kN

2

LS UL

{7 M=2 KNm

4m 4m

i
|
|
| l
L ) N

e

Figura 93 — 22 problema modelo para o elemento de viga [1]
Dados do modelo apresentado na Figura 93,

W:—lkN/m;PZ:—l,SkN;P4:—1kN;M4:2kNm;A1:A2:A3:50cm2;
E,=E,=E,=200GPa ;I ,=1,=1,=5000cm"; L, =L, =L, = 4000 mm

1 2

Através da Tabela 19 simplifica-se o processo de constru¢ao da matriz de rigidez dos
elementos.

Tabela 19 — Valores dos elementos que compGem a matriz de rigidez do segundo problema modelo para o
elemento de viga.

El El El/L3 Y[mm]
1 1017 156250 200
2 1017 156250 200
3 1017 156250 200
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Ondidoelemento 1, que corresponde ao nd 1 na Figura 93, encontra-se prescrito tanto

na deflexdo v como na rotacao 6.

Salienta-se ainda que, com base nas ligacGes existentes entre os nds dos elementos,
podem-se escrever as igualdades seguintes:

Vik= V2i; Gk = 62i; vok = v3i; OBk = B3i

Na Tabela 20 encontram-se reunidos os resultados obtidos para as formulagdes
descritas para o elemento de viga comparativamente com os resultados obtidos por
diferentes softwares utilizados na andlise de estruturas. Também, podem ser
consultados os resultados para o modelo em andlise no livro da referéncia [1].

Tabela 20 — Resultados obtidos na solugdo do segundo problema modelo (elemento de viga) através de diferentes

métodos.

Resultados da Resultadosda  Resultados Resultados

Variaveis formulacao formulacgao obtidos obtidos

linear quadratica (FTOOL) (Robot)
vii [mm] 0 0 0 0
vij [mm] NA -8,267 -8,267 -8,27
vik [mm] -28,267 -28,267 -28,27 -28,27
vaj [mm] NA -54,2 -54,2 -54,2
vak [mm] -82,67 -82,67 -82,67 -82,67
v [mm] NA -112 -112,1 112
vk [mm] -141,33 -141,33 -141,3 -141,33
6hi[rad] 0 0 NA 0
01 [rad] NA -0,0076 NA 0,008
61k [rad] -0,0119 -0,0119 NA 0,012
&2 [rad] NA -0,0138 NA 0,014
Oz« [rad] -0,0145 -0,0145 NA 0,015
6sj[rad] NA -0,0147 NA 0,015
O3« [rad] -0,0145 -0,0145 NA 0,015
Ruiy [kN] 10,5 10,5 10,5 10,5

Riim [kN.m] 48 48 -48 -48

o1i [MPa] 186,67 192 NA -192
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o1 [MPal NA 116 NA 116
o [MPa] 50,67 56 NA -56
02i [MPa] 50,67 56 NA -56
02j [MPa] NA 24 NA -24
o2k [MPa] 2,67 8 NA -8
3i [MPa] 8 8 NA -8
a3j [MPa] NA 0 NA 0
o3k [MPa] -8 -8 NA 8
711 [MPal 1,7 2,1 NA 21
7 [MPal] NA 1,7 NA 1,7
71 [MPa] 1,7 1,3 NA 1,3
72i [MPa] 0,6 1 NA 1
25 [MPal] NA 0,6 NA 0,6
o2k [MPa] 0,6 0,2 NA 0,2
73i [MPa] 0,2 0,2 NA 0,2
75 [MPal] NA 0,2 NA 0,2
73k [MPa] 0,2 0,2 NA 0,2
Oeq1i [MPa] 186,69 192,034 NA NA
Geqaj [MPa] NA 116,037 NA NA
Oeqik [MPa] 50,752 56,045 NA NA
Oeq2i [MPa] 50,677 56,027 NA NA
Geqz [MPal] NA 24,022 NA NA
Oeq2k [MPa] 2,862 8,0075 NA NA
Oeq3i [MPa] 8,007 8,0075 NA NA
Geqs [MPa] NA 0,3464 NA NA
Oeq3k [MPa] 8,007 8,0075 NA NA
Fui [kN] 8,5 10,5 10,5 10,5
Fij [kN] NA 8,5 8,5 8,5
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Fik [kN] 8,5 6,5 6,5 6,5
F2i [kN] 3 5 5 5
F2j [kN] Na 3 3 3
Fak [kN] 3 1 1 1
F3i [kN] 1 1 1 1
F3j [kN] NA 1 1 1
Fak [kN] 1 1 1 1
Mai [kN.m] 46,67 48 -48 48
Ma;j [kN.m] NA 29 -29 -29
Mk [kN.m] 12,67 14 14 -14
Mai [kN.m] 12,67 14 14 -14
Mo;j [kN.m] NA 6 -6 -6
Mok [kN.m] 0,667 2 2 2
M3i [kN.m] 2 2 -2 -2
Ms3;j [kN.m] NA 0 0 0
Msk [kN.m] -2 -2 2 2

Na Figura 94, Figura 95 e Figura 96 sao apresentados os resultados obtidos com recurso
ao software FTOOL:

1.000 BN'm

—— 1 S kN

o | — g
T T _ ij'\

Figura 94 — Resultados obtidos no FTOOL — esforgos atuantes e esforgo de corte
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-45.000

-14.000
-2.000

' 2.000
£8.000 kNm

10.500 kN

Figura 95 — Resultados obtidos no FTOOL — momentos fletores internos e reagdes nos apoios

R
J

Dx: 0.000e+000 mm Dy: -8.267e+000 mm
Dx: 0.000e+000 mm Dy: -2.827e+001 mm
Dx: 0.000e 4000 mm Dy: -5.420e+001 mm
Dx: 0.000e+000 mm Dy: -8.267e+001 mm
Dx: 0.000e+000 mm Dy: -1.120e+002 mm
Dx: 0.000e+000 mm Dy: -1.4132+002 mm

Figura 96 — Resultados obtidos no FTOOL — deslocamentos transversos

J& na Figura 97 e Figura 98 pode ser consultado o modelo utilizado com os respetivos
esforgos atuantes, bem como as propriedades dos elementos. Ainda, na Figura 99 e
Figura 100 s3ao expostos os resultados obtidos com recurso a uma simulagdao por
elementos de viga com trés nds através do software Robot Structural Analysis:

521,000 NiY=-2.000

L 1 4! %] 37 %

Figura 97 — Modelo em robot do segundo problema modelo do elemento de viga

BaraNo.: 1 SecBo: SecgBoGenérica BarraNO.: 2 Secdo: SecgdoGenérica
Dimensdes: Dimensdes:
HY HZ HY (cm) | HZ
2,00 40,00 2,00 40,00
Propriedades de se¢do: | Propriedades de secio:
AX (cm2) | 1X (cmd) | IY (cmd) | 1Z {cmd) AX{cm2) | IX (cmd) | IY (cmd) | IZ (cmd)
50,00 1.00]  5000.00] 1,00 50.00 1.00[  5000.00 1.00
Propriedades de material: Propriedades de material:
g RO

EMPo) | GMPa) | M| X(1rQ) | oy | Reupa)| | E(MPa) Gm' N XOPO) | ey n.m‘
20000000 80800,00| 0,30 0,00 0,000 255,00 200000,00| 80800.00| 0,30 0,00 0,000 255,00

BarraNe: 3 Segso: SecgdoGendrica

Dimensdes:

HY (cm) | HZ (cm)

200}~ 40.0

Propriedades de segdo:

AX X 1Y (¢ '3

50,00 1.00f  5000,00 1.00
Propriedades de material:
RO
E(MPa) | G(MPa) | NI | LX(1°C) (kNIm3) Re (MPa)
200000.00| 80800,00] 0.30 0,00 0,000 255,00

Figura 98 — Propriedades dos elementos
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NéiCaso UX (mm) UZ (mm) RY (Rad)

W2 0.0 0.0 0.0
2 0.0 -28.27 0,012
¥ 2 0.0 -82,67 0.015
4 2 0.0 -141,33 0,015
5 2 00 827 0,008
6 2 0,0 5420 0,014
2 0.0 12,00 0,015
NoiCaso FX (kN) FZ (kN) MY (kNm)

1 1 0.0 0,000 -0.000
[T 0,0 10,500 48,000

Figura 99 — Deslocamentos e reagdes nos apoios

Barra/Ponto/Caso S max (MPa) | S min (MPa) TZ (MPa)

W 2 192,000 -192,000 2,100
1 243 2 116,000 -116,000 1,700
i1 2 2 56,000 -56,000 1,300
2 W 2 56,000 -56,000 1,000
2 Xy 2 24,000 -24,000 0,600
2 ¥ 2 8,000 -8,000 0,200
3w 2 8,000 -8,000 0,200
3 A 2 0,000 -0,000 0,200
a2 8,000 -8.000 0,200
Barra/Ponto/Caso FX (kN) FZ (kN) MY (kNm)

1 2 0.0 10,500 -48,000
1 23 2 0,0 8,500 -29,000
1 2 2 0,0 6,500 -14,000
2 A 2 0,0 5,000 -14,000
2 Ny 2 0,0 3,000 -6,000
2 3 2 0,0 1,000 -2.000
3 3 2 0,0 1,000 -2,000
N 2y 2 0,0 1,000 0,000
¥ & 2 0.0 1,000 2,000

Figura 100 — Tensdes e esforgos internos

Com base na analise da Tabela 20 conclui-se que as formulaces do elemento de viga
linear e quadratica apresentam resultados validos, quando comparados com os
resultados obtidos por softwares amplamente utilizados. No entanto, como esperado, a
formulacdo linear ndo consegue captar a variacdo dos esforcos de corte e momentos
fletores internos, correta para a discretizacao utilizada. Portanto, os resultados obtidos
para estes esfor¢os nos nds do elemento ndo sao exatos, assim como os resultados das
varidveis que destes valores dependem. De modo andlogo ao problema modelo
apresentado anteriormente, as tensdes equivalentes para os resultados obtidos através
do software Robot podem ser conseguidas com recurso a equacao (146). Em
conformidade com o referido no problema modelo 1, as diferencas nos sinais dos
resultados encontram-se justificadas nas convencdes de sinais empregues.

32 Problema Modelo

4KN/m LS kN
/m ]
a YYYYYVYYY \
4‘1 ® % @ h % O] "k
I, L L L 0.4 kle L J

Figura 101 — 32 problema modelo do elemento de viga
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Dados do modelo apresentado na Figura 101,

1

4

W, =——x kN/m;w, =-2kN/m;P,=-1,5kN; M, =0,4kNm; A = A =A =15cm’°;
L,

E,=E,=E,=210GPa;Il =1,=1,=600cm*;L =L, =75cm;L, =50cm

Elabora-se a Tabela 21 que permite simplificar o processo de construgao da matriz de
rigidez dos elementos.

Tabela 21 — Valores dos elementos que compdem a matriz de rigidez do terceiro problema modelo para o elemento
de viga.

El El El/L3 Y [mm]

1 126*10"4 298,6(6)*107M 200
2 126*1074 298,6(6)*10"4 200
3  126*1074 1008*1074 200

O nd i do elemento 1 que corresponde ao nd 1 assim como o nd k do elemento 3 que
corresponde ao né 4 na Figura 101, encontram-se fixos na deflexdo v e na rotacdo 6.

Salienta-se ainda que, com base nas liga¢cOes existentes entre os nés dos elementos,
podem-se escrever as igualdades seguintes:

Vik= v2i; O = 02i; vk = v3i; Ok = O3

Na Tabela 22 podem-se consultar os resultados obtidos para as formulagdes linear e
guadrdtica para o elemento de viga e comparar os resultados com os resultados obtidos
por diferentes softwares utilizados na analise de estruturas. Ainda, podem ser
consultados os resultados para o modelo em andlise no livro da [1].

Tabela 22 — Resultados obtidos na solugdo do terceiro problema modelo (elemento de viga) através de diferentes

métodos.
Resultados da Resultadosda  Resultados Resultados

Varidveis formulacao formulacao obtidos obtidos

linear quadratica (FTOOL) (Robot)
vii [mm] 0 0 0 0
vij [mm] NA -0,0381 -0,0381 -0,038
vik [mm] -0,095 -0,095 -0,095 -0,095
v2j [mm] NA -0,1112 -0,112 -0,111
vak [mm] -0,067 -0,067 -0,0667 -0,067
vj [mm] NA -0,0212 -0,02119 -0,021
vak [mm] 0 0 0 0
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6hi[rad] 0 0 NA 0
01 [rad] NA -0,0002 NA 0,0002
01k [rad] -0,0001 -0,0001 NA 0,0001
&2 [rad] NA 0 NA 0
G2« [rad] 0,0002 0,0002 NA -0,0002
03 [rad] NA 0,0002 NA -0,0002
O3 [rad] 0 0 NA 0
Ruiy [kN] 2,323 2,323 2,323 2,323
Ra1im [kN.m] 0,969 0,969 -0,969 -0,969
Raky [kN] 2,177 2,177 2,177 2,177
Rakm [kN.m] -1,036 -1,036 1,036 1,036
o1i [MPa] 29,801 32,301 NA -32,301
o1j [MPa] NA 4,827 NA -4,827
o1k [MPa] -17,022 -13,2723 NA 13,272
o2i [MPa] -16,397 -13,2723 NA 13,272
02j [MPa] NA -18,8717 NA 18,872
o2k [MPa] -18,221 -15,096 NA 15,096
o3i [MPa] -1,763 -1,7627 NA 1,763
03 [MPa] NA 16,3794 NA -16,379
o3k [MPa] 34,521 34,5215 NA -34,521
71i [MPa] 1,249 1,5486 NA 1,549
715 [MPa] NA 1,2986 NA 1,299
71k [MPa] 1,249 0,5486 NA 0,549
72i [MPa] 0,049 0,5486 NA 0,549
72i [MPa] NA 0,0486 NA 0,049
T2k [MPa] 0,049 -0,4514 NA -0,451
73i [MPa] -1,451 -1,4514 NA -1,451
3j [MPa] NA -1,4514 NA -1,451
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3k [MPa] -1,451 -1,4514 NA -1,451

Gequi [MPa] 29,88 32,4126 NA NA
Gequj [MPa] NA 5,3254 NA NA
Geqik [MPa] 17,16 13,3063 NA NA
Geqzi [MPa] 16,397 13,3063 NA NA
Geqzj [MPa] NA 18,8719 NA NA
Geqox [MPa] 18,221 15,1163 NA NA
Geqai [MPa] 3,07 3,0703 NA NA
Oeqaj [MPa] NA 15,5712 NA NA
Geqak [MPa] 34,613 34,6129 NA NA
Fui [kN] 1,873 2,3229 2,323 2,323
Fij [kN] NA 1,9479 1,948 1,948
Fak [kN] 1,873 0,8229 0,823 0,823
Fai [kN] 0,073 0,8229 0,823 0,823
F; [kN] Na 0,0729 0,073 0,073
Fox [kN] 0,073 -0,6771 -0,677 -0,677
Fai [kN] -2,177 -2,1771 -2,177 -2,177
Faj [kN] NA -2,1771 -2,177 -2,177
Fak [kN] -2,177 -2,1771 -2,177 -2,177
Mai [kN.m] 0,894 0,969 -0,969 -0,969
Ms; [kN.m] NA 0,1448 -0,145 -0,145
Mk [kN.m] -0,511 -0,3982 0,398 0,398
M2i [kN.m] -0,492 -0,3982 0,398 0,398
Ma; [kN.m] NA -0,5661 0,566 0,566
Max [kN.m] -0,547 -0,4529 0,453 0,453
Msi [kN.m] -0.053 -0,0529 0,053 0,053
M3; [kN.m] NA 0,4914 -0,491 -0,491
Mak [kN.m] 1,036 1,0356 -1,036 -1,036
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Nas Figura 102, Figura 103 e Figura 104 sdo apresentados os resultados obtidos com
recurso ao software FTOOL:

2.00 kN'm 4,00 kN/m

1.500 kN

2,00 kN/m 2000m 2 |

o T T T LTI T LT T <o

b ol

0,877

——tr

Figura 102 — Resultados obtidos no FTOOL — esforgos atuantes e esforgo corte

0389 1028
0.4
125
h.053
0.989 kNm w 1.028 kNm
E 0.398 ] z
0568
™ P~
" £
o o

Figura 103 — Resultados obtidos no FTOOL — momentos fletores internos e reagdes nos apoios

i
q

e ol

Dx: 0.000e+000 mm Dy: -3.813e-002 mm
Dx: 0.000e+000 mm Dy: -9.509e-002 mm

Dx: 0.000e+000 mm Dy: -1.112e-001 mm
Dx: 0.000e+000 mm Dy: -6.675e-002 mm
Dx: 0.000e+000 mm Dy: -2.119e-002 mm

Figura 104 — Resultados obtidos no FTOOL — deslocamentos transversos

Posteriormente, na Figura 105 e Figura 106 pode-se consultar o modelo utilizado com
os respetivos esforcos atuantes, bem como as propriedades dos elementos,
respetivamente. Para além do referido anteriormente, na Figura 107 e Figura 108
apresentam-se os resultados obtidos para a simulacdo do modelo através do software
Robot Structural Analysis.

FZ=-1.500
MY=-0.400
pZ=0.0 :-4.000 pZ=-2.000
- T & L[ [la k[ [[[lm 3, &

Figura 105 — Modelo em robot do terceiro problema modelo do elemento de viga
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Barra No.: 1 Segdo: SecgdoGenérica [ BarraNo.: 2 Segdo: SeccdoGenérica
Dimensdes: Dimensbes:
HY (cm) | HZ (cm) HY (cm) | HZ (cm)
40.00 40,00 | 4000] 40,00
Propriedades de se¢do: ' Propriedades de se¢Bo:

AX

1500, 1.00]

Fropriedades de material:

13 1] 1Z (cm: AX (cm2) | 1X (cmd) [ 1Y (cmd) [ 12 (cmd) |

600,00| 1,00 15,00] 1.00] 600,00 1.00]

Propriedades de material:

EPo) | GPo) | M | LX(7C) | iy |RoOPa)| | EHPo) | GaPa) | M| X(PC) | sy | Ro WPa)
210000,00| 80800,00| 0,30 0.0_0 0,000 255,00 210000,00| 8080000/ 0,30 ()‘()-Ell 0,000 255,00
BarraNe.: 3 Segdo: SecgdoGenérica
Dimensdes:
HY HZ
40.00]  40.00]
Propriedades de se¢do:
Propriedades de material:
EMPa) | GMPa) [ M| LX(1FO) | (i | Re Pa)
210000.00| 80800,00| 0,30 000 0000, 255,00
Figura 106 — Propriedades dos elementos
NalCaso UX {mm) UZ {mm) RY [Rad)
12 0.0 00 0.0
a2 0.0 -0.095 0,0001
N2 0.0 -0.067 -0.0002
42 0.0 0.0 0.0
5N 2 0.0 -0.038 0.0002
B2 0.0 -0.111 -0.0000
n_ 2 0.0 -0.021 -0.0002
NéiCaso FX [kN) FZ (kN) MY (kNm)
2 0,0 2,323 -0,968
4 2 0.0 21717 1,036
Figura 107 — Deslocamentos e reagdes nos apoios
Barra/Ponto/Caso Sméx (MPa) | S min (MPa) 12 (MPa)
[T ) 32,301 32,301 1,549
U 23 2 4827 4827 1,299
2 2 13,272 13272 0,549
A 2 13,2712 -13,272 0,549
2y 2 18,872 18,872 0,049
2y 2 15,096 15,096 -0,451
33 2 1,763 1,763 1451
323 2 16.379 16379 1451
34 2 34,521 34521 1451
Barra/Ponto/Caso FX (kN) FZ (kN) MY (kNm)
1 17 2 0,0 2,323 -0,969
hll 2131 2 0,0 1,948 -0,145
1 2 2 0,0 0,823 0,398
2722 0.0 0.823 0.398
22y 2 0.0 0073 0,566
2y 2 0,0 0,677 0453
3y 2 0,0 2,77 0,053
3 2y 2 0,0 2177 0,491
34 2 0,0 2,177 1,036

Quando se analisa a

anteriormente, verifica-

Figura 108 — Tensdes e esforgos internos

Tabela 22, de modo analogo ao modelo apresentado
se que a formulacdo linear ndo consegue captar a conveniente

distribuicdo dos esforcos de corte e momentos fletores internos quando os elementos

se encontram sujeitos a

carregamentos distribuidos. Novamente, os resultados obtidos

para estas varidveis ndo sdo exatos nos nds dos elementos e, subsequentemente, os
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resultados das variaveis obtidas com intermédio das varidveis secundarias, como as
tensGes a que o elemento se encontra sujeito, também ndo sdo exatos no nds. No
entanto, com base na Tabela 22 pode-se concluir que as formula¢des do elemento de
viga linear e quadratica apresentam resultados vélidos, quando comparados com os
resultados obtidos por softwares amplamente utilizados. Ainda, de modo andlogo ao
problema modelo apresentado anteriormente a tensdo equivalente para os resultados
obtidos através do software Robot podem ser obtidas com recurso a equacdo (146).
Note-se ainda que, conforme o ja referido nos problemas modelo anteriores, as
diferencas nos sinais dos resultados encontram-se justificadas nas convencdes de sinais
utilizadas.

42 Problema Modelo

SFTTEYTE)
® ©,

I m I m

AN
(]
ola

AN

Wi

'
'
5>C
><

¢ R

Figura 109 — 42 problema modelo para o elemento de viga [1]
Dados do modelo apresentado na Figura 109,

w, =-12kN/m; A = A =20cm’; E, = E, = 200 GPa ;
I,=1,=400cm"; L, =L, =100cm

1

A Tabela 23 simplifica o processo de construgao da matriz de rigidez dos elementos.

Tabela 23 — Valores dos elementos que compdem a matriz de rigidez do quarto problema modelo do elemento de

viga.
El El El/L3 Y [mm]
1 800*1073 800*10"3 50
2 800*1073 800*10”"3 50

O nd i do elemento 1 que corresponde ao né 1 na Figura 109, encontra-se prescrito
tanto na deflexdo v como na rotagdo 6. Jd o nd i e k do elemento 2 que correspondem
ao no 2 e 3, respetivamente, na Figura 109, encontram-se prescritos na deflexao v.

Ainda, com base nas ligacOes existentes entre os nds dos elementos, escrevem-se as
seguintes igualdades:

Vik = V2i; O = Oai

Os resultados obtidos para as formulagdes linear e quadratica para o elemento de viga
sdo apresentados na Tabela 24, e podem ser comparados com os resultados obtidos por
diferentes softwares utilizados na analise de estruturas na mesma tabela. Ainda, podem
ser consultados os resultados para o modelo em andlise no livro da referéncia [1].
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Tabela 24 — Resultados obtidos na solugdo do quarto problema modelo (elemento de viga) através de diferentes

métodos.
Resultados da Resultadosda  Resultados Resultados
Variaveis formulacgao formulagao obtidos obtidos
linear quadratica (FTOOL) (Robot)
vii [mm] 0 0 0 0
vij [mm] NA 0,0335 0,0335 0,033
vik [mm] 0 0 0 0
vj [mm] NA -0,128 -0,128 -0,128
vok [mm] 0 0 0 0
61i[rad] 0 0 NA 0
61 [rad] NA 0,0001 NA -0,0001
O1k [rad] -0,0003 -0,0003 NA 0,0003
& [rad] NA 0 NA 0
B2k [rad] 0,0004 0,0004 NA -0,0004
Riiy [kN] -1,2857 -1,286 -1,286 -1,286
Riim [kN.m] -0,4286 -0,429 0,429 0,429
Raiy [kN] 8,1429 8,143 8,143 8,143
Raky [kN] 5,1429 5,143 5,143 5,143
o1i [MPa] -5,3571 -5,3571 NA 5,357
o1j [MPa] NA 2,6786 NA -2,679
o1k [MPa] 10,7143 10,7143 NA -10,714
02i [MPa] -1,7857 10,7143 NA -10,714
o2 [MPa] NA -13,3929 NA 13,393
o2k [MPa] -12,5 0 NA 0
71i [MPa] -0,643 -0,6429 NA -0,643
71 [MPa] NA -0,6429 NA -0,643
71k [MPa] -0,643 -0,6429 NA -0,643
72i [MPa] 0,429 3,4286 NA 3,429
72 [MPa] NA 0,4286 NA 0,429
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72k [MPa] 0,429 -2,5714 NA -2,571
Oeq1i [MPa] 5,472 5,4716 NA NA
Geq1j [MPa] NA 2,9008 NA NA
Oeqik [MPa] 10,772 10,772 NA NA
Oeq2i [MPa] 1,9339 12,2499 NA NA
Geqzj [MPal] NA 13,4134 NA NA
Oeq2k [MPa] 12,522 4,4538 NA NA

Fui [kN] -1,286 -1,2857 -1,286 -1,286
F1j [kN] NA -1,2857 -1,286 -1,286
Fix [kN] -1,286 -1,2857 -1,286 -1,286
Fai [kN] 0,857 6,8571 6,857 6,857
F2j [kN] Na 0,8571 0,857 0,857
Fox [kN] 0,857 -5,1429 -5,143 -5,143

Mai [kN.m] -0,429 -0,4286 0,429 0,429
Mi;j [kN.m] NA 0,2143 -0,214 -0,214
Mak [kN.m] 0,857 0,8571 -0,857 -0,857
Mai [kN.m] -0,143 0,8571 -0,857 -0,857
My; [kN.m] NA -1,0714 1,071 1,071
M2k [kN.m] -1 0 0 0

Podem ser consultados os resultados obtidos com recurso ao software FTOOL na Figura
110, Figura 111 e Figura 112:

12.00 kN/m 12.00 kN/m
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Figura 110 — Resultados obtidos no FTOOL — esforgos atuantes e esforgo corte
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0214
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Figura 111 — Resultados obtidos no FTOOL — momentos fletores internos e reagdes nos apoios

i

Dx: 0.000e+000 mm Dy: -1.285e-001 mm

} . .
Dx: 0.000e+000 mm Dy: 3.348e-002 mm v

Figura 112 — Resultados obtidos no FTOOL — deslocamentos transversos

Similarmente, podem ser consultados na Figura 113 e Figura 114 o modelo utilizado com
os respetivos esforgos atuantes e as propriedades dos elementos respetivamente. Para
além do referido anteriormente, nas Figura 115 e Figura 116 apresentam-se o0s

resultados obtidos para a simulacdo do modelo através do software Robot Structural

Analysis.
EZ=-12.000 |
o 1 4 5
Figura 113 — Modelo em robot do quarto problema modelo do elemento de viga
Barra No.: 1 Secdo: SecgdoGendnica Barra N2,: 2 Secdo: SecgdoGendnca
Dimenslies: Dimensiies:
HY HZ HY (cm) | HZ (cm)

1000 10,00 000 10,00

Propriedades de sagdo: P o de segho:

AX (em2) | 1X (cmd) | 1Y (cmd) | 1Z fcmd) |

AX [cm2) | IX femd) | I¥ (emd) | 12 [emd)

Figura 114 — Propriedades dos elementos

No/Caso UX (mm) UZ (mm) RY (Rad)

12 0,0 0.0 0.0
2 2 0.0 0.0 0,0003
a2 0.0 0.0 -0,0004
4 2 0.0 0,033 -0.0001
5/ 2 0.0 0,128 0,0000
No/Caso FX (kN) FZ (kN) MY (kNm)

12 0.0 -1,286 0429
2 2 0.0 8,143 -0,000
32 0.0 5143 -0.000

Figura 115 — Deslocamentos e reagdes nos apoios

20,00 1,000 400,00 1,00| 20,00 1,00) 400,00 1,00
Proprigdades de material: Fropriedades de material:
E(MPa) | G(MPa) | NI | LX{1C) n:,:“m Re (MPa) E([MPa) | G(MPa) | NI | LX{1/°C) Illﬂnf';'ﬂl ‘ Re (MPa)
200000,00( &0800.00| 0.30 0.00 0.000 255,00 ZNOUD.N] 8080000 0.30 0,00 0.000) 255,00
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Barra/Ponto/Caso S max (MPa) | S min (MPa) TZ (MPa)

TR T 5,367 5,357 0,643
U 4 2 2,679 2679 0,643
v 2 10,714 10,714 0,643
2 2 2 10,714 10,714 3429
2 a3 2 13,393 13,393 0,429
232 0,000 0,000 2571
Barra/Ponto/Caso FX (kN) FZ (kN) MY (kNm)

1 1 2 0,0 1,286 0.429
1 23 2 0.0 -1,286 0214
Uy 2 0,0/ -1,286 -0,857
A 2 0,0 6,857 0,857
223 2 0.0 0,857 1,071
2 3 2 0,0 5,143 0,000

Figura 116 — Tensdes e esforgos internos

Uma vez mais, e com base nas observacbes referidas nos problemas modelo
anteriormente apresentados para o elemento de viga, pode-se concluir, com base na
Tabela 24, que as formulagbes se encontram corretas quando comparados com o0s
resultados obtidos por softwares amplamente utilizados.

3.1.3 Elemento de estrutura 2D

O elemento de estrutura é utilizado na analise de estruturas reticuladas continuas, como
por exemplo na analise de porticos. Este elemento é utilizado para descrever um modelo
bidimensional com elementos orientados arbitrariamente no plano, e considera que os
nds do elemento se encontram rigidamente conectados entre si. Por conseguinte, pode
ser visto como o somatdrio do elemento de viga com o elemento de barra, uma vez que
suporta esforcos na direcdo do eixo longitudinal do elemento, assim como esforcos
transversos que, consequentemente, provocam momentos fletores no elemento.
Portanto, os elementos de estrutura encontram-se sujeitos ao somatorio dos esforcos
dos elementos de viga e de barra, ou seja, trés tipos de esforcos sendo estes o esforgo
axial, esforco de corte e momentos fletores [1, 14, 45] .

Na analise bidimensional, cada né pode sofrer uma rotagao e dois deslocamentos, um
na direcdo longitudinal do eixo da estrutura e outro perpendicular ao eixo. No caso dos
elementos de estrutura abordados ao longo deste subcapitulo, de modo analogo ao
elemento de barra, considera-se um sistema de eixos local para o elemento e um
sistema de eixos global para o modelo. No desenvolvimento do elemento referido,
estabelecem-se as mesmas condicdes definidas no elemento de barra e de viga.

3.1.3.1 Formulacdo linear

Etapa 0 — O elemento de estrutura, conforme referido anteriormente, é composto por
dois nds e 6 graus de liberdade que compdem as varidveis de campo, isto é, um
deslocamento longitudinal em cada ndé (uUe), uma deflexdo em cada ndé (ve), que se
desenvolve na dire¢do perpendicular ao eixo axial, e uma rotagdo em cada né (6e).
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Figura 117 — Simbologia do elemento de estrutura de 2 nés [1]

Etapa 1 —As varidveis nodais e as forcas nodais encontram-se em concordancia com a
simbologia ilustrada na Figura 117, e tomam a forma de

u, f.
V; F
e uJ e fJ
Vi F
0 M,

Uma vez que este elemento corresponde ao somatério do elemento de barra com o
elemento de viga, ndo serda feita mencao, neste subcapitulo, ao processo descrito nas
etapas 2, 3, 4 e 5, que podem ser consultadas nos subcapitulos respetivos de cada
elemento que a este ddo origem. Portanto, a matriz de rigidez local para o elemento de
estrutura pode ser escrita através da sobreposicdao das matrizes do elemento de barra e
de viga em consonancia com os respetivos graus de liberdade [1, 12].

A 0 0 -A O 0

R T
L L L L
£ 0 GTI 41 0 —GTI 21
k =— . (157)

“LlA 0 0 -A 0 0
121 6l , 121 6l

0o —— -
L2 L L2 L

0 51 21 0 _sl 41
L L

As forcas equivalentes as quais os elementos se encontram sujeitos devem ser obtidas
COM recurso as expressoes
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f L
fe = fl = j NbarraT plong.dx (158)
j 0
Fi
M. L
fe - F = J. NVigaT ptransv.dx' (159)
i 0
M

3.1.3.1.1 Transformacdo de coordenadas

A matriz de rigidez descrita pela expressdo (157) encontra-se formulada em
concordancia com o sistema de coordenadas local. Com o propdsito de se utilizar o
elemento de estrutura com orientagao arbitraria no espaco bidimensional é necessario
proceder a uma transformacdo de coordenadas. Na Figura 118 sdo apresentadas as
variaveis de campo do elemento em coordenadas locais (x,y) e globais (X,Y).

Sistema de Sistema de
coordenadas local coordenadas global

Figura 118 — Sistemas de coordenadas para o elemento de estrutura [1]

Define-se, assim, o vetor das varidveis nodais de acordo com o sistema de coordenadas
global,

A={U Vv, & U, Vv, ol (160)

As coordenadas das varidveis de campo globais obtém-se com recurso a projecdo das
coordenadas locais no novo sistema de coordenadas, conforme ilustrado na Figura 119
e expresso em (161).
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Figura 119 — Projec¢0es das variaveis de campo do elemento de estrutura [1]

u, =U, cosd+V.sind u;=U;cosd+V,sind
v, =-U,sin@+V, coséd v, =-U,;sind+V, cosd (161)

Os valores de cos 6, sin @ e L sdo definidos de acordo com as expressdes (45) e (46). De
modo andlogo ao elemento de barra podem-se escrever as expressdes na forma
matricial, o que permite escrever a matriz de transformacao T, que toma a forma

1 m o0 0 0 0
-m I 0 0 0 0
0 01 0 00
T= . (162)
0 00 I mo
0 00 -m I 0
0 00 0 0 1

A matriz de rigidez global para o elemento de estrutura é obtida com recurso a
expressao (52) e, toma a forma

. o121 121 61 .11 121 6l |
Al +—m A——Im -——m —|Al +—m -|A——]Im -—m
L L L L L L
121 ,o121 61 121 .21, 61
A——Im Am +—1 —1 -|A——1]Im - Am +—1I —1
L L L [ L L
6l 6l 6l 6l
——m —1 41 —m ——1 21
E L L L L
K =— .(163)
L . 121 121 61 . 121 121 61
- Al' +—m -|A——]Im —m Al +—m A——Im —m
L [ L L L L
121 ,o121 61 121 . 121 61
—|A-——1]Im - Am +—1 -——1 A——Im Am +—1 -——1
L L L L [ L
6l 61 61 61
-—m —I 21 —m -—1 41
L L L L L .
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O sistema global de equacdes que permite obter as reacdes é semelhante ao
apresentado na expressao (14).

3.1.3.1.2 Estado de tensdo

Uma vez que o elemento de estrutura é a soma do elemento de barra linear com o
elemento de viga linear, pode-se obter a tensao axial do elemento de estrutura linear
com recurso a expressao (56). Ja a tensdao normal imposta pela flexao é calculada com
recurso a expressao (123) e a tensdo de corte média no elemento através da expressao
(145).

Ndo esquecer que as convengdes de sinais definidas para cada elemento, barra e viga
linear, se mantém inalteradas e sdo aplicadas em andlises com elementos de estrutura
lineares. O calculo da tensdo equivalente no elemento, geq, € realizada com recurso ao
critério de von Mises, de acordo com

Cuy = \/(0'+0'axia, )2 +3Z'med2. (164)

Note-se que a escolha da posi¢ao nas fibras da sec¢ao para a qual se calcula a tensao
normal, imposta pela flexdo no elemento, é preponderante no célculo da tensdo
equivalente maxima na posicdo em estudo.

3.1.3.2 Formulacdo quadratica

Etapa 0 — O elemento de estrutura quadratico € composto por trés nds e 9 graus de
liberdade que compdem as varidveis de campo, similarmente ao elemento referido
anteriormente, com a excecdo de apresentar mais um nd na sua constituicdo, que
permite obter as solu¢des exatas para as varidveis de campo primdrias em mais um
ponto do elemento.

'_, u, '_, u, [I——
[ ]

N A — F i
L
vt +
i Fi v Ve i
-~ d-LJ i
= €7 _Dfr -
vy £l x
0, M, M 6, M;

Figura 120 — Simbologia do elemento de estrutura de 3 nds

Etapa 1 —As variaveis nodais e o vetor das forcas nodais encontram-se de acordo com a
Figura 120, e tomam a forma de
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u; f,
Vi F
g M,
Uj f
- (165)
0] MJ
Uy fy
Yk F
0, M,

Analogamente ao procedimento descrito para o elemento de estrutura linear, ndo serd
feita neste subcapitulo mencdo ao processo descrito nas etapas 2, 3, 4 e 5. Portanto, a
matriz de rigidez local para o elemento de estrutura quadratica toma a forma de

7 y 0 0 - y 0 y 0 0
3L 3L 3L
0 5092/ 113&V o -5t2l SSV 0 450&% 242/
35L 35 70 350 35
0 11381 332/ o -l28l 641 0 —2421 38I/
351 35L 5 7L 351 35L
0 0 16 y 0 -8 % 0 0
3L 3L

0 5121 1281 0 1024 0 -5121 1281 ) (166)

5 5
0 3841 ) 64I/ 0
7L 7L
0 0

o
(4]
L

.

.
3]

e

o = o

ol

.

o

.
3]

LS

256/ 0 3841 641
7L 7 7L
-8 y 0 0 7 y 0 0
3L 3L
o 108l -242/ 0 7512/ —381y 0 50021 ~11381
350 350 50 70 35L 35
0 242/ 38I/ 0 125% 64I/ 0 —1131V 332/
L 350 350 5 7L 351 35L

As forgas equivalentes, de modo andlogo ao elemento de estrutura linear, devem ser
obtidas com recurso as expressées

.

a1
-

f
| L
fe = fj = I NbarraT plong.dX (167)
f 0
k
I:i
I\/Ii
F- L
fe = : = j NvigaT ptransv.dx' (168)
M i 0
Fk
M k
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3.1.3.2.1 Transformacdo de coordenadas

A matriz de rigidez em (166) encontra-se formulada de acordo com o sistema de
coordenadas local. De modo andlogo ao elemento de estrutura linear, na Figura 121 sdo
apresentadas as varidveis de campo do elemento em coordenadas locais e globais.

Sistema de Sistema de
coordenadas local coordenadas global

Figura 121 — Sistemas de coordenadas para o elemento de estrutura quadratico [1]

Define-se desta forma, o vetor das varidveis nodais de acordo com o sistema de
coordenadas global,

.
A={U, vV, © U VvV, 9 U V, 6}. (169)

As coordenadas das varidveis de campo globais obtém-se com recurso a proje¢do das
coordenadas locais no novo sistema de coordenadas, de modo semelhante ao ilustrado
na Figura 119, e podem ser consultadas na equacgao (170)

u =U, cosd+V sind u =U, cos@+V sind u =U_cos@+V, sing
v, =-U sin@+V cosd v, =-U sind+V cosd v, =-U, sin@+V, cosd (170)
0 =0, 0 =0, 0 =0,.

i i ] J

Pode-se definir a matriz de transformacdo T para o elemento de estrutura quadratico,
como

T=-| 0o 0 0 -m I 0 0 0 o] (171)

Desenvolvimento de uma ferramenta informatica em Matlab para anélise de
estruturas pelo método de elementos finitos José Ramos da Silva



DESENVOLVIMENTO

A matriz de rigidez global para o elemento de estrutura quadratico é apresentada de

seguida

7AEV+5092EImZ
3L 350
_ 5092EIm /
350
—1138EI/

_ 512EIm

7AEIV _ 5092Elry
L 50

7 AEIm 7AEm . 5092El I’

350
1138E/
. 512EIm /
"
512 EH/
5
384E/

o_o\
o_»\

—8AEI’ —-8AEIm

AN

.

5

4512 Elry
—384 EI/

-

—8AEIm —8AEm

m7<

1}
g\
=,
g\ c;\

-

242 EI/ 2423/
35 351

AEI2 _ 1508EIm AEIm 1508Elrry
3L 350 3L 350
AEIm 1508Elry 1508EII/ _
3L 350 3L 350

_1138Ely
35

1138EIl

w
a1
-

332E

N
a1
=2

128E

m

3]
.

_128Ell

.

(2]

r

m
R
— o

N
N
N
m
a1
L

w

o

m
N
(3] w
a

—8AEIV 512Elry _ 384EIm AEV 1508EIm / AEIm

3L 50 70 3L 350

—8AErT/ 51260 384EI AEIm/" , 1508ElIm AEm
3L 50 L 3L 350

242 EI/

3L 35

B 242EI/

—8AE/ 512 Eln/

—-8AEIm 512EIm

+

128Ely
50

4 1024EIm

o3 o
X

16 AEI’

AN
AN

16 AEIm/ _ 1024Ellm

5

=X

.

—8AEI’

78AE|V 4 512ElIm
3L 50
_lZBEV
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_512EIm

N
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LS
w
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1508EII 242EI

L

w

l_
w
al
L
w
al
.

w
[e5]
m
N
(5]
[

16AEIV 1024ElIm SAEV 512EIm / _8AEIm/ , 512Elim _128EIm
3L 50 3L 50 3L 50 50
_'_16AEm/ 1024EII/ 0 _8AEIm/ , 512Elim _8AEM’ 512EII/ 128EIl

3L 5C s’ 50 3L 50 50

0 256EI 384EIm
7L K
—SAEIy 512ElIm 384EIm 7AEl° 50925|/ 7AEIm
3L 50 70 3L 350
—8AErV_512EH/ _ 384EIl 7AEIV 5092ElIm 7AE
3L 50 7 3L 35

128EI/ 64EI/ llSBEIV
50 7L 350

B 1138EI/
350

(o]

iy

m
&
~

_ 384 E/

_ 5092EIlIm 1138EIm

3

'_

350

5092EII
3L 3

_1138E

332EI/
35L

(52}

.
N
(52}

.

w
al
.

(172)

Uma vez mais, o sistema global de equagdes que permite obter as reacdes é semelhante

ao apresentado na expressao (14).

3.1.3.2.2 Estado de tensado

O estado de tensdo do elemento de estrutura quadrdtica pode ser calculado através da
metodologia exposta na formulacdo do elemento de estrutura linear, nomeadamente
através das equacodes (56), (123), (145) e (164).
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3.1.3.3 Comparacdo das formulacdes linear e quadratica

A grande diferenca entre as formula¢des do elemento de estrutura linear e quadratico
recai na diferenca notdria que existe entre a dimensao das matrizes de rigidez obtidas
para cada tipo de elemento. De facto, a matriz de rigidez do elemento de estrutura
quadratico contém mais 3 graus de liberdade referentes ao né central do elemento.
Portanto, na aplicacdo de cada uma das formula¢des obtidas, podem-se retirar as
seguintes conclusdes:

e Aformulagdo quadratica apresenta mais 3 grau de liberdade, respeitantes ao n6
central, que permitem obter a solucdo exata das varidveis primarias em mais um
ponto do elemento comparativamente a formulagado linear;

e Os esforcos de corte e esforgos axiais captados por um elemento de estrutura
linear, sempre que existam, s3ao constantes ao longo do elemento,
independentemente do comportamento real destes, de forma semelhante ao ja
descrito anteriormente para o elemento de viga. Portanto, para determinados
carregamentos, o valor, nos nés do elemento, para os esforcos de corte e
esforcos axiais, podera ndo ser o exato de acordo com a mecanica dos materiais.

e De forma analoga, um processo idéntico ocorre para os momentos fletores
internos no elemento como exposto na formulacdo do elemento de viga;

e Na continuidade dos dois pontos anteriores, o comportamento andmalo descrito
ja ndo ocorre para o elemento de estrutura quadratica. De facto, tanto para o
esforco de corte, esfoco axial e para os momentos fletores, o elemento consegue
captar variagdes de ordem superior, ou seja, variagdes provocadas por exemplo
por esforcos de corte distribuidos constantemente ao longo do elemento com a
mesma precisao da mecanica dos materiais nos nds do elemento;

e |denticamente ao descrito na comparacao das formulacées do elemento de viga,
guando se utiliza um Unico elemento de estrutura linear na aproximagao de um
problema em que o elemento em analise se encontra duplamente encastrado, é
necessario estar ciente que, nesta situacdo especifica, toda a matriz sera
condensada. Portanto, as varidveis primarias (deflexdo e rotacdo) serdo zero e
consequentemente o mesmo acontecerd para todas as variaveis secundarias. No
entanto, recorrendo ao elemento de estrutura quadratico é possivel com um
Unico elemento uma solugdo aproximada para o problema em questao.

Na continuidade da comparacdo das formulacdes consegue-se aferir novamente que,
através da utilizacdo de elementos quadraticos, consegue-se uma melhor aproximacao
a solucdo exata com um menor numero de elementos, e ainda evitar erros provocados
por uma errada discretizacao do problema por parte do utilizador. Estes erros podem
levar a solucdes nos nds do elemento muito dispares daquelas a que realmente o
elemento se encontra sujeito, como se pode aferir através da analise dos resultados,
gue podem ser consultados na Tabela 25, Tabela 26 e Tabela 27, do exemplo ilustrado
na Figura 122.
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Figura 122 — Exemplo utilizado para comparagdo dos resultados obtidos com recurso a elementos de estrutura
lineares e quadraticos. (A) Problema Modelo; (B) Discretizagdo com 3 elementos de estrutura lineares; (C)
Discretizagdo com 11 elementos de estrutura lineares; (D) Discretizagdo com 2 elementos de estrutura quadraticos

Tabela 25 — Comparagdo dos resultados obtidos, para o esforgo axial, entre cada modelo e a solugdo exata.

Solucdo exata (B) (C) (D)
Modelo [kN] [kN] [kN] [kN]
fi
(x=0 m) 2,25 1,5 2,1 2,25
Erro absoluto NA 0,75 0,15 0
Erro relativo NA 33,3(3)% 6,6(6)% 0%
fi
(x=1,5 m) 0,75 0 0,6 0,75
Erro absoluto NA 0,75 0,15 0
Erro relativo NA 100% 20% 0%
fi
(x=3 m) -0,75 -0,75 -0,75 -0,75
Erro absoluto NA 0 0 0
Erro relativo NA 0% 0% 0%

Tabela 26 — Comparacgdo dos resultados obtidos, para o esforgo de corte, entre cada modelo e a solugdo exata.

Solugdo exata (B) (C) (D)
Modelo TkN] [kN] (k] ]
Fi
(x=0 m) 2,438 1,688 2,288 2,438
Erro absoluto NA 0,75 0,15 0
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Erro relativo NA 30,76% 6,15% 0%
Fi
(x=1,5 m) 0,938 0,188 0,788 0,938
Erro absoluto NA 0,75 0,15 0
Erro relativo NA 79,96% 16% 0%
Fi -0,563 -0,563 -0,563 -0,563
(X=3 m) ’ ’ Y] ’
Erro absoluto NA 0 0 0
Erro relativo NA 0% 0% 0%

Tabela 27 — Comparagdo dos resultados obtidos, para o momento fletor, entre cada modelo e a solugdo exata.

Solugdo exata (B) (C) (D)
Modelo [kN.m] [kN.m] [kN.m] [kN.m]
Mi
(x=0 m) 2,063 1,875 2,055 2,063
Erro absoluto NA 0,188 0,008 0
Erro relativo NA 9,11% 0,39% 0%
Mi -0,469 -0,656 -0,476 -0,469
(x=1,5m) ¢ ¢ ¢ ¢
Erro absoluto NA 0,187 0,007 0
Erro relativo NA 39,87% 1,49% 0%
Mi -0,75 -0,75 -0,75 -0,75
(X=3 m) 7 7 i 7
Erro absoluto NA 0 0 0
Erro relativo NA 0% 0% 0%

E importante salientar que o tempo de processamento para cada um dos modelos (B),
(C) e (D) foi de 1,23 segundos, 2,26 segundos e 1,5 segundos, respetivamente. Portanto,
como se pode depreender, a partir de determinada altura deixa de ser favoravel a
discretizacdo do modelo com recurso a elementos de estrutura lineares, uma vez que o
tempo de computacdo aumenta e os resultados obtidos nos nés continuam a conter um
erro mensurdvel quando comparados com a solucdo exata. Em suma, a selecdo do tipo
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de elemento de estrutura a adotar na andlise deve levar em linha de conta o ja referido
e exposto na formulacdo do elemento de viga.

Nota: os tempos de processamento foram obtidos com recurso a um processador Intel®
Core™ i7-8750H CPU @ 2.20GHz com 16,0 GB de RAM.

3.1.3.4 Validacdo das formulacdes

Como método de validar as formulagdes, elaboradas para o elemento de estrutura
linear e quadratico, expostas anteriormente, aplicam-se as mesmas na resolugao de 3
problemas modelo e confrontam-se os resultados obtidos para cada tipo de elemento
com os exibidos em literatura ou com os obtidos através de softwares amplamente
utilizados no mercado.

12 Problema Modelo

3 kN/m

1 KN/m

ANNRNNNY ANNANAN

Figura 123 — 12 problema modelo utilizado na andlise do elemento de estrutura [1]
Os dados de entrada do modelo apresentado na Figura 123 sdo

2000
w, =Tx—3000 kN/m;P, =-5kN; A =A, =A, =1060 mm*; L, =3000 mm ;

L,=L,=2000mm;I1 =1, =1,=1710000 mm* ; E, = E, = E, = 200 GPa

A Tabela 28 ajuda a simplificar o processo envolvido na constru¢ao da matriz de rigidez
dos elementos.

Tabela 28 — Valores dos elementos que compdem a matriz de rigidez do primeiro problema modelo do elemento de

estrutura.
El / m Im I? m?
1 1 0 0 1 0
2 0 1 0 0 1
3 -1 0 0 1 0
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O nd | do elemento 2 corresponde ao né 3 na Figura 123 e o né k do elemento 3
corresponde ao né 4, encontram-se prescritos em todas as diregbes (U, V e 6).

Ainda, com auxilio a Figura 123, é possivel escrever as igualdades seguintes:
Uii = Uak; Vai= Vak; O1i = O ; Uik= Usi; Vik= Vsi; O = Osi.

A Tabela 29 agrupa os resultados obtidos para cada uma das formulagdes descritas
relativamente aos resultados obtidos com recurso a diferentes softwares
recorrentemente utilizados na andlise de estruturas. De modo complementar, podem
ser consultados os resultados para o modelo em andlise na referéncia [1].

Tabela 29 — Resultados obtidos para a solugdo do primeiro problema modelo (com elementos de estrutura) através
de diferentes métodos.

Resultados da Resultados da  Resultados Resultados

Variaveis formulacao formulacao obtidos obtidos

linear quadratica (FTOOL) (Robot)
Uii [mm] -7,608 -7,608 -7,608 -7,608
Usj [mm] NA -7,631 -7,631 -7,631
Uik [mm] -7,655 -7,655 -7,655 -7,655
Uzi [mm] 0 0 0 0
Uzj [mm] NA -3,529 -3,529 -3,529
Usj [mm] NA 2,723 2,723 -2,723
Usk [mm] 0 0 0 0
Vii[mm] -0,046 -0,046 -0,044 -0,046
Vij [mm] NA -2,505 -2,509 -2,505
Vik [mm] -0,011 -0,011 -0,011 -0,011
Voi [mm] 0 0 0 0
Vaj [mm] NA -0,0223 -0,0229 -0,0223
V3j [mm] NA -0,0054 -0,0054 -0,005
Vak [mm] 0 0 0 0
O1i[rad] 0,0011 0,0011 NA -0,0011
©j[rad] NA -0,0013 NA 0,0013
Ok [rad] 0,0044 0,0044 NA -0,0044
@y [rad] 0 0 NA 0
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O»j [rad] NA 0,0054 NA -0,0054
O3 [rad] NA 0,0046 NA -0,0046
Oz« [rad] 0 0 NA 0
Raix [kN] 3,33 3,338 3,338 3,338
Roiy [kN] 4,852 4,852 4,852 4,852
Roim [kN.m] -3,526 -3,526 3,527 3,527
Rakx [kN] 1,662 1,662 1,662 1,662
Raky [kN] 1,478 1,478 1,478 1,478
Raiv [kN.m] 2,417 2,417 2,417 2,417
o1i [MPa] 43,871 92,116 NA -92,116
o1j [MPa] NA -32,983 NA 32,983
o1k [MPa] -65,978 -26,504 NA 26,504
02i [MPa] -103,115 -103,115 NA 103,115
o2 [MPal NA 5,5 NA 5,499
o2 [MPa] 92,116 92,116 NA -92,116
03i [MPa] -26,504 -26,504 NA 26,504
o3j [MPa] NA 22,08 NA -22,079
o3 [MPa] 70,663 70,663 NA -70,663
oaxialli [MPa] -3,15 -3,15 NA 3,149
Gaxialtj [MPal] NA -3,15 NA 3,149
Oaxialik [MPa] -3,15 -3,15 NA 3,149
oaxial2i [MPa] -4,578 -4,578 NA 4,578
Gaxialzj [MPa] NA -4,578 NA 4,578
Gaxialzk [MPa] -4,578 -4,578 NA 4,578
Oaxialzi [MPa] -1,083 -1,083 NA 1,083
Gaxialzj [MPa] NA -1,083 NA 1,083
Gaxialzk [MPa] -1,083 -1,083 NA 1,083
71i [MPa] 1,181 4,578 NA 4,578
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71j [MPa] NA 1,04 NA 1,04
71x [MPa] 1,181 -1,083 NA -1,083
72 [MPa] -3,15 -3,15 NA -3,149
22 [MPa] NA -3,15 NA -3,149
2k [MPa] -3,15 -3,15 NA -3,149
73 [MPa] -1,568 -1,568 NA -1,568
73i [MPa] NA -1,568 NA -1,568
73k [MPa] -1,568 -1,568 NA -1,568
Geq1i [MPa] 40,773 89,319 NA NA
Gequj [MPa] NA 36,178 NA NA
Geqik [MPa] 69,157 29,713 NA NA
Geq2i [MPa] 107,83 107,83 NA NA
Geqzj [MPa] NA 11,459 NA NA
Geqok [MPa] 87,709 87,709 NA NA
Geqai [MPa] 27,72 27,72 NA NA
Geqaj [MPa] NA 21,171 NA NA
Geqak [MPa] 69,633 69,633 NA NA
f1i [KN] -3,338 -3,338 -3,338 3,338
15 [kN] NA -3,338 -3,338 3,338
1 [kN] -3,338 -3,338 -3,338 3,338
f2i [kN] -4,852 -4,852 -4,852 4,852
25 [kN] NA -4,852 -4,852 4,852
fa [kN] -4,852 -4,852 -4,852 4,852
fai [kN] -1,148 -1,148 -1,148 1,148
f3 [kN] NA -1,148 -1,148 1,148
fax [kN] -1,148 -1,148 -1,148 1,148
Fui [kN] 1,252 4,852 4,852 4,852
F1j [kN] NA 1,102 1,102 1,102
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Fx [kN] 1,252 -1,148 -1,148 -1,148
Fai [kN] -3,338 -3,338 -3,338 -3,338
F2i [kN] NA -3,338 -3,338 -3,338
Fax [kN] -3,338 -3,338 -3,338 -3,338
Fai [kN] -1,662 -1,662 -1,662 -1,662
Fj [kN] NA -1,662 -1,662 -1,662
Fak [kN] -1,662 -1,662 -1,662 -1,662
Mai [kN.m] 1,5 3,15 -3,15 -3,15
Ma; [kN.m] NA -1,128 1,128 1,128
Mk [kN.m] -2,256 -0,906 0,906 0,906
M2i [kN.m] -3,527 -3,527 3,527 3,527
Ma; [kN.m] NA -0,188 0,188 0,188
Mak [kN.m] 3,15 3,15 -3,15 -3,15
Mai [kN.m] -0,906 -0,906 -0,906 0,906
Ms; [kN.m] NA 0,755 0,755 -0,755
Mak [kN.m] 2,417 2,417 2,417 -2,417

Os resultados obtidos com recurso ao software FTOOL podem ser consultados na Figura
124, Figura 125, Figura 126 e Figura 127:

3.000 kN‘m 2.000 kN/m

[Tl T T,
|

T 5000 kN

148

&
o

148

4852
1

- I B

T
3.338 kN 1.682 kN
3.527 kNm
o

Figura 124 — Resultados obtidos no FTOOL - esforgo axiais, esforgos atuantes e reagGes nos apoios

2417 kNm

A4 B52 kN
1.148 kN E ?
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4.852

1.102
-1.148
-] o
o @«
] -]
] <
o Ix}
] @
L] o
o -

Figura 125 — Resultados obtidos no FTOOL - esforgo corte

-3.150

-3.150

18
0.755

2417

Figura 126 — Resultados obtidos no FTOOL — momentos fletores internos

Dx: -7.608e+000 mm Dy: -4.578e-002 mm Dx: -7.655e+000 mm Dy: -1.083e-002 mm

Dx: -7.631e+000 mm Dy: -2.506e+000 mm

Dx: -2.723e+000 mm Dy: -5.414e-003 mm
Dx: -3.529e+000 mm Dy: -2,289e-002 mm

Figura 127 — Resultados obtidos no FTOOL — deslocamentos globais
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O modelo utilizado com recurso ao software Robot Structural Analysis, assim como as
propriedades e os esforcos atuantes nos elementos, podem ser consultados na Figura
128 e Figura 129. J4 na Figura 130 e Figura 131 s3o expostos os resultados obtidos para
a simulacao considerando elementos de estrutura com trés nos.

pZ=-3.000;-1.000

1 b 3 | FX=5.000 |
(3]
5 6
(3]
& {

Figura 128 — Modelo em robot do primeiro problema modelo utilizado na validagdo das formulages do elemento
de estrutura

BarraNe.: 1 Segso: SecchoGenérica

| Barrame: 2 Segdo: SecgdoGenérica
Dimensdes: Dimensdes:
HY (em) | HZ (cm) HY (cm) | HZ (cm)
10,00 10,00 10,00 10,00

Propriedades de secso: Propriedades de se¢do:

MM.!M.P—M‘L‘ AX jeond) | 06 ) [ 1 fomt) | 2 (emt) |

10.60] 1.00[ 171,00 1.00 10,60] 1,000 171,00 1.00
Propriedades de material: Propriedades de material:
ewpa) | cwpe) | m | xra | oy [Rewea| [ eawpa [ e [ w [ixera] (i [ re e
200000.00, 80800,00| 0.30 0.00 0.000 255,00/ 200000.00( 80800.00] 0.30) 0.00 0.000 255,00
BarraNo.: 3 Segdo: SecgdoGenérica
Dimensbes:
HY HZ
[ 1000 1000
Propriedades de secdo:
AX (cm2) | IX fcmd) | IY (emd) | IZ (cmd)
1050 100} 171.00 1.00)
Propriedades de material:
EPo) | GMPa) [ M I X0 | ) mmj
200000.00| 80800.00| 0.30] 0.00 0.000 255,00/
Figura 129 — Propriedades dos elementos
Né/Caso UX (mm) UZ (mm) RY (Rad)
1 1 7,61 -0,05 -0,001
2 1 -1,63 -2.51 0,001
31 7,65 -0.01 -0,004
4 1 0.0 0.0 0.0
5 1 -3.53 -0,02 -0,005
6/ 1 -2,72 -0.01 -0,005
1 0.0 0.0 0.0
No/Caso FX (kN) FZ (kN) MY (kNm)
44 1 3.338 4,852 3,527
a1 1,662 1.148 2417

Figura 130 — Deslocamentos e reagdes nos apoios
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Barra/Ponto/Caso s?:;ﬂf” S min(My) (MPa) Fx/Ax (MPa) | TZ (MPa)
1 1/ 1 92,116 -92,116 3,149 4578
V23 1 32,983 32.983 3149 1,040
1 3 1 26,504 -26,504 3,149 -1,083
2 Al 1 103,115 -103,115 4578 -3,149
273 1 5499 5499 4578 3,149
211 2.116 2116 2578 3149
331 26,504 26,504 1.083 1,568
323 1 22,079 22,079 1.083 11,568
¥ 11 70,663 70,663 1.083 1,568

BarralPontolCaso FX (kN) FZ (kN) MY (kNm)

o LA VA | 3,338 4,852 -3,150

11 23 1 3,338| 1,102 1,128

1 3 1 3.338| -1,148 0,906

2 A 1 4,852 -3,338 3,527

2 23 1 4852 -3,338 0,188

2 1 1 4852 -3,338 -3,150

) ) 4 1 1,148 1,662 0,906

3 a3y 1 1,148| -1,662 -0,755

SLETEEA 1.148] -1,662 -2.417|

Figura 131 — Tensdes e esforgos internos

Com base na analise da Tabela 29, como esperado para a formulacao linear, com base
no carregamento a que a estrutura se encontra sujeita, nem todos os resultados
encontrados para as varidveis secundarias sdo exatos nos nds. Portanto, pode-se
concluir que a formulacdo desenvolvida para o elemento de estrutura linear e
quadratica se encontra valida quando comparados os resultados alcangcados com os
resultados obtidos por softwares amplamente utilizados. E importante salientar que as
diferencas de sinais encontradas ja foram previamente abordas e explicadas ao longo
desta dissertacdo, nomeadamente nos elementos anteriormente formulados. As
tensdes equivalentes para os resultados obtidos através do software Robot podem ser

obtidas com recurso a equacao (164).

22 Problema Modelo

- 3m

5kN.m

3m

Figura 132 — 22 problema modelo utilizado na anélise do elemento de estrutura [1]

Os dados de entrada do modelo apresentado na Figura 132 sdo

P =P =-10kN;M,=-5kN;M, =5kN;A =A =A =100 mm’

2y 3y

L =L, =3000mm;l =1 =1 =2x10"mm‘;E =E, = E, = 210 GPa

2

Reune-se na Tabela 30 a informacdo necessaria a construcdo da matriz de rigidez dos

elementos que compdem o modelo.
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Tabela 30 — Valores dos elementos que comp&em a matriz de rigidez do segundo problema modelo do elemento de

estrutura.
El / m Im ? m?
1 1 0 0 1 0
2 0,7071 -0,7071 -0,5 0,5 0,5
3 1 0 0 1 0

O nd i do elemento 1 corresponde ao nd 1 na Figura 132 e o né k do elemento 3
corresponde ao né 4. Ambos os nés dos elementos referidos anteriormente encontram-
se prescritos em todas as diregdes (U, Ve 6).

Ao analisar a Figura 132 escrevem-se ainda as igualdades seguintes:
Uik = Uai; Vik= Vai; Ow= Oq2i ; Uk = Usi; Vok=Vsi; Oxn= Osi.

Os resultados obtidos para cada formulacdo do elemento de estrutura sdo apresentados
na Tabela 31 e comparados os resultados obtidos através de diferentes softwares
recorrentemente utilizados na anadlise de estruturas. De modo complementar, podem
ser consultados os resultados para o modelo em andlise na referéncia [1].

Tabela 31 — Resultados obtidos para a solugdo do segundo problema modelo (com elementos de estrutura) através
de diferentes métodos.

Resultados da Resultados da  Resultados Resultados

Variaveis formulacao formulacao obtidos obtidos

linear guadratica (FTOOL) (Robot)
Uii [mm] 0 0 0 0
Uzj [mm] NA 0 0 0
Uik [mm] 0 0 0 0
Ui [mm] NA -0,444 -0,444 -0,444
U2k [mm] 0 0 0 0
Usj [mm] NA 0 0 0
Usk [mm] 0 0 0 0
Vii [mm] 0 0 0 0
Vij[mm] NA -0,490 -0,490 -0,490
Vik[mm] -1,423 -1,423 -1,423 -1,423
Vaj [mm] NA -1,867 -1,867 -1,867
Vak [mm] -1,423 -1,423 -1,421 -1,423
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V3; [mm] NA -0,490 -0,490 -0,490
Vak[mm] 0 0 0 0
O1i[rad] 0 0 NA 0
61 [rad] NA -0,0006 NA 0,0006
O1k [rad] -0,0006 -0,0006 NA 0,0006
O [rad] NA 0 NA 0
Oa[rad] 0,0006 0,0006 NA -0,0006
O3 [rad] NA 0,0006 NA -0,0006
O3 [rad] 0 0 NA 0
Ruix [kN] 0 0 0 0
Ruiy [KN] 10 10 10 10
Ra1im [kN.m] 23,284 23,284 -23,284 -23,284
Rakx [kN] 0 0 0 0
Raky [kN] 10 10 10 10
Rakm [kN.m] -23,284 -23,284 23,284 23,284
o1i [MPa] 5,821 5,821 NA -5,821
o1j [MPa] NA 2,071 NA -2,071
o1k [MPa] -1,679 -1,679 NA 1,679
02i [MPa] -2,929 -2,929 NA 2,929
02j [MPa] NA -2,929 NA 2,929
o2k [MPa] -2,929 -2,929 NA 2,929
03i [MPa] -1,679 -1,679 NA 1,679
o3 [MPa] NA 2,071 NA 2,071
o3k [MPa] 5,821 5,821 NA -5,821
Oaxialti [MPa] 0 0 NA 0
Oaxiallj [MPa] NA 0 NA 0
oaxialik [MPa] 0 0 NA 0
oaxial2i [MPa] 0 0 NA 0
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Oaxial2j [MPa] NA 0 NA 0
Oaxialzk [MPa] 0 0 NA 0
oaxialsi [MPa] 0 0 NA 0
Oaxialzj [MPa] NA 0 NA 0
Oaxialsk [MPa] 0 0 NA 0
71i [MPa] 100 100 NA 100
715 [MPa] NA 100 NA 100
71k [MPa] 100 100 NA 100
72i [MPa] 0 0 NA 0
72§ [MPa] NA 0 NA 0
7ok [MPa] 0 0 NA 0
73i [MPa] -100 -100 NA -100
73 [MPal NA -100 NA -100
73 [MPa] -100 -100 NA -100
Oeqli [MPa] 173,303 173,303 NA NA
Gequj [MPal NA 173,218 NA NA
Oeqik [MPa] 173,213 173,213 NA NA
Oeq2i [MPa] 2,929 2,929 NA NA
Geq2j [MPa NA 2,929 NA NA
Geq2k [MPa] 2,929 2,929 NA NA
Oeq3i [MPa] 173,213 173,213 NA NA
Geqaj [MPa NA 173,218 NA NA
Oeq3k [MPa] 173,303 173,303 NA NA
f1i [kN] 0 0 0 0
f1j [kN] NA 0 0 0
fik [kN] 0 0 0 0
f2i [kN] 0 0 0 0
f2j [kN] NA 0 0 0
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far [kN] 0 0 0 0
fai [kN] 0 0 0 0
faj [kN] NA 0 0 0
fa [kN] 0 10 10 10
Fui [kN] 10 10 10 10
Fij [kN] NA 10 10 10
Fik [kN] 10 0 0 0
Fai [kN] 0 0 0 0
F2i [kN] NA 0 0 0
Fox [kN] 0 -10 -10 -10
Fai [kN] -10 -10 -10 -10
Fs; [kN] NA -10 -10 -10
Fak [kN] -10 10 10 10
Mii [kN.m] 23,284 23,284 -23,284 -23,284
My [kN.m] NA 8,284 -8,284 -8,284
Mu [kN.m] -6,716 -6,716 6,716 6,716
M2i [kN.m] -11,716 -11,716 11,716 11,716
Mz; [kN.m] NA -11,716 11,716 11,716
Mak [kN.m] -11,716 -11,716 11,716 11,716
Mai [kN.m] -6,716 -6,716 6,716 6,716
Maj [kN.m] NA 8,284 -8,284 -8,284
Mak [kN.m] 23,284 23,284 -23,284 -23,284

Na Figura 133, Figura 134, Figura 135 e Figura 136 podem-se consultar os resultados
obtidos com recurso ao software FTOOL:
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5,000 kNm

; 10.000 kN

22284 Nm

10,000 kN

10.000 kN

23.284kNm

10.000 kN

Figura 133 — Resultados obtidos no FTOOL - esforgo axiais, esforgos atuantes e reagdes nos apoios

10.000 10.000

-10.000 -10.000

Figura 134 — Resultados obtidos no FTOOL - esforgo corte

-23.284

284

Figura 135 — Resultados obtidos no FTOOL — momentos fletores internos

E Dx: -4.134e-016 mm Dy: -4.898e-001 mm

Dx: -9.758e-016 mm Dy: -1.423e +000 mm

Dx: -4.438e-001 mm Dy: -1.8672+000 mm

Dx: 0.000e +000 mm Dy: -1.423e +000 mm

|

Figura 136 — Resultados obtidos no FTOOL — deslocamentos globais

Dx: -2.575e-016 mm Dy: -4.898e-001 mm
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Na Figura 137 e Figura 138 apresentam-se o modelo utilizado em Robot, assim como as
propriedades e os esforcos atuantes nos elementos. Ja na Figura 139 e Figura 140 sado
apresentados os resultados obtidos para uma simulacdo considerando elementos de
estrutura quadraticos através do software Robot Structural Analysis.

FZ=-10.000
MY=5.000

FZ=-10.000
MY=-5.000

Figura 137 — Modelo em robot do segundo problema modelo utilizado na validagdo das formulagdes do elemento

de estrutura

BarraNo,: 2 Sego: & érica
Dimensdes:
HY {em) | HZ fem) |
10.00] 10.00
Propriedades de secdo: Fropriedades de se¢do:
AX {cm2) | IX {cmd) | 1Y 1z
1.00 1,00] 20000.00] 1,00

Propriedades de material:

Propriedades de material:

EMPo) | GPa) | M| XO7C)| iy [ Ro P3| | Equea) sm|u X0y | o | R oape)
210000,00 80800,00| 0.30 0,00 0,000 255,00 210000.00|  80800.00, 0.30] 0,00 0,000 255,00,
BarraNe: 3 Segdo: SecgioGenénca
DimensSes:
HY (cm) | HZ (cm)
1000 10.00]
Propniedades de se¢bo:
AX (cm2) | IX (cmd) | 1Y (cmd) | IZ (cmd)
1.00 1.00] 20000,00] 1.00
Propredades de matenal:
E(MPa) | G(MPa) | NI | LX(1C) ﬂxﬂ Re (MPa)
210000.00] 80800.00[ 0.30| 000, 0,000 255.00]

Figura 138 — Propriedades dos elementos

Né/Caso UX (mm) UZ (mm) RY (Rad)
11 0.0 0.0 0.0
21 0,00 0,49 0,001
31 0.00 142 0,001
a1 044 1,87 0,000
5 1 0,00 1,42 ~0,001
6 1 0,00 0,49 0,001
1 0.0 0.0 0.0
N&/Caso FX (kN) FZ (kN) MY (kNm)

171 0,000 10,000 23,284
71 0,000 10,000 23,284

Figura 139 — Deslocamentos e reagdes nos apoios
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Barra/Ponto/Caso SRt

(MPa) S min(My) (MPa) Fx/Ax (MPa) TZ (MPa)
THETEE 5,821 5,821 0,000 100,000
1 23 1 2,071 2,071 -0,000 100,000
U3 1 1679 1,679 ~0.000 100,000
23 1 2,929 2,929 -0,000 0,000
2 231 2,929 2,929 0,000 ~0,000
2 5 1 2929 2,929 0,000 ~0,000
351 1679 1,679 0,000 -100,000
3 231 2,071 2,071 0,000 -100,000
a1 1 5,821 5821 0,000 -100,000
| BarralPontolCaso EX (kN) FZ (kN) MY (kNm)

U1 ~0.000 10,000 23284

U w1 0,000 10,000 8.284

13 1 -0.000 10,000 6.716

2 31 0,000 0,000 1,716

2 a3l 1 0,000 -0,000 1,716

2 5 1 0,000 ~0,000 1,716

3 5 1 0,000 ~10,000 6.716

3 23 1 0,000 ~10,000 5,284

3T 1 0,000 10,000 23284

Figura 140 — Tensdes e esforgos internos

Com base na anadlise da Tabela 31, como seria esperado a formulacdo linear consegue
captar os resultados exatos para as varidveis secunddrias nos nés. Novamente, pode-se
concluir que a formulagdo desenvolvida para o elemento de estrutura linear e
quadratica se encontra vdlida apds se confrontar os resultados alcancados com os
resultados obtidos por softwares amplamente utilizados. Com ja referido, as tensdes

equivalentes podem ser obtidas com recurso a equacao (164).

Relembra-se ainda que as diferencgas nos sinais dos resultados encontram-se justificadas

nas convencgdes de sinais utilizadas.

32 Problema Modelo

e N/
% 4 %,
B
3 4
3 5
2
500N 2 5
1
ya
- 1 6,
* |
4m

s

4m

Figura 141 — 32 problema modelo utilizado na analise do elemento de estrutura

fm

Os dados de entrada do problema modelo ilustrado na Figura 141 sao

P =05kN; w, =-0,2 KN/m ; w,

cal

=-1kN/m; A=A =A =A =A =1060 mm’ ;

L =L, =2000 mm; L, =+/4" +15" x1000 mm; L =+/2° +1,5" x1000 mm ;

L, =4000 mm;E =E, =E =E, =E, =200GPa;| =1 =1

2
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De modo a simplificar a construcdo da matriz de rigidez dos elementos que compdem o
modelo, agrupa-se na Tabela 32 a informacdo necessaria ao processo.

Tabela 32 — Valores dos elementos que compdem a matriz de rigidez do terceiro problema modelo do elemento de
estrutura.

El / m Im I? m?

1 0 1 0 0 1

2 0 1 0 0 1

3 0,9363 0,3511 0,3287 0,8767 0,1233
4 0,8 -0,6 -0,48 0,64 0,36
5 0 -1 0 0 1

O nd i do elemento 1 corresponde ao né 1 na Figura 141 e o nd k do elemento 5
corresponde ao né 6. Ambos os nés referidos anteriormente encontram-se prescritos
em todas as dire¢des (U, v e 6).

Podem-se ainda escrever as seguintes igualdades:
Uik = Uzi; Vik=V2i; O1k= O2i ; U= Usi; Vak= Vsi; Ox= Osi;
Usk=Uai; Vak= Vai; Os= Osi; Usk= Usi; Vak= Vsi; Oa= Os;.

Na Tabela 33 sdo expostos os resultados obtidos para cada formulacdo do elemento de
estrutura, e ainda comparados com os resultados obtidos através de diferentes
softwares recorrentemente utilizados na andlise de estruturas.

Tabela 33 — Resultados obtidos para a solugdo do terceiro problema modelo (com elementos de estrutura) através
de diferentes métodos.

Resultados da Resultadosda  Resultados Resultados

Varidveis formulacao formulacao obtidos obtidos

linear quadratica (FTOOL) (Robot)
Ui [mm] 0 0 0 0
Usj [mm] NA 0,335 0,335 0,335
Uik [mm] 0,946 0,946 0,946 0,946
Uzj [mm] NA 1,491 1,49 1,49
Uzk [mm] 2,597 2,597 2,597 2,597
Usj [mm] NA 4,135 4,135 4,135
Usk [mm] 4,201 4,201 4,201 4,201
Usj [mm] NA 5,715 5,715 5,715
Usk [mm] 7,391 7,391 7,391 7,391
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Usj [mm] NA 4,182 4,182 4,182
Usk [mm] 0 0 0 0
Vii [mm] 0 0 0 0
Vij [mm] NA -0,004 -0,004 -0,004
Vik [mm] -0,007 -0,007 -0,007 -0,007
Voj [mm] NA -0,011 -0,011 -0,011
Vaok [mm] -0,015 -0,015 -0,015 -0,015
V3j [mm] NA -4,132 -4,132 -4,132
Vak [mm] -4,324 -4,324 -4,324 -4,324
Vsj [mm] NA -2,3 -2,297 -2,297
Vak [mm] -0,048 -0,048 -0,048 -0,048
Vsi [mm] NA -0,024 -0,024 -0,024
Vs [mm] 0 0 0 0
®1;[rad] 0 0 NA 0
6hj[rad] NA -0,0006 NA 0,0006
O [rad] -0,0006 -0,0006 NA 0,0006
O;j [rad] NA -0,0007 NA 0,0007
O [rad] -0,0017 -0,0017 NA 0,0017
Osj[rad] NA -0,0015 NA 0,0015
Oz« [rad] 0,0013 0,0013 NA -0,0013
Oqj[rad] NA 0,0026 NA -0,0026
Ou [rad] 0,001 0,001 NA -0,001
Osj[rad] NA -0,003 NA 0,003
Osi [rad] 0 0 NA 0
Ruix [kN] -0,201 -0,201 -0,201 -0,201
Ruiy [kN] 0,781 0,781 0,781 0,781
R1im [kN.m] 0,296 0,296 -0,296 -0,296
Rskx [kN] -0,599 -0,599 -0,599 -0,599
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Rsky [kN] 2,519 2,519 2,519 2,519
Rskm [kN.m] 1,114 1,114 -1,114 -1,114
o1i [MPa] 8,654 8,654 NA -8,654
o1j [MPa] NA 2,771 NA 22,771
o1 [MPa] -3,113 -3,113 NA 3,113
02 [MPa] -3,113 -3,113 NA 3,113
o2 [MPa] NA 5,624 NA 5,624
o2k [MPa] 14,361 14,361 NA -14,361
o3 [MPa] 5,467 14,361 NA -14,361
o3 [MPa] NA -11,412 NA 11,412
o3k [MPa] -19,397 -10,503 NA 10,503
o4i [MPa] -22,686 -10,503 NA 10,503
o4j [MPa] NA -4,801 NA 4,801
oax [MPa] 25,268 37,452 NA -37,451
osi [MPa] 37,452 37,452 NA -37,451
o5 [MPa] NA 2,434 NA -2,434
o5k [MPa] -32,583 -32,583 NA 32,583
oaxialti [MPa] -0,737 -0,737 NA 0,737
Oaxial1j [MPa] NA -0,737 NA 0,737
oaxialik [MPa] -0,737 -0,737 NA 0,737
oaxialzi [MPa] -0,737 -0,737 NA 0,737
Gaxialzj [MPa] NA -0,737 NA 0,737
oaxialzk [MPa] -0,737 -0,737 NA 0,737
oaxialzi [MPa] -0,523 -0,523 NA 0,523
oaxial3j [MPa] NA -0,523 NA 0,523
Oaxialsk [MPa] -0,523 -0,523 NA 0,523
Gaxialai [MPa] -1,17 -0,463 NA 0,463
Gaxialaj [MPa] NA -1,17 NA 1,17
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Oaxialak [MPa] -1,17 -1,878 NA 1,878
Oaxialsi [MPa] -2,377 -2,377 NA 2,377
Oaxialsj [MPa] NA -2,377 NA 2,377
oaxialsk [MPa] -2,377 -2,377 NA 2,377
71i [MPa] 0,19 0,19 NA 0,19
715 [MPa] NA 0,19 NA 0,19
71k [MPa] 0,19 0,19 NA 0,19
72i [MPa] -0,282 -0,282 NA -0,282
72i [MPa] NA -0,282 NA -0,282
72k [MPa] -0,282 -0,282 NA -0,282
73i [MPa] 0,188 0,591 NA 0,591
3j [MPa] NA 0,188 NA 0,188
73k [MPa] 0,188 -0,215 NA -0,215
74i [MPa] -0,619 0,325 NA 0,325
74j [MPa] NA -0,619 NA -0,619
74k [MPa] -0,619 -1,562 NA -1,562
751 [MPa] 0,565 0,565 NA 0,565
75 [MPa] NA 0,565 NA 0,565
5k [MPa] 0,565 0,565 NA 0,565
Oequi [MPa] 7,924 7,924 NA NA
Oequj [MPa] NA 2,061 NA NA
Oeqik [MPa] 3,863 3,863 NA NA
Geqzi [MPa] 3,88 3,88 NA NA
Oeqzj [MPa] NA 4,912 NA NA
Oeq2k [MPa] 13,633 13,633 NA NA
Oeq3i [MPa] 4,955 13,876 NA NA
Oeq3j [MPa] NA 11,939 NA NA
Oeq3k [MPa] 19,922 11,032 NA NA
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Geqai [MPa] 23,881 10,98 NA NA
0eqsj [MPa] NA 6,066 NA NA
Geqak [MPa] 24,122 35,676 NA NA
Geqsi [MPa] 35,089 35,089 NA NA
Geqsj [MPa] NA 0,98 NA NA
Geqsk [MPa] 34,974 34,974 NA NA
f1i [KN] -0,781 -0,781 -0,781 0,781
15 [kN] NA -0,781 -0,781 0,781
f1ic [kN] -0,781 -0,781 -0,781 0,781
f2i [kN] -0,781 -0,781 -0,781 0,781
o5 [KN] NA -0,781 -0,781 0,781
fa [kN] -0,781 -0,781 -0,781 0,781
fai [kN] -0,554 -0,554 -0,554 0,554
faj [KN] NA -0,554 -0,554 0,554
fa [kN] -0,554 -0,554 -0,554 0,554
fai [KN] -1,241 -0,491 -0,491 0,491
4 [KN] NA -1,241 -1,241 1,241
fa [kN] -1,241 -1,991 -1,991 1,991
fsi [kN] -2,519 -2,519 -2,519 2,519
fs; [KN] NA -2,519 -2,519 2,519
fei [kN] -2,519 -2,519 -2,519 2,519
F1i [kN] 0,201 0,201 0,201 0,201
Fij [kN] NA 0,201 0,201 0,201
Fak [kN] 0,201 0,201 0,201 0,201
Fai [kN] -0,299 -0,299 -0,299 -0,299
Fj [kN] NA -0,299 -0,299 -0,299
Fak [kN] -0,299 -0,299 -0,299 -0,299
Fai [kN] 0,199 0,626 0,626 0,626
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Faj [kN] NA 0,199 0,199 0,199
Fax [kN] 0,199 -0,228 -0,228 -0,228
Fai [kN] -0,656 0,344 0,344 0,344
F4j [kN] NA -0,656 -0,656 -0,656
Fax [kN] -0,656 -1,656 -1,656 -1,656
Fsi [kN] 0,599 0,599 0,599 0,599
Fs;j [kN] NA 0,599 0,599 0,599
Fsk [kN] 0,599 0,599 0,599 0,599
Mai [kN.m] 0,296 0,296 -0,296 -0,296
Ma; [kN.m] NA 0,095 -0,095 -0,095
Mk [kN.m] -0,106 -0,106 0,106 0,106
Mai [kN.m] -0,106 -0,106 0,106 0,106
Ma; [kN.m] NA 0,192 -0,192 -0,192
Mak [kN.m] 0,491 0,491 -0,491 -0,491
Mai [kN.m] 0,187 0,491 -0,491 -0,491
Ma; [kN.m] NA -0,390 0,390 0,390
Mak [kN.m] -0,663 -0,359 0,359 0,359
Mai [kN.m] -0,776 -0,359 0,359 0,359
Ma;j [kN.m] NA -0,164 0,164 0,164
Mak [kN.m] 0,864 1,281 -1,281 -1,281
Msi [kN.m] 1,281 1,281 1,281 -1,281
Ms; [kN.m] NA 0,083 0,083 -0,083
Msk [kN.m] -1,114 -1,114 -1,114 1,114

Podem-se consultar os resultados alcangados com recurso ao software FTOOL na Figura
142, Figura 143, Figura 144 e Figura 145:
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Figura 142 — Resultados obtidos no FTOOL - esforgo axiais, esforgos atuantes e reagdes nos apoios
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Figura 144 — Resultados obtidos no FTOOL — momentos fletores internos
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lreerd FIITT

Figura 145 — Resultados obtidos no FTOOL — deslocamentos globais

O modelo utilizado através do software Robot Structural Analysis, as propriedades e os
esforgos atuantes nos elementos, podem ser consultados na Figura 146 e Figura 147.
Paralelamente, na Figura 148 e Figura 149 expdem-se os resultados obtidos para uma
simulagao considerando elementos de estrutura quadraticos.

EZi Ioci=-0.200

'

1

Figura 146 — Modelo em robot do terceiro problema modelo utilizado na validagdo das formulagGes do elemento de
estrutura
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Figura 147 — Propriedades dos elementos
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Figura 148 — Deslocamentos e reagdes nos apoios

Figura 149 — Tensdes e esforgos internos

Desenvolvimento de uma ferramenta informatica em Matlab para anélise de
estruturas pelo método de elementos finitos

José Ramos da Silva

154



DESENVOLVIMENTO

Novamente, a formulacdo linear ndo consegue captar os resultados exatos para as
varidveis secundarias nos nés, conforme pode ser consultado através da andlise da
informagdo apresentada na Tabela 33. Uma vez que este comportamento era o
esperado para a formulagdo linear, pode-se concluir, que a formulagdo desenvolvida
para o elemento de estrutura linear e quadratica é adequada ao estudo de estruturas
bidimensionais apds se confrontar os resultados alcangados com os resultados obtidos
por softwares amplamente utilizados. Para o calculo das tensdes equivalentes deve-se
recorrer a equacao (164).

Por fim, recapitula-se que as diferengas nos sinais dos resultados encontram-se
justificadas nas convencdes de sinais utilizadas.

3.2 Desenvolvimento do software

No presente capitulo apresentam-se, de forma sucinta, as fases de desenvolvimento
mais relevantes para o funcionamento do software. As fases de desenvolvimento
assentam em modelos de desenvolvimento iterativo-incremental comumente utilizados
no desenvolvimento de software, e estes métodos sdo aplicados recorrentemente ao
longo do desenvolvimento deste programa. Estas fases passam pela
idealizacdo/concecdo, pelo levantamento de requisitos, pela andlise de requisitos, pelo
projeto do programa, pela implementacgao (programacao) e pela fase de testes (testes
unitdrios, testes de integracdo e de sistema). Portanto, ao longo do capitulo sdo
apresentadas as diversas funcionalidades que compdem o programa e as suas interfaces
graficas, e sdo enunciadas as principais varidveis de programacdo utilizadas e a sua
tipologia, sdo também apresentados exemplos de funcionamento do software e ainda
os testes de validacdo realizados.

3.2.1 Estrutura

Com o propdsito de desenvolver um software versatil e enquadrado com os softwares
atualmente encontrados no mercado, primeiramente foi realizada uma analise
criteriosa aos softwares Robot Structural Analysis e FTOOL. Assim, e tendo por base a
estrutura e processo de funcionamento dos softwares referenciados, é idealizada a
estrutura do programa denominado por Finite Element Program (FELP) e ilustrada na
Figura 150.
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Figura 150 — Estrutura do programa FELP
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* diagramas

* mapas de cores

o tabelas

Tendo por base a estrutura idealizada é possivel esbocar os layouts que integram cada
fase principal do programa e ainda listar os principais requisitos que se almejam para
cada uma destas fases. Portanto, definem-se inicialmente 4 layouts principais descritos

de seguida.

Na Figura 151, é possivel consultar o primeiro layout referente ao arranque do
programa. Os requisitos definidos para esta fase sdo os seguintes:

1) A janela deve ficar centrada no ecra do utilizador independentemente do meio
de visualizacdo utilizado e apresentar uma largura de 40% da dimensao do ecra
e uma altura de 24,72% da altura do ecr3;

2) Deve ser possivel visualizar uma imagem que ilustre a finalidade do software;

3) A imagem deve conter o logétipo desenvolvido para o programa e o nome

definido;

4) Ao fim de aproximadamente 7 segundos a janela deve fechar automaticamente

e iniciar a janela respeitante a fase dos créditos.

1) Janela centrada no ecrd com 40% da largura e

40%/1.618 da altura do ecrd do utilizador;

2) Apresenta imagem inicial do programa e nome.

Figura 151 — Layout 1: arranque do programa
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Na Figura 152 é possivel visualizar o segundo layout que diz respeito a fase dos créditos
do programa. Os principais requisitos estabelecidos para esta fase sdo os seguintes:

1) Ajanela deve ficar centrada no ecra e apresentar uma largura de 24,72% e uma
altura de 40% do ecra que o utilizador utilize;

2) Ajanela pode ser minimizada e fechada, mas ndo deve ser possivel maximizar a
janela nesta fase do programa;

1. Ajanela apresenta a abreviatura do nome do software e a designa¢ao da janela
na barra de titulo da janela;

3) O utilizador deve poder alterar o idioma entre portugués e inglés;

4) A janela deve apresentar um campo de texto com informacdo sobre quem
projetou e concebeu o software e ainda informacado sobre o ambito do projeto;

5) A janela deve incluir uma nota de responsabilidade que sé depois de aceite por
parte do utilizador despolete o encerramento da janela dos créditos e inicie a
janela que permite selecionar o modelo a analisar;

6) A janela seguinte deve iniciar no idioma selecionado anteriormente.

Nome e Créditos

[PrEn]

1) Informagdes do
programador e ambito

de desenvolvimento do

programa;
2) Nota de
responsabilidade  de
utilizagdo.

Aceitar

Figura 152 — Layout 2: créditos

O terceiro layout diz respeito a fase de selecdo do modelo e pode ser consultado na
Figura 153. Os requisitos principais para esta fase do programa sdo os seguintes:

1) A janela deve ficar centrada no ecrd e apresentar uma largura e altura de 60%
do ecra utilizado como meio de visualizacdo;

2) A janela pode ser minimizada e fechada, mas ndo deve ser possivel maximizar
nesta fase do programa;

3) A barra de titulo da janela deve conter o nome do programa e a versao;

4) O utilizador pode optar por entre trés tipos de modelo disponiveis: modelo de
barra, modelo de viga e modelo de estrutura;

5) Os modelos devem ser apresentados numa forma ilustrativa;

6) O utilizador nesta fase deve poder iniciar um projeto anteriormente gravado;

7) O utilizador deve poder alterar o idioma entre portugués e inglés;
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8) Ao selecionar o tipo de modelo deve ser encerrada a janela atual e iniciada a

janela de trabalho com as funcionalidades ativas para o modelo selecionado e
no idioma desejado.

Nome e versdo

Novo Projeto

Imagem Imagem Imagem
modelo de modelo de modelo de
barra viga estrutura
Abrir projeto Nome programa

Figura 153 — Layout 3: sele¢dao do modelo

O quarto e ultimo /ayout idealizado numa fase inicial do programa diz respeito a janela
de trabalho, que engloba as restantes fases da estrutura do programa (desde a fase de
definir a geometria até a fase de apresentacdo de resultados). A idealizagao deste layout
pode ser consultada na Figura 154, cujos requisitos sdao os seguintes:

1.

A janela deve ser maximizada a dimensdao do ecra do utilizador e pode ser
minimizada ou encerrada;

A barra de titulo da janela deve conter o nome do programa, a versao e tipo de
modelo;

A janela deve apresentar uma barra de menus com os seguintes menus: arquivo,
editar, vista, geometria, propriedades, condicdes, analise, resultados;

O menu resultados sé deve ficar acessivel apds o processamento valido do
modelo;

O menu arquivo deve conter os seguintes itens no submenu: sobre o FELP,
convencao de sinais, novo projeto, salvar projeto, abrir projeto, importar DXF e
sair;

O menu editar deve conter os seguintes itens: undo, redo, cortar, copiar, colar,
mover, espelhar, rodar 2D e preferéncias;

O menu vista deve conter o seguinte submenu: pan, zoom in, zoom out, exibir
numeracdo (elementos e nds), exibir apoios, exibir eixos locais (elementos) e
exibir carregamentos;

O menu geometria deve ser composto pelos seguintes itens: definir grelha,
remover grelha, definir/remover elementos, dividir elementos e numerar
(elementos e nds);

O menu propriedades deve ser formado pelo seguinte submenu:
definir/remover seccdo, definir/remover material, elemento de barra linear,
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elemento de barra quadrdtico, elemento de viga linear, elemento de viga
guadrdtico, elemento de estrutura linear e elemento de estrutura quadratico;

10. No submenu das propriedades apenas devem estar ativos os tipos de elemento
respeitantes ao modelo previamente selecionado;

11. No menu condi¢des devem existir as funcionalidades definir apoios, definir
carregamentos e aplicar peso préprio;

12. A funcionalidade aplicar peso prdprio sé deve ficar ativa apds a atribuicdo das
propriedades materiais a todos os elementos inseridos na drea de trabalho. Para
além disso, sempre que um novo elemento é adicionado na area de trabalho, o
carregamento que foi automaticamente aplicado aos elementos existentes deve
ser eliminado, e a funcionalidade aplicar peso préprio desativada até todos os
elementos se encontrarem novamente definidos;

13. No menu analise deve existir o submenu calcular;

14. Sempre que o utilizador execute a funcionalidade calcular (processamento)
devem se realizadas internamente as seguintes verificagdes:

a. Verificar se existem elementos na area de trabalho;

Verificar se todos os elementos tém propriedades materiais definidas;

Verificar se todos os elementos tém propriedades geométricas definidas;

Verificar se existe pelo menos um carregamento aplicado;

Verificar se existe pelo menos um tipo de apoio aplicado a estrutura;

Verificar se foi selecionado o tipo de analise pretendida (linear ou

guadrdtica);

g. \Verificar se existe algum tipo de instabilidade (matriz de rigidez é singular
(o somatodrio das forgas aplicadas e reacdes é nulo?).

15. O menu resultados sé deve ficar ativo caso existam resultados validos e deve ser
composto pelos seguintes itens: diagramas, mapas de cores e tabelas;

16. A barra de ferramentas superior deve permitir o rapido acesso através de botdes
as seguintes funcionalidades: novo projeto, salvar projeto, abrir projeto,
importar DXF, zoom in, zoom out, pan. Deve ainda, através de um pop-up menu,
permitir o acesso ao submenu dos resultados e ficar ativo assim que estes
existam;

17. A barra de ferramentas lateral deve possibilitar ao utilizador o rdpido acesso a
funcionalidades de edigdo tais como as referenciadas a seguir. Definir/remover
elementos, remover elementos, dividir elementos, definir/remover seccdo,
definir/remover material, definir apoios, definir carregamentos, aplicar peso
préprio e definir o tipo de elementos/analise (elemento de barra linear,
elemento de barra quadratico, elemento de viga linear, elemento de viga
guadratico, elemento de estrutura linear e elemento de estrutura quadratico);

18. Na area de trabalho devem ser visiveis os eixos principais (globais), a escala e
unidades de trabalho;

19. Os eixos existentes na area de trabalho e a informacdao que os mesmos contém
devem alterar para o estado invisivel quando o utilizador seleciona no submenu

"o oo T
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resultados a opc¢do de apresentacdo de tabelas. As tabelas devem alterar o seu
estado para visivel e ser apresentadas na drea de trabalho. Na parte inferior da
area de trabalho devem ser incluidas as diversas op¢Ges de consulta (reagdes
coordenadas globais, reagdes coordenadas locais, deslocamentos, forcas
internas e tensdes nos elementos);

20. Quando o utilizador seleciona um elemento, na lateral direita da janela deve ser
apresentada uma tabela com as informacGes do elemento (propriedades
geomeétricas e propriedades materiais).

Note-se que cada um dos itens que constitui os submenus referidos nos requisitos da
janela de trabalho representa uma funcionalidade e, consequentemente uma nova série
de requisitos a obedecer.

Portanto, opta-se por descrever os requisitos para cada uma das funcionalidades que se
encontram a disposicdo do utilizador nesta fase do programa no subcapitulo
Funcionamento do software. Inclusivamente, sdo apresentados os /layouts finais para as
funcionalidades enunciadas anteriormente, e apresentadas as restantes

funcionalidades concebidas ao longo do desenvolvimento do software.

Nome, versdo e modelo

Barra de menus (Arquivo, Editar, Vista, Geometria, Propriedades, Condiges, Andlise e Resultados)

Barra de ferramentas com botdes de arquivo e visualizagdo

Informagdes do

Area de desenho/trabalho elemento
quando

seledonado

Barra de ferramentas com botées de edigdo

Figura 154 — Layout 4: janela de trabalho

3.2.2 Métodos de programacao

O programa foi desenvolvido com recurso a linguagem de programacao Matlab®.
Inicialmente desenvolvem-se as janelas (layouts) necessarias com recurso a ferramenta
de criacdo de layouts GUIDE. Esta ferramenta permite criar interfaces graficas de forma
rapida e intuitiva e o método de programacdo passa a estar direcionado a eventos. Os
eventos sdo acdes que os utilizadores podem realizar sobre os componentes inseridos
no layout e, portanto, o fluxo de programacao passa a ser guiado em funcdo das acoes
externas (eventos) dos utilizadores. Cada evento estd diretamente relacionado com uma
funcdo designada por Callback que corre apds a acdo do utilizador e define assim a
reacao do software a interacao do utilizador [46]. Posteriormente, ao salvar o layout, é
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gerado um ficheiro *.fig e um ficheiro *.m com o mesmo nome, que devem estar sempre
no mesmo diretério. Os ficheiros do tipo .fig armazenam informacdes sobre as
interfaces, suas propriedades e componentes num arquivo do tipo binario. Os ficheiros
do tipo .m permitem ao programador escrever e arquivar todas as instrugdes e rotinas
que definem o comportamento e propriedades de cada componente constituinte do
layout.

Os ficheiros .fig apenas foram utilizados para inserir de forma pratica e rapida os
componentes que compdem a interface gréfica ja que o posicionamento dos
componentes e a definicdo das suas propriedades é feita através de cédigo nos ficheiros
do tipo .m. Além disso existem determinadas propriedades, como por exemplo a
alteracdo da cor de fundo da barra de menu, a alteracdo da cor de fundo dos submenus
e a insergao de simbolos em uitables que ndao se encontram acessiveis a ndo ser através
de métodos ndao documentados na literatura oficial da MathWorks® e que foram
necessarios para obter a estilizagdo ambicionada em determinados layouts. Estes
métodos requerem a utilizacdo da classe JFrame que pertence ao pacote swing da
linguagem de programacdo java e que permite estabelecer/gerir interfaces graficas, e
ainda recorrer a HyperText Markup Language (HTML) e Cascading Style Sheet (CSS) para
definir estruturas de texto e seus estilos. Os descritivos de utilizacdo destes métodos de
programacao e exemplos podem ser consultados nas seguintes bibliografias [47-54], e
na Figura 155 pode ser consultada a fungao utilizada para estilizar a barra de menus do
programa FELP. Esta funcdo primeiramente atualiza a drea grafica através da funcao
drawnow, e logo de seguida armazena toda a informacgdo que permite configurar a barra
de menus na varidavel jMenuBar. S3o ainda criadas duas varidveis, do tipo célula, que
contém a informacdo das denominagdes a atribuir a cada botdo que constitui a barra de
menus nos respetivos idiomas, conforme o nome de cada varidvel indica.
Posteriormente, através da programacao ciclica e com recurso a HTML e CSS, é aplicado
o estilo a denominacdo a atribuir a cada menu. Ainda dentro do ciclo, acede-se as
propriedades da classe barra de menus e, com recurso as funcionalidades get e set,
atribui-se a denominacgdo e a cor a cada botdo da barra de menus. Contudo, para que a
cor seja devidamente atribuida é necessario alterar cada botdo para opaco antes da
atribuicdo da cor a cada botdo. Por ultimo, esta fun¢do altera o bot3ao designado como
naousar para que o restante espaco da barra de menus seja preenchido na cor atribuida
aos restantes elementos que compdem a barra de menus.
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function Estilizarmenu(handles, jFig)

$cdédigo para alter o background do menu da ui e mudar o tipo de letra,
mas como o Yari fala nos comentéarios

%$na pagina http://undocumentedmatlab.com/articles/customizing-menu-items-
part-3

% em versdes mais recentes "the menu items’ bgcolor is dynamically set by
% the system and cannot easily be overridden"

drawnow () ;
jMenuBar = jFig.fHG2Client.getMenuBar;

Menupt={'Arquivo', 'Editar',6 'Vista', 'Geometria', 'Propriedades’',
'Condigdes', 'Anadlise', 'Resultados'};
Menuen={'File', 'Edit','View', 'Geometry', 'Properties','

Conditions', 'Analysis', 'Results'};

% consegui alterar a cor do background dos botdes que compdem a barra de
% ferramentas através do java e tornando o botdo opaco
% Depois configuro com HTML e CSS a cor da letra e a fonte
Idioma = getappdata (0, 'Idioma') ;
if strcmp(Idioma, 'PT')

for i=8:15
label = ['<html><span style="color:white;font-weight:bold;font-family:
Arial, Helvetica, sans-serif;">' Menupt{i-7} '</span></html> '];
jMenuBar.getComponent (i) . setText (label)
jMenuBar .getComponent (i) . setOpaque (1)
jMenuBar .getComponent (i) . setBackground (javax.swing.plaf.ColorUIResource (0
.25,0.25,0.25))

end
elseif strcmp(Idioma, 'EN')

for i=8:15
label = ['<html><span style="color:white;font-weight:bold;font-family:
Arial, Helvetica, sans-serif;">' Menuen{i-7} '</span></html> '];
jMenuBar.getComponent (i) . setText (label)
jMenuBar.getComponent (i) . setOpaque (1)
jMenuBar .getComponent (i) . setBackground (javax.swing.plaf.ColorUIResource (0
.25,0.25,0.25))

end
end
%$Preencher a restante barra de Menu na cor pretendida
set (handles.naousar, 'Enable', 'off"')
% desligar interacgdo do botdo com o rato
set (jMenuBar.getComponent (16) , 'rolloverEnabled', false)
espaco = [' &' repmat('&nbsp;',1,360)];
label = ['<html><span>' espaco '</html></span>'];
jMenuBar.getComponent (16) .setText (label)
jMenuBar .getComponent (16) . setOpaque (1)
jMenuBar .getComponent (16) . setBackground (javax.swing.plaf.ColorUIResource (
0.25,0.25,0.25))
return

Figura 155 — Funcao utilizada para estilizar a barra de menu

Para o desenvolvimento do programa FELP foi ainda necessario criar uma série de
funcbes auxiliares (ficheiros tipo *.m) que sdo executadas internamente e permitem
uma melhor organizacdo e estruturacdo do codigo, evitando assim que este fique
demasiado extenso e confuso.
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3.2.3 Bases de dados

Com o propdsito de cumprir alguns dos requisitos estabelecidos para a funcionalidade
que permite definir/remover sec¢Bes (requisitos descritos adiante no subcapitulo 3.2.4)
do programa FELP, foi necessario elaborar uma base de dados de perfis que se encontra
arquivada no ficheiro BDPerfis.xlsx. Este ficheiro contém as informagdes necessarias
para o processo de cdlculo e permite ao utilizador atribuir aos elementos perfis do tipo
IPN, IPE, HEA, HEB, UPN, UPE, L de abas iguais ou desiguais, ou sec¢des tubulares (tubo
redondo, tubo quadrado e retangular), conforme ilustrado na Figura 156.

NA b h ta th A Iz Iy v+ y- 7+ z-

UPN 80 0,045 0,08 0,006 0,008| 0,001095| 1,06E-06| 1,94E-07 0,04| -0,04 |0,030476| -0,01452
UPN 100 0,05 0,1 0,006| 0,0085| 0,001338| 2,05E-06| 2,92E-07 0,05 -0,05| 0,034489| -0,01551
UPN 120 0,055 0,12 0,007 0,009| 0,001688| 3,64E-06| 4,31E-07 0,06 -0,06| 0,038936| -0,01606
UPN 140 0,06 0,14 0,007 0,01| 0,002027| 6,05E-06| 6,25E-07 0,07 -0,07| 0,042441| -0,01756
UPN 160 0,065 0,16| 0,0075| 0,0105| 0,002389| 9,25E-06| 8,51E-07 0,08 -0,08| 0,046599| -0,0184
UPN 180 0,07 0,18 0,008 0,011| 0,002783| 1,35E-05| 1,14E-06 0,09 -0,09| 0,050711| -0,01929
UPN 200 0,075 0,2| 0,0085| 0,0115| 0,003202| 1,91E-05| 1,48E-06 0,1 -0,1| 0,054849| -0,02015
UPN 220 0,08 0,22 0,009| 0,0125| 0,003727| 2,69E-05| 1,96E-06 0,11 -0,11| 0,058546| -0,02145
UPN 240 0,085 0,24| 0,0095 0,013| 0,00421| 3,6E-05| 2,48E-06 0,12 -0,12| 0,062633| -0,02237
UPN 260 0,09 0,26 0,01 0,014| 0,004806| 4,82E-05| 3,17E-06 0,13 -0,13| 0,066316| -0,02368
UPN 280 0,095 0,28 0,01 0,015| 0,005321| 6,27E-05| 3,98E-06 0,14 -0,14| 0,069668| -0,02533
UPN 300 0,1 0,3 0,01 0,016| 0,005856| 8,03E-05| 4,93E-06 0,15 -0,15| 0,072988| -0,02701

Figura 156 — Informacgdo na base de dados para perfis do tipo UPN

Para o exemplo apresentado na Figura 156 pode-se aferir que a base dados contém
informacdes sobre a largura (b), altura (h), espessura da alma (ta), espessura dos banzos
(tb), drea da seccdo (A), inércia em torno do eixo dos z (lz), inércia em torno do eixo dos
y (ly), distancia as fibras superiores direcao y (y+), distancia as fibras inferiores direcdo y
(y-), distancia as fibras superiores direcdo z (z+) e distancia as fibras inferiores direcdo z
(z-). Na Figura 157 pode ser consultada a posicdo em que se encontra o sistema de eixos
local para o tipo de seccao utilizada como exemplo.

Figura 157 — Posi¢do do eixo local na sec¢do

Ainformacao contida na base de dados é carregada e armazenada em varidveis ao longo
das fases de inicio do programa até a fase em que é iniciada a janela de trabalho. Na
Figura 158 pode ser consultado um excerto do cddigo e fungdes utilizadas para a leitura
da base de dados. Como a informacdo transita entre multiplas interfaces graficas e
consequentemente entre diferentes ficheiros do tipo *.m, uma forma de aceder a
informacao noutros ficheiros passa por primeiramente salvar a variavel na raiz através
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do comando setappdata e posteriormente carregar a informacdo numa variavel através
do comando getappdata num ficheiro em que a informacdo armazenada na raiz é
necessaria.

%$carregar bases de dados

[numl, txtl]=xlsread('BDPerfis.xlsx',61);

[num2, txt2]=xlsread ('BDPerfis.xlsx',62);

[num3, txt3]=xlsread('BDPerfis.xlsx"',3);

setappdata (0, 'bdnl', numl)

setappdata (0, 'bdn2' ,num2)

setappdata (0, 'bdn3',num3)

setappdata (0, 'bdtl', txtl)

setappdata (0, 'bdt2', txt2)
setappdata (0, 'bdt3', txt3)

Figura 158 — Excerto do cdédigo que permite a leitura da base de dados e o respetivo armazenamento da informagao
na raiz

J4 no que diz respeito ao armazenamento das propriedades dos componentes criados
em cada layout, estas sdao armazenadas numa estrutura tipicamente designada de
handles que contém toda a informacdo respeitante a um determinado componente
introduzido no layout. Ao longo do desenvolvimento do programa diversas varidveis
necessarias foram adicionadas a estrutura e a mesma atualizada através do comando
guidata(hObject,handles). No entanto, é necessdrio ter presente que, sempre que é
criada uma function handle é necessario proceder a passagem das varidveis que se
encontram na estrutura de handles para o interior da fungdo, uma vez que as rotinas e
instrucdes ndo reconhecem nem conseguem aceder as varidveis que se encontram na
estrutura de handles do layout, e o programa retorna uma mensagem de erro do tipo
“undefined function or variable “.

3.2.4 Funcionamento do software

Neste subcapitulo sdo apresentadas as diversas fases de funcionamento do programa
FELP, assim como as ilustracdes finais das diferentes janelas desenvolvidas para cada
funcionalidade e fase do software.

E ainda efetuada a descri¢do dos requisitos das funcionalidades que constituem o layout
da janela de trabalho que ndo foram descritas no subcapitulo 3.2.1. A estrutura da
informacgdo presente neste subcapitulo encontra-se organizada de forma a seguir o
procedimento que um utilizador deve levar a cabo no projeto de analise de uma
determinada estrutura aleatdria. Independentemente do modelo selecionado, o
processo para a obtencdao de resultados vdlidos é idéntico para qualquer um dos
diferentes tipos de modelos disponibilizados.

Sempre que necessario sao incluidos excertos do cddigo elaborado e explicado o seu
funcionamento. No entanto, é importante salientar que o ambito deste capitulo ndo se
prende na explicacdo detalhada do cddigo elaborado para o desenvolvimento do
programa, uma vez que este ja ultrapassa as 40 mil linhas de cddigo. Pretende-se
transmitir uma ideia geral do seu funcionamento, modo de utilizacdo e estado de
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desenvolvimento. Portanto, ao longo deste subcapitulo raramente sdo feitas mencdes
a bibliografia consultada para o desenvolvimento do programa e preferiu-se enumerar
as referéncias bibliograficas de seguida [55-95].

3.2.4.1 Arranque do programa

Na versao 1.0 do FELP, atual do programa elaborada, o programa ainda nao se encontra
do tipo stand alone. Portanto, nesta versdo é necessdrio inicialmente iniciar o Matlab®
e posteriormente alterar o diretdrio para o local onde se encontram todos os ficheiros
gue dizem respeito ao programa desenvolvido.

De seguida, deve ser selecionado o ficheiro FELP.m e, na tab da barra de ferramentas do
Matlab® “EDITOR”, selecionar a opgao run. Estes passos iniciam o programa e a janela
ilustrada na Figura 159 referente a fase de arranque do programa surgird no ecra do
utilizador.

4 FELP - X

FELP

Finite Element Program

Figura 159 — Janela de inicio do programa

De acordo com os requisitos definidos para a fase de inicio do programa passados
aproximadamente sete segundos a janela é encerrada e sem que exista qualquer
interacdo por parte do utilizador surge no ecra a janela respeitante a fase dos créditos
conforme ilustra a Figura 160. Nesta janela o utilizador pode alterar o idioma entre
portugués e inglés, e é exibida informacao sobre o autor do programa, o ambito de
desenvolvimento e uma nota de responsabilidade que tera de ser aceite por parte do
utilizador, para que o programa transite para a janela seguinte e o utilizador continue a
utilizar o programa.
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4 Felp - Credits 2 X

4 Felp - Credits - X

FELP - Finite Element Program, versao 1.0
Desenvolvido por: José Ramos da Silva

Desenvolvido no ambito da dissertagao de mestrado
em: Engenharia Mecanica - Ramo Construgées

No Instituto Superior de Engenharia do Porto

Departamento Engenharia Mecanica, Fevereiro 2020

Os utilizadores da versdo do programa disponibilizado, s3o0
responsaveis pela utilizacdo ou utilizacio indevida do
programa e dos resultados obtidos. Nem o autor nem o
instituto (ISEP) tém qualquer dever legal ou
responsabilidade para com qualquer pessoa ou
empresa, pelos danos causados direta ou
indiretamente resultantes do uso de alguma
informac3o ou utilizacdo do programa aqui disponibilizado.
O utilizador é responsavel por qualquer ilacdo retirada através
da utilizacdo do programa. Acrescenta-se ainda que, nao
existe nenhum comprometimento do bom funcionamento
do programa ou qualquer garantia.

Aceitar e continuar

a)

FELP - Finite Element Program, versao 1.0
Developed by: José Ramos da Silva

Developed within the scope of the master’s thesis in:
Mechanical Engineering - Constructions Field

At the Instituto Superior de Engenharia do Porto

Mechanical Engineering Department, February 2020

The users of the version of the program provided are
responsible for the use or misuse of the program and the
results obtained. Neither the author nor the institute (ISEP)
has any legal duty or responsibility to any person or
company, for damages caused directly or indirectly
resulting from the use of any information or use of the
program provided here.
The user is responsible for any illation withdrawn through the
use of the program. Itis also added that, there is warranty of
the correct operation of the program or any guarantee.

Accept and continue

b)

Figura 160 — a) janela fase dos créditos com idioma em portugués; b) janela fase dos créditos com idioma em inglés
3.2.4.2 Seleg¢dao do modelo de estrutura a analisar

Assim que o utilizador aceita as condi¢des de utilizacdo do programa € iniciada a janela
respeitante a fase de selecdo do modelo ilustrada na Figura 161. Nesta janela, o
utilizador pode novamente proceder a alteracao do idioma do programa. No entanto,
deve estar ciente que essa alteracdo é inalteravél na fase seguinte do programa.

|4 FELP - Finite Element Program  versdo 1.0 - X

Novo Projeto

[TTT

<
<
<
<
e

YAVAVAN

RSN

FELP - Finite Element Program

Abrir Projeto

Figura 161 — Janela de sele¢do do modelo de estrutura a analisar
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Nesta fase o utilizador opta pelo tipo de modelo de estrutura que pretende analisar ao
clicar sobre o botdo ilustrativo dos diferentes modelos de estrutura disponiveis (modelo
de barra, modelo de viga e modelo de estrutura). Consequentemente, € inicializada a
janela de trabalho com as respetivas restricdes impostas na escolha do modelo. E ainda
permitido ao utilizador abrir um projeto existente, embora esta funcionalidade ainda
ndo se encontre implementada na versao 1.0 do programa.

3.2.4.3 Definicdo da geometria a analisar

Assim que o utilizador seleciona o tipo de modelo de andlise, é iniciada a janela de
trabalho ilustrada na Figura 162.

Figura 162 — Janela de trabalho (modelo de barra)

Imediatamente apds o surgimento da janela de trabalho, o utilizador possui diversas
funcionalidades que permitem a insercdo da geometria pretendida para a analise. Estas
funcionalidades podem ser acedidas através dos botdes assinalados na Figura 163, que
ilustra a barra lateral de ferramentas, ou através do submenu do menu geometria
ilustrado na Figura 164.

Figura 163 — Barra lateral de ferramentas com bot&es definir/remover elemento, remover elemento e dividir
elementos assinalados

Geometria Propriedades Cond Geometry Properties Conditions A

Definir Grelha % setcria |
Remover Grelha | Grid Off

DefinirRemover Elementos Define/Remove Elements

Dividir Elementos Divide Elements

Numerar (Elementos e Nds) Numbering (Nodes and Elements

Figura 164 — Submenu do menu geometria nos dois idiomas disponiveis
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O utilizador pode ainda introduzir a geometria através da funcionalidade de importacao
de ficheiros do tipo *.dxf disponivel no submenu do menu arquivo, conforme ilustra a
Figura 165 ou através do botdo disponivel na barra de ferramentas, que contém botdes
de acesso rapido as funcionalidades de arquivo e visualizagdao conforme ilustra a Figura
166.

Arquivo Editar Vista G

l5  Sobre o FELP
Convencgdo de Sinais
Novo Projeto
Abrir Projeto
Importar DXF
Sair

Figura 165 — Submenu do menu arquivo

NEEORRE

Figura 166 —Barra de ferramentas superior

Caso o utilizador opte por importar um ficheiro do tipo *.dxf, ao selecionar essa
funcionalidade é iniciada a pagina de explorador de ficheiros no corrente diretério que
permite ao utilizador selecionar um ficheiro do tipo .dxf conforme ilustra a Figura 167.
Na drop-down list apenas existem as opc¢des de importar ficheiros do tipo .dxf ou
visualizar todos os ficheiros no diretdrio. Caso o utilizador selecione um tipo de ficheiro
diferente do tipo *.dxf, é despoletada uma mensagem de erro e o ficheiro selecionado
ndo é importado. O cédigo que realiza a verificacdo e despoleta a mensagem de erro
ilustrada na Figura 168 pode ser consultado na Figura 169.

|4 Select File to Open X
o~ « Ambiente de trabalho > Tese27032019 > Elementos completos Matlab > GUIfinal » v O Procurar em GUIfinal P
Organizar v Nova pasta =~ ™ @
& Transferéncia # ~
| Documentos #
&=/ Imagens -
Bibliografia
FAE Obsoleto
GUIfinal
Tese27032019
@ OneDrive
[ Este PC
[ Ambiente de tra
& Autodesk 360
= Documentos
&= Imagens
D Misica
¥ Objetos 3D
& Transferéncias
B videos
‘g Disco Local (C)
i Rede v
Norme de ficheiro: | [ ea v

Figura 167 — Janela do explorador de ficheiros que permite importar um ficheiro do tipo .dxf
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4 Erro - *

A extensao do ficheiro nao é valida!

Figura 168 — Mensagem de erro na importagao de extensdes de ficheiro invalidas

$verificar a extensdo do ficheiro
if strcmp(file(end-3:end),'.dxf"')
%$concatenar o caminho com o nome do ficheiro a abrir
ficheiro=[path file];
elseif strcmp(Idioma, 'PT')
erro=('A extensdo do ficheiro ndo é valida!'!');
x=0;

y=0;
unidades=][];

return

elseif strcmp(Idioma, 'EN')
erro=('The file extension is not wvalid!');
x=0;

y=0;
unidades=[];

return

end

Figura 169 — Excerto do cdédigo que realiza a verificagdo da extensdo do ficheiro [autor]

Os principais requisitos estipulados para a funcionalidade importar ficheiros do tipo
Drawing Exchange Format (DXF), e que foram implementados no desenvolvimento do
programa, sao os seguintes:

1.

3.

O utilizador deve conseguir importar ficheiros do tipo .dxf elaborados com
recurso aos softwares Autocad® e nanoCAD;

Devem ser realizados diferentes testes a diversos ficheiros *.dfx gerados através
dos dois softwares anteriormente referidos;

A funcionalidade deve verificar se foi selecionado algum ficheiro e se a extensao
do ficheiro é valida;

21. A funcionalidade deve ler e guardar a informacdo das unidades de medida em

4.

6.

gue se encontra o ficheiro e converter nas unidades de medida definidas nas
preferéncias do programa FELP;

As unidades de medida aceites e convertiveis devem ser as seguintes: milésimas
de polegadas, polegadas, pés, jardas, milhas, milimetros, centimetros, metros e
quildmetros;

Caso as unidades de medida no ficheiro sejam diferentes das que sao aceites,
deve ser gerada uma mensagem de erro e o ficheiro ndo deve ser importado;
S6 devem ser aceites entidades do tipo “Line” e, caso existam dentro do ficheiro
entidades diferentes daquelas que sdo aceites, deve ser despoletada uma
mensagem de erro e o ficheiro ndo deve ser importado;

Desenvolvimento de uma ferramenta informatica em Matlab para anélise de
estruturas pelo método de elementos finitos José Ramos da Silva

169



DESENVOLVIMENTO 170

7. A funcionalidade deve verificar o plano em que se encontram as entidades e se
as entidades que se encontram no ficheiro *.dxf sdo bidimensionais. Caso as
entidades se encontrem num plano diferente do Top View (xy) ou sejam
tridimensionais (exista informacdo na dire¢do z diferente de zero) a importagao
do ficheiro deve falhar e despoletar uma mensagem de erro;

8. Ao importar um ficheiro deve ser removida toda a informagdo da area de
trabalho que exista e ainda nas respetivas varidveis em que essa informacao se
encontre armazenada;

9. A funcionalidade importar deve numerar automaticamente todos os elementos
e 0s seus respetivos nos.

Caso o utilizador opte por desenhar a geometria através das funcionalidades disponiveis
no submenu do menu geometria, numa fase inicial este pode optar por selecionar a
funcionalidade definir grelha e, nessa situacdo, serd iniciada uma janela conforme ilustra
a Figura 170. Nesta janela, o utilizador pode definir os valores maximos e minimos que
pretende para as dire¢oes x e y dos eixos globais e, ainda, definir o espacamento
desejado para a construgdo da grelha. Em seguida, caso o utilizador pressione o botdo
ativar grelha e a informacdo inserida seja valida, surgird a grelha de pontos na drea de
trabalho, conforme pode ser visualizado na Figura 171.

4 Definir Grelna ~ — X ‘
rDirecgao_X

Valor Minimo
Valor Maximo

Espagamento

rDirecgao Y

Valor Minimo

Valor Maximo

Espacamento

Ativar Grelha

Figura 170 — Janela definir grelha
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Figura 171 — Exemplo de uma grelha de pontos ativa na drea de trabalho

Os principais requisitos definidos e implementados para a funcionalidade definir grelha
sao 0s seguintes:

1.

O utilizador pode estabelecer um intervalo de valores para a grelha de pontos
que deve ficar acessivel na drea de trabalho;

Deve ser possivel definir o espacamento da grelha de pontos para as direcées
globais x e y;

Ao ser pressionado o botdo ativar grelha é executada uma verificagdo a todos os
dados inseridos nos campos disponibilizados. Caso o utilizador ndo preencha
todos os campos, deve ser despoletada uma mensagem de erro e a grelha ndo
fica ativa;

S6 sdo aceites valores numéricos reais nos campos de edicdo de texto, caso
contrdrio deve surgir uma mensagem de erro no ecra ao ativar a grelha;

Deve surgir uma mensagem de erro ao ativar a grelha se o valor minimo for
superior ou valor maximo, se o valor do espacamento definido for igual a zero,
ou ainda se o valor do espacamento for igual ou superior a diferenca do valor
maximo com o valor minimo;

Caso o utilizador defina um espagamento demasiado pequeno (superior a 24
espacos) deve surgir uma mensagem de erro no ecra e a grelha ndo fica ativa;
Ao ativar a grelha caso existam elementos na drea de trabalho, estes devem-se
manter inalterados e a grelha deve ficar ativa.

Numa fase posterior, caso o utilizador opte por selecionar a op¢dao do submenu remover
grelha, esta serd removida da area de trabalho. Na circunstancia de nao existir nenhuma
grelha ativa na drea de trabalho, o ato de executar esta funcionalidade ndo origina
qualquer efeito, uma vez que ndo existe nenhuma grelha de pontos ativa para remover.

No cendrio de o utilizador selecionar a funcionalidade do submenu do menu geometria
definir/remover elementos surgird uma janela no ecrd, conforme se pode visualizar na
Figura 172. Nesta funcionalidade o utilizador tem ao dispor dois métodos distintos que
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permitem definir a geometria da estrutura na area de trabalho: através da insercdo das
coordenadas dos nés do elemento ou através da funcionalidade desenhar, que permite
ao utilizador desenhar a estrutura de forma livre na area de trabalho. Caso o utilizador
ative o modo continuo, ao pressionar o botdao adicionar implica que o nd inicial do
elemento seguinte é preenchido automaticamente com a informagdao do né final do
elemento anterior. Para a funcionalidade desenhar, o utilizador ao inserir a primeira
linha inicia automaticamente no nd final a linha seguinte. O clique seguinte do botdo do
lado esquerdo do rato marca a posicdao do nd final do novo elemento a inserir. Caso o
clique seja no botdo do lado direito do rato, é desativada a funcionalidade e ressurge a
janela definir/remover elementos novamente no ecra. O botdo remover, como o nome
indica permite ao utilizador remover um elemento existente na drea de trabalho quando
é dado um clique sobre este.

4| Definir Elem.. —

MNumero

III .

No Incial

N6 Final

[] Modo Continuo Desenhar

Adicionar Remaver

Figura 172 — Janela definir/remover elementos

Os principais requisitos definidos e implementados para esta funcionalidade sdo os
seguintes:

1. O utilizador deve poder inserir elementos através da inser¢ao das coordenadas
dos nds ou desenhar os elementos de forma livre na area de trabalho;

2. Deve existir a possibilidade de o utilizador ativar um modo continuo, que permite
inserir ou desenhar elementos ligados entre si no nd final sem que exista a
necessidade de repetir a insercdo de dados ou repetir cliques, respetivamente;

3. A numeracdo dos elementos deve ser realizada automaticamente e atualizada
no campo numero da janela. Embora, o utilizador possa alterar a numeragao
para o elemento a inserir, se a numeracao inserida for a mesma de um elemento
existente na drea de trabalho deve ser despoletada uma mensagem de erro,
conforme pode ser visualizado na Figura 173;

4. O utilizador, ao inserir elementos através da funcionalidade adicionar, deve
preencher os campos de edicdo para as coordenas dos nés. O primeiro valor deve
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ser a coordenada respeitante a posicdo x e o segundo valor deve ser a posi¢do y.
As posicdes da coordenada devem ser inseridas separadas por ponto e virgula
conforme o exemplo x;y. Caso contrario, surge uma mensagem de erro no ecra
a informar o utilizador que as coordenas ndo foram inseridas corretamente;

5. Ao pressionar o botao adicionar é feita uma verificagdo aos dados inseridos nos
campos de edigdo e, caso o utilizador ndao tenha preenchido todos os campos
com valores numéricos, surge uma mensagem de erro no ecra;

6. Se as coordenadas dos nds do elemento a adicionar pertencerem a uma seccao
interna de um elemento ja existente na area de trabalho é despoletada uma
mensagem de erro e o novo elemento nao é inserido;

7. Se as coordenadas dos nds provocarem a introdugao de um elemento que é
paralelamente coincidente a um elemento ja existente na drea de trabalho surge
uma mensagem de erro e o novo elemento ndo é adicionado;

8. Se as coordenadas dos nés do novo elemento inserido intersetarem um
elemento ja existente na area de trabalho num ndé exterior desse elemento,
provocando assim a sobreposicdo de um ndé criado com uma secc¢do interna do
elemento inserido, deve ser despoletada uma mensagem de erro e este novo
elemento ndo é adicionado a area de trabalho;

9. Ao inserir o elemento, a numeracdo dos nds deve ser gerada de forma
automatica e sequencial do nd inicial para o né final. No entanto, caso o
elemento seja ligado a um né inicial ou final de um elemento ja existente na drea
de trabalho a funcionalidade deve atribuir a mesma numeragao do né existente
ao né do novo elemento;

10. Ao adicionar um novo elemento na drea de trabalho deve ser automaticamente
gerado o eixo local do elemento. A direcdo do eixo do X é a mesma do
desenvolvimento longitudinal do elemento e o sentido é representado do né
com menor numeragao para o nd de maior numeragao. A diregao do eixo do y
toma a direcdo perpendicular a de desenvolvimento do elemento;

11. Ao selecionar a opgao remover um elemento deve ser verificado se existem
elementos a remover. Caso estes ndo existam na area de trabalho, deve ser
despoletada uma mensagem de erro e a funcionalidade desativada;

12. Ao selecionar a opc¢do remover, o comportamento do rato deve alterar quando
se encontra sobre um elemento e apresentar um novo icone com o formato de
um X [96];

13. Ao remover um elemento devem ser removidas todas as propriedades desse
elemento das varidveis e verificado se algumas propriedades pertencem a outro
elemento de continuidade. Na circunstancia de pertencerem estas ndo devem
ser removidas como por exemplo: carregamentos nodais e apoios;

14. Ao adicionar elementos através da funcionalidade desenhar, o icone do rato
deve alterar e apresentar o formato crosshair [97];

15. Caso a grelha de pontos se encontre ativa, o modo de desenho fica limitado aos
pontos da grelha e o rato so deve ficar visivel nas areas circundantes dos nds da
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grelha. Se o utilizador clicar fora desta area, o clique nao é assumido. Se for no
interior da area, a coordenada do clique (coordenado do nd) assume as posicoes
x e y do no da grelha;

16. No modo de desenho e com grelha ativa, se o utilizador clicar num né da grelha
que é coincidente com o nd interior de um elemento ja inserido, deve surgir uma
mensagem de erro e o clique ndao deve ser assumido. O mesmo procedimento
deve ocorrer caso o novo elemento seja paralelo e coincidente com um
elemento ja existente, ou se o novo elemento inserido cruzar um elemento
existente e o nd final ou inicial desse elemento se tornar um nd interior do
elemento a adicionar;

17. Se o utilizador clicar duas vezes num mesmo ponto ao desenhar, o segundo
cligue ndo é assumido;

18. Na funcionalidade desenhar, com a grelha desativada, caso o utilizador clique na
proximidade de um ponto exterior de um elemento existente na drea de
trabalho, deve ocorrer o snap a esse ponto e as coordenadas do clique passam a
ser as coordenadas do ponto;

19. Se o utilizador, ao desenhar com a grelha desativada, executar um clique na
proximidade dos nds interiores de um elemento ja existente na drea de trabalho
que se encontram contidos num poligono, é despoletado um erro e o elemento
nado é adicionado;

20. Ao desenhar um novo elemento com a grelha desativa deve ser verificado se este
elemento é coincidente a algum elemento ja existente na area de trabalho. Caso
seja, deve surgir um erro e o elemento é eliminado. O mesmo procedimento
deve ocorrer caso 0s nds interiores do novo elemento intersectarem a drea de
proximidade dos nds exteriores dos elementos ja inseridos na area de trabalho;

21. O utilizador deve descativar o modo de desenho através de um clique no botao
do lado direito do rato.

4 Erro - P4

Nao é possivel atribuir a mesma numeragao a
elementos diferentes!

Figura 173 — Mensagem de erro na inser¢do de elementos com a mesma numeragao

A partir do momento que existem elementos na area de trabalho o utilizador pode
realizar alteracdes nestes a partir da funcionalidade dividir elementos que, como o
nome indica, permite dividir os elementos selecionados pelo utilizador de acordo com
as opgoes disponibilizadas. As op¢des que a funcionalidade dividir coloca ao dispor do
utilizador passam pela possibilidade de dividir os elementos em n segmentos ou em
intersecc¢des, conforme ilustra a janela que pode ser visualizada na Figura 174.
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4 Dividir Elementos - X

() Dividir em n partes

(® Dividir na interseccédo

1 Numero de segmentos

Executar

Figura 174 — Janela dividir elementos

Os principais requisitos definidos e implementados para esta funcionalidade sdo os
seguintes:

1.

O utilizador deve poder selecionar e dividir um elemento num numero de
segmentos pretendido;

O numero de divisdes inserido por parte do utilizador é verificado e sé sao
aceites numeros pertencentes ao conjunto dos nimeros naturais;

A divisdo por zero ndo é aceite e um elemento ndo pode ser divido em mais que
20 segmentos, a cada execucdo da funcionalidade;

O utilizador seleciona o elemento com um clique do botdo do rato do lado
esquerdo e a funcionalidade é desativada automaticamente;

A gqualquer momento da fase de sele¢do do elemento o utilizador pode desativar
a funcionalidade através de um clique no botdo do rato do lado direito;

Na fase de processamento da divisdo de um elemento em n partes, a numeracao
dos elementos é gerada automaticamente, e é ainda atualizada a numeracao dos
nds de todos os elementos ligados aos nds externos do elemento inicialmente
selecionado;

Caso o elemento selecionado possua propriedades geométricas ou propriedades
materiais definidas, ao gerar os novos elementos devem ser definidas as suas
propriedades com base nas do elemento inicial;

A criagao dos eixos locais dos elementos a gerar deve ser feita automaticamente,
e deve ser tido em conta que os eixos locais dos elementos ligados aos nds
externos do elemento inicialmente selecionado podem alterar com base na
alteracdo imposta pela numeracdo dos nds. Relembra-se que a direcdo do X do
eixo local toma o sentido positivo sempre da menor numeracao do nd para a
maior;

Caso existam carregamentos aplicados no elemento selecionado, estes devem
ser replicados ou atualizados. Na situacao de existirem carregamentos uniformes
ou trapezoidais, estes devem ser replicados nos novos elementos (atencdo a
direcdo do eixo local) e, na circunstancia de existirem carregamentos nodais,
deve ser atualizada automaticamente a informacao na célula dos carregamentos
referente a numerac¢ao do né que contém o carregamento;
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10. A célula que contem a informacdo dos ndés com apoios também deve ser
atualizada de acordo com as alteracdes na numeracdo dos nds que o processo
de divisdo produziu;

11. O utilizador deve poder selecionar e dividir dois elementos na sua intersecgao;

12. O utilizador seleciona o primeiro elemento com um clique no botdo do lado
esquerdo do rato e o elemento selecionado deve ficar em destaque. De seguida,
o utilizador seleciona o segundo elemento da mesma forma. O processamento é
realizado e a funcionalidade desativa automaticamente;

13. O utilizador pode a qualquer momento desativar a funcionalidade com um clique
no botdo do lado direito do rato, mesmo depois de ja ter selecionado um
elemento;

14. O cdédigo internamente verifica se os elementos selecionados se intersectam, ou
se a interseccdo dos elementos acontece nos nds externos de ambos os
elementos. Para a primeira situacdo é despoletada uma mensagem conforme
ilustra a Figura 175;

15. Os requisitos previamente estipulados para a divisdo em n partes que sejam
analogos na aplicacdo da divisdo dos elementos na interseccdo também devem
ser cumpridos, mais nomeadamente aqueles que dizem respeito as
propriedades dos elementos.

4 Emo - X

Os elementos selecionados néao se intersectam!

Figura 175 — Mensagem de erro que surge quando os elementos selecionados nao se intersetam

Por ultimo, o utilizador tem a disposicdo no submenu do menu geometria a opcao de
numerar elementos e nds. Quando o utilizador seleciona esta opcdo e existem
elementos na area de trabalho surge uma janela no ecra conforme a representada na
Figura 176.

4| Numerar elementos e nés — X
Numero do Elem. 1 Aplicar E.

Alterar posicdo da numeracdo de um no

Figura 176 — Janela da funcionalidade numerar elementos e nds
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Os principais requisitos definidos e implementados para esta funcionalidade sdo os
seguintes:

1. O utilizador deve poder alterar manualmente, quer a numeracao de um no, quer
a numeracao de um elemento;

2. O utilizador pode alterar a posicdo em que se encontra a numeracao de um nd
na area de trabalho para uma nova desejada;

3. Ao selecionar a opgao alterar posicao, o cursor deve alterar a sua forma para o
formato fleur quando se encontra sobre a numeragao de um nd. Posteriormente,
ao clicar sobre a numeragao do né, e enquanto o utilizador pressionar o botdo
do lado esquerdo do rato, o né deve ser movimentado juntamente com o cursor
até que o utilizador deixe de pressionar no botdo. Nesta fase, a numeracdo passa
a ser representada na nova localizacdo. A funcionalidade é desativada com um
clique no botdo do lado direito do rato;

4. Quando o utilizador seleciona a op¢do aplicar né ou aplicar elemento o formato
do cursor altera para o formato hand quando se encontra sobre um né ou sobre
um elemento, respetivamente;

5. S3o sé aceites numeracdes pertencentes ao conjunto de nimeros reais maiores
ou iguais a 1;

6. Caso o utilizador altere a numeracdo de um né, é feita uma verificacdo
automatica para aferir se a numeracao atribuida pertence a um nod existente na
estrutura que se encontre na area de trabalho. Se se verificar que a numeragao
atribuida ja pertence a um ndé da estrutura, esse né é renumerado e é-lhe
atribuida a maxima numeragao que se encontre na estrutura mais 1. O mesmo
procedimento deve ocorrer na numeracao de elementos;

7. As alteracGes de numeracdo, quer de nds, quer de elementos, devem-se
repercutir em todas as varidveis que armazenem informacao de funcionalidades
afetadas por estas alteracdes, como por exemplo: propriedades geométricas,
materiais e carregamentos.

Mediante o exposto, o utilizador fica conhecedor das funcionalidades disponibilizadas
no menu geometria que compdem o programa FELP, e é entdo capaz de definir
geometricamente uma estrutura que pretenda vir a analisar. Igualmente com recurso a
informacao disponibilizada na Tabela 34 consegue interpretar e compreender o cddigo
gue compde as funcionalidades descritas e identificar as principais varidveis nessas
funcoes.
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Tabela 34 — Principais variaveis criadas na fase definir estrutura.

Nome variavel Descricao Tipo
coordenadasdosnosaux informacdo das coordenadas dos nds matriz
linha informacao das linhas (graphic object) vetor linha
textelementnum numeracgao elementos (graphic object) vetor coluna
textelementnos numeracdo dos nds (graphic object) vetor coluna
numeranos numeracao dos nds vetor coluna

representacdo do eixo local (graphic

ObjECt) matriz

represeixolocal

3.2.4.4 Introducdo das propriedades dos elementos

Logo apods definir a geometria da estrutura na janela de trabalho, o utilizador pode
definir as propriedades dos elementos. Nesse sentido, deve aceder ao menu
propriedades, formado pelos seguintes itens, conforme Figura 177: definir/remover
seccdo, definir/remover material, elemento de barra linear, elemento de barra
guadrdtico, elemento de viga linear, elemento de viga quadrdtico, elemento de
estrutura linear e elemento de viga quadratico.

Propriedades Condicoes Analise
f s DefinirRemover Secccdo
DefinirfRemover Material
Elemento de Barra Linear
Elemento de Barra Quadratico
Elemento de Viga Linear
Elemento de Viga Quadratico
Elemento de Estrutura Linear

Elemento de Estrutura Quadratico

Figura 177 — Menu propriedades

O utilizador pode ainda aceder a estas funcionalidades através dos botdes assinalados a
vermelho na barra de ferramentas lateral, conforme ilustra a Figura 178

NNEOOPEERE S D

Figura 178 — Barra de ferramentas lateral com botdes de atalho do menu propriedades assinaladas

Quando o utilizador seleciona a op¢do de definir/remover sec¢do surge no ecrd a janela
ilustrada na Figura 179. Na janela encontra-se selecionado por defeito o tipo de seccdo
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padrdo, que permite ao utilizador aceder a informacdo das seccées geométricas que se
encontram na base de dados.

4] Definir Seccdo - X
rTipo Seccdo

Seccgédo Paramétrica lig] Secgdo Genérica K@)

Secgdo Padrdao

Pr da Seccdo

T B L] @]

Europeu v PN v IPN 80 v

Banco de Dados

Angulo da Secgéo

Aplicar Remover

Figura 179 — Janela definir/remover sec¢des, secgdo padrdo

Caso a geometria pretendida ndo se encontre na base de dados disponibilizada, o
utilizador pode optar por definir uma sec¢do paramétrica ou uma secgao genérica. Ao
selecionar o tipo de sec¢do paramétrica, a informacdo na janela é alterada para o
exemplo que pode ser visualizado na Figura 180 e, na opg¢do genérica, a janela é alterada
conforme ilustrado na Figura 181.

|4 Definir Secco

rTipo Secgao

Secgdo Padrdo @] Secgdo Parametrica §OJ Secgdo Genérica @)

Propri da Seccdo
Tipo de Seccdo Tubo Redondo v
Diametro (d)

Aplicar Remover

Figura 180 — Janela definir/remover sec¢bes, seccdo paramétrica

Espessura (t) [m]
d
t
NIA

4 Definir Seccdo - X
rTipo Seccdo

Secgdo Paramétrica i@ Secgdo Genérica §OJ

Secgdo Padrao

Propri da Seccdo

;I

M. de Inércia (I:) [m"]

[m]

Distancia C.G y-

Aplicar Remaver

Figura 181 — Janela definir/remover sec¢Bes, secgdo genérica
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Os principais requisitos definidos e implementados para as diversas opcdes que
permitem ao utilizador definir/remover uma secg¢do sdo os seguintes:

1. O utilizador pode definir uma seccdo com recurso a uma base de dados, as
dimensdes gerais de uma sec¢do, ou através da insercdo das propriedades
necessarias a fase de processamento;

2. Através da base de dados o utilizador apenas necessita de selecionar a sec¢do
pretendida e aplica-la ao elemento. Todas as propriedades devem ser
automaticamente preenchidas na variavel;

3. O utilizador pode rodar perfis do tipo U e do tipo L e aplica-los em diferentes
angulos (0°, 90°,180° e 270°);

4. Ao clicar no botdo aplicar, depois de selecionar uma seccdo, é verificada a
existéncia de elementos na area de trabalho. Se ndo existirem elementos surge
uma mensagem de erro no ecra com essa informagao;

5. Naopcdo de sec¢bGes paramétricas o utilizador pode definir sec¢des do tipo: tubo
redondo, vardao redondo, tubo quadrado e retangular, varao quadrado e
retangular, e perfis com formato |, conforme pode ser visualizado na Figura 182;

6. O utilizador apenas necessita de inserir as dimensdes gerais e todos os calculos
necessarios para obter as propriedades necessarias a fase de processamento sao
efetuados automaticamente. Apds a escolha do elemento, as propriedades sao
armazenadas na varidvel que contém a informacao das seccdes dos elementos;

7. Caso o utilizador ndo preencha o campo de edi¢do de texto referente ao nome
da secgdo, ou se o numero de caracteres for superior a 20, sera despoletada uma
mensagem de erro;

8. Para cada tipo de secc¢do disponivel na janela das sec¢des paramétricas é
realizada a verificacdo aos dados inseridos para que estes sejam considerados
validos, como por exemplo: se os dados sdo numéricos positivos e se a espessura
ndo é superior as dimensdes da seccdo;

9. Na circunstancia de o utilizador optar por uma seccao genérica devem ser
preenchidas as informacgdes referentes a drea da sec¢dao, momento de inércia e
distancias do eixo neutro as fibras superior e inferior. As verificagdes enunciadas
anteriormente também devem acontecer para esta opgao;

10. Quando o utilizador pressiona o botdo aplicar passa a ter acesso a area de
trabalho e, ao passar o cursor do rato sobre um elemento, este deve ficar em
destaque;

11. Quando o utilizador seleciona a opc¢do aplicar, todos os elementos que ja se
encontrem com seccao atribuida devem apresentar uma cor verde;

12. Caso o utilizador selecione um elemento ja com as propriedades geométricas
definidas, é despoletada a mensagem de erro da Figura 183 e a sec¢ao ndo é
atribuida;

13. Ao remover as propriedades geométricas, os elementos que possuam estas
definidas devem ser apresentados na cor verde na area de trabalho e, ao serem
selecionados, devem voltar a apresentar a cor negra.
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Propriedades da Secgdo

BT T el | Tubo Quadrado e Rectangular v

Tubo Redonde

Tubo Quadrado & Rectangular

Altura (h) Wardo Quadrado e Rectangular
s Perfil com formato | @I
h
t

1

Figura 182 — Tipos de secgdes paramétricas

[# Erro - X

O elemento ja se encontra definido! Caso pretenda
alterar, remova as propriedades existentes.

Figura 183 — Mensagem de erro que informa que as propriedades geométricas se encontram definidas

Posteriormente, o utilizador pode proceder a atribuicdo das propriedades materiais nos
elementos existentes na area de trabalho e deve, para isso, selecionar a opgao
definir/remover material. Esta interacdo provoca o surgimento na area de trabalho da
janela ilustrada na Figura 184, que permite ao utilizador definir um nome para o
material, o médulo de Young do material e o peso especifico.

4 Definir Material - X |

Nome do Material
Madulo de Young (E)
Peso Especifico (v)

Aplicar Remover
-

Figura 184 — Janela definir/remover material

Os requisitos implementados para esta funcionalidade sdo descritos de seguida:

1. O utilizador pode definir o mddulo de Young e o peso especifico do material;

2. Caso o utilizador ndo preencha o campo de edicdo de texto referente ao nome
do material, ou se o numero de caracteres for superior a 20, surge uma
mensagem de erro no ecr3;

3. Os dados inseridos para o médulo de Young e peso especifico sdo verificados
internamente e sé sdo aceites valores numéricos positivos;

4. Ao selecionar a opgao aplicar quando o cursor do rato se encontra sobre um
elemento, este deve ficar em destaque;

5. Os elementos com propriedades materiais definidas quando a funcdo aplicar é
ativada devem ser apresentados na cor verde;

6. Caso o utilizador selecione um elemento com propriedades definidas, deve
surgir uma mensagem de erro e as propriedades ndo sdo aplicadas;
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7. Ao remover as propriedades dos elementos, os que se encontram definidos
devem ser apresentados na cor verde e, ao ser selecionados, passar para a cor
negra;

8. Caso o utilizador pretenda remover as propriedades materiais de um elemento
que ndo tém propriedades materiais definidas, deve surgir uma mensagem de
erro no ecra com essa informacao.

De seguida, o utilizador deve proceder a sele¢ao do tipo de elementos que se encontram
na drea de trabalho: elementos lineares (dois nds) ou quadraticos (trés nés) conforme
ilustra a Figura 185. Esta informacao é relevante e utilizada posteriormente na fase de
processamento uma vez que, dependendo do tipo de elemento, linear ou quadratico,
varia a fungao utilizada na fase de processamento.

Propriedades Condigoes Analise

s

DefinirRemover Secccio

-

Definir/Remover Material
v Elemento de Barra Linear
Elemento de Barra Quadratico

Elemento de Viga Linear
Elemento de Viga Quadratico
Elemento de Estrutura Linear
Elemento de Estrutura Quadratico

Figura 185 - Opc¢do elementos de barra linear ativa

Note-se que as op¢des disponiveis variam consoante a escolha do modelo (barra, viga
ou estrutura).

Por ultimo, na Tabela 35 pode-se consultar a informacao referente as principais varidveis
utilizadas nesta fase do programa, assim como a sua tipologia e descricao.

Tabela 35 — Principais varidveis criadas na fase definir propriedades.

Nome varidvel Descricao Tipo
material informacdo dos materiais aplicados na estrutura célula
seccoes informacdo das seccdes aplicadas na estrutura célula
blvalue informacdo opgdo de barra linear ativa/desativa escalar
bgvalue informacdo opcdo de barra quadratica ativa/desativa escalar
vlvalue informacdo opgdo de viga linear ativa/desativa escalar
vgvalue informacdo opgdo de viga quadratica ativa/desativa escalar
elvalue informacdo opgdo de estrutura linear ativa/desativa escalar
egvalue informacgdo opgdo de estrutura quadratica ativa/desativa  escalar
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3.2.4.5 Introducdo das condicdes fronteira, carregamentos e analise do problema

O utilizador procede nesta fase a definicdo das condi¢cdes fronteira e aplica
carregamentos, bastando para isso aceder ao submenu definir apoios ou definir
carregamentos do menu condi¢cdes conforme apresentado na Figura 186. Esta operacao
também pode ser realizada através dos botdes de atalho da barra de ferramentas lateral
assinalados a vermelho na Figura 187.

Condicoes Analise

X Definir Apoios

Definir Carregamento

Aplicar Peso Proprio

Figura 186 — Menu condigdes

Figura 187 — BotGes de atalho das funcionalidades definir apoios e definir carregamentos

Ao selecionar a funcionalidade definir apoios surge no ecra uma janela igual aquela
gue é apresentada na Figura 188. Nesta fase, o utilizador pode proceder a definicdo do
tipo de apoios que pretende inserir numa estrutura que se encontre na area de
trabalho.

|4 Definir Ap.. — X

~Desloc. x
® 0

~Desloc. y
® EHEEE

-Rotacdo z
[OM Frescrito

-Angulo apoio [deg] —————
oo G

Figura 188 — Janela definir apoios, modelo de barra

Os principais requisitos definidos e implementados nesta funcionalidade podem ser
consultados na listagem apresentada de seguida:

1. O utilizador pode definir apoios do tipo simples, duplo ou encastrado. Conforme
o tipo de modelo em que se encontre, determinadas opc¢bes devem estar
desativadas em consonancia com as restricdes imputadas pela formulacdo do
modelo;
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2. Para cada tipo de apoio o utilizador pode definir o angulo de rotacdo com que
este se encontra, tendo por base o eixo global. Um angulo de rotagao positivo é
medido no sentido contrario ao dos ponteiros do reldgio;

3. Oanguloinserido é sujeito a uma verificagao interna aquando a selegao do botao
aplicar e, caso ndo seja um valor numérico contido no intervalo fechado entre 0
e 359, é despoletada uma mensagem de erro conforme ilustra a Figura 189;

4. A combinacdo das opc¢des disponiveis é alvo de uma verificacdo no momento de
aplicacdo do apoio e, caso estas ndo se enquadrem no tipo de apoios permitidos,
é despoletada uma mensagem de erro no ecr3;

5. Ao aplicar uma combinacdo de opc¢des vdlida, o utilizador tem acesso a area de
trabalho e, ao passar o cursor do rato na area envolvente de um nd, esta deve
ficar circunscrita. Caso o utilizador clique no botdo do lado esquerdo do rato com
o cursor no interior da drea do circulo, deve ser adicionado o apoio a esse no, e
a variavel que armazena os dados referentes aos apoios na estrutura ser
automaticamente preenchida;

6. Caso o utilizador selecione um nd da estrutura que ja se encontre definido surge
uma mensagem de erro no ecrd a informar que esse nd ja se encontra
restringido, e a funcionalidade é desativada sem que ocorra a insercao do novo
no;

7. Ao selecionar a opgcdao remover o utilizador tem acesso a area de trabalho e,
quando o cursor do rato se encontra sobre um apoio, este muda para o formato
hand. Ao ser executado um clique no botdo do lado esquerdo do rato, o apoio é
removido da estrutura e da varidvel onde se encontra a sua informacdo
armazenada;

8. Na eventualidade de ndo existirem apoios na estrutura e o utilizador selecione a
opc¢ao remover, é despoletada uma mensagem de erro a informar que nao
existem quaisquer apoios na estrutura;

9. Arepresentacgdo grafica para os tipos de apoios disponiveis encontra-se definida
na Figura 190.

4 Erro - X

So6 sao aceites valores numericos, entre 0 e 359!

Figura 189 — Mensagem de erro para angulos de apoios invalidos

VAN AN

a) b} [«

Figura 190 — Tipos de apoios do programa: a) apoio simples; b) apoio duplo; c) encastramento
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As rotacles de apoio sdo refletidas na matriz de rigidez de acordo com o processo
descrito na referéncia [98], conforme se pode analisar no excerto de cddigo apresentado
na Figura 191.

$MPC provocado pela rotagdo de apoio

%$Por Katan temos que kGL=TA*rigidez*TA', TA é a matriz transformagdo em
fungdo do angulo do apoio e provoca a alteragdo da matriz global nas
posigbdes dos nés afetados pela rotagdo do apoio em coordenadas locais

%$S6 a reagdo Horizontal e vertical é que sofre transformacdo as reagdes a
rotagdo mantém-se iguais independentemente da rotagdo do
%apoio, na decomposigdo das forgas F e M ndo somam sdo forgas
%$independentes
TA=eye (3*numerodenos, 3*numerodenos) ;
i=1;
for e=1l:numerodenos;
if (ang(e)==0) &&(ang(e)==360)

elseif e==
TA (e*2-1,e*2-1)=cosd(ang(e)) ;
TA (e*2-1,e*2)=sind(ang(e)) ;
TA (e*2-1,e*2+1)=0;

TA (e*2,e*2-1)=-sind (ang(e)) ;
TA (e*2,e*2)=cosd (ang(e)) ;
TA (e*2,e*2+1)=0;

TA (e*2+1,e*2-1)=0;
TA (e*2+1,e*2)=0;
TA (e*2+1,e*2+1)=1;

else
TA (e*2-1+i,e*2-1+i)=cosd(ang(e)) ;
TA (e*2-1+i,e*2+i)=sind(ang(e));
TA (e*2-1+i,e*2+1+i)=0;

TA (e*2+i,e*2-1+i)=-sind(ang(e)) ;
TA (e*2+i,e*2+i)=cosd (ang(e)) ;
TA (e*2+i,e*2+1+i)=0;

TA (e*2+1+i,e*2-1+i)=0;
TA (e*2+1+i,e*2+1i)=0;
TA (e*2+1+i,e*2+1+i)=1;
i=i+l;

end

end

clear i

KGL= TA*rigidez*TA';

Figura 191 — Excerto do cédigo do elemento de estrutura que lida com as rotagdes de apoios

Posteriormente, o utilizador pode proceder a aplicacdo de carregamentos na estrutura
através da funcionalidade definir carregamentos. Quando esta funcionalidade é ativada
surge no ecra a janela representada na Figura 192, que coloca a disposicao do utilizador
diversas opcGes de carregamentos passiveis de serem aplicados a estrutura que se
encontre na area de trabalho.
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4| Definir Carregamento - X |

Carmregamento Nodal

Carmegamento Uniforme

Carregamento Trapezoidal (2p.)

F [N] X

o
[ <]
-

M [N.m]

X

o

BRE

w [N/m]
Dir. Local Dir. Global
Direcgdo X Direcgdo Y

wi [N/m)

(=]

wj [N/m]

Dir. Local Dir. Global

Remover

II II<

Aplicar

Figura 192 — Janela definir carregamentos

Os principais requisitos definidos e implementados para esta funcionalidade sdo os
seguintes:

1.

O utilizador deve poder optar entre trés tipos diferentes de carregamentos:
nodais, uniformes e trapezoidais definidos por dois pontos;

Para as opg¢Oes de carregamentos uniformes e trapezoidais deve ser possivel
optar entre o sistema de eixos local e global;

Consoante o tipo de modelo do projeto determinadas opcdes de carregamento
devem estar desativadas, como por exemplo: no modelo de barra ndo deve ser
possivel inserir esforcos provocados por momentos nodais ou esforcos ao longo
do elemento perpendiculares ao eixo de desenvolvimento do elemento;
Quando o utilizador seleciona a funcionalidade aplicar é verificada a existéncia
de elementos na area de trabalho e, caso estes ndo existam, é despoletada uma
mensagem de erro no ecra e a funcionalidade é desativada;

Ao aplicar o carregamento todos os dados inseridos sdo verificados e sé sdo
aceites valores numéricos. Na circunstancia de a verificacdao falhar é despoletada
uma mensagem de erro e a funcionalidade é desativada;

Quando o utilizador pretende aplicar um esforco nodal, depois de aceder a area
de trabalho, ao aproximar o cursor de um né de um elemento este é circunscrito.
Caso o utilizador clique no botdo do lado esquerdo do rato no interior desta area,
o carregamento é aplicado ao no graficamente, e a informacao é armazenada na
respetiva varidvel,

Na situacdo de o utilizador tentar aplicar um carregamento uniforme ou
trapezoidal quando o cursor do rato se aproxima de um elemento, este deve ser
destacado dos restantes. Ao ser pressionado o botdo do lado esquerdo do rato
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10.

11.

12.

13.

sobre o elemento em destaque, a forca é adicionada graficamente ao elemento
e é armazenada na respetiva variavel;

Sempre que é aplicada uma forca, independentemente da opc¢ao escolhida, a
funcionalidade é desativada automaticamente;

O utilizador pode desativar a fungdo aplicar a qualquer momento quando se
encontra na area de trabalho, bastando para isso clicar no botdo do lado direito
do rato;

O utilizador pode adicionar mais do que um carregamento uniforme ou
trapezoidal a um mesmo elemento e a representacao grafica do carregamento
seguinte é sempre escalada face a anterior, para se evitar sobreposicées de
carregamentos, o que tornaria confusa a sua leitura e interpretacdo na area de
trabalho;

A aplicagdo de carregamentos nodais diferencia-se do requisito anterior na
aplicagdo de momentos nodais, uma vez que apenas é possivel adicionar um
esforco de momento por ng;

Quando o utilizador ativa a funcionalidade remover, caso ndo existam
carregamentos na estrutura, surge uma mensagem no ecra a informar o
utilizador e a funcionalidade remover é desativada;

Para remover um carregamento o utilizador deve ter ativa a funcionalidade
exibir carregamentos do menu vista e, quando o cursor do rato se encontrar
sobre a informacdo do valor do carregamento, este altera para o formato hand.
Caso seja dado um cligue no botdo do lado esquerdo do rato sobre esse
elemento o carregamento é removido graficamente e da varidavel em que se
encontra armazenado.

Na Figura 193 pode ser consultado um modelo de estrutura exemplo de um pértico com
diferentes tipos de carregamento aplicados e apoios. E ainda visivel o sistema de eixos
local de cada elemento, a numeracdo dos nds e dos elementos.

25N

W/N Z2

A

1 5
L J'l'

Figura 193 — Modelo de estrutura, exemplo de um pértico
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Conforme é evidente ao analisar a Figura 193, o utilizador predispde de diversas opcoes
de visualizacdo grafica que podem ser acedidas através do menu vista, conforme
apresentado na Figura 194.

Vista Geometria Propriedades Condi

A

Pan

ZoomIn

Zoom Out

Exibir Numeracdo (Elementos e Nos)
Exibir Apoios

Exibir Eixo Local (Elementos)

AL L N

Exibir Carregamentos
Figura 194 — Menu vista

Apds os passos descritos anteriormente a estrutura encontra-se agora definida e
apropriada ao processamento. Para iniciar o processamento, o utilizador deve aceder
ao menu analise e selecionar a opc¢ao calcular conforme representado na Figura 195.

I_I!gc

alcular

Figura 195 — Menu anélise

Nesta fase é iniciado o processamento dos dados introduzidos por parte do utilizador e,
antes de iniciar o processamento, sao realizadas internamente diferentes verificacGes
conforme enunciados na listagem seguinte:

Existem elementos na drea de trabalho;

Todos os elementos existentes tém as propriedades geométricas definidas;
Todos os elementos possuem as propriedades materiais definidas;

Existe pelo menos um carregamento aplicado na estrutura;

Existe pelo menos um tipo de apoio aplicado na estrutura;

Os elementos estdo assinalados como lineares ou quadraticos.

oV hswNPR

Se o programa falhar em alguma das verificacdes referidas anteriormente é despoletada
uma mensagem de erro no ecra a informar o utilizador do tipo de erro que ocorreu, e 0
processamento n3dao é executado. Se todas as verificagdes iniciais se demonstrarem
validas, o processamento é iniciado e, caso ocorra algum tipo de instabilidade, é
despoletada uma mensagem de erro conforme ilustra a Figura 196 e o processo de
calculo é interrompido.
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4 Erro - X

Instabilidade detectada. Verifique se a estrutura em
analise se encontra cor restringida!

Figura 196 - Mensagem de erro despoletada quando o modelo em andlise é instavel

A detecdo das instabilidades é feita de duas formas distintas. A primeira forma acontece
na fase de obtencdo da solucdo através da analise da matriz de rigidez e, caso esta seja
singular, é despoletada a mensagem de erro na Figura 196. Na segunda fase, apds a
obtengdo da solugdo, verifica-se se a estrutura em analise se encontra em equilibrio
estatico. Apds todas as verificagbes e conclusdo do processo de calculo, fica disponivel
0 acesso ao menu resultados, que até ao momento se encontrava bloqueado.

Na Tabela 36 pode-se consultar a informacao referente as principais varidveis utilizadas
nesta fase do programa assim como a sua tipologia e descrigao.

Tabela 36 — Principais variaveis criadas nas fases definir condi¢cdes e analise.

Nome varidvel Descrigao Tipo
carregamentos informacdo dos carregamentos aplicados célula
apoios informacdo dos apoios aplicados célula
deformada mfprmagao da estrutura deformada (graphic vetor linha
object)

faxiais1 a 3 mformgag:ao.dos diagramas das forgas axiais vetor linha
(graphic object)

forcacortel a 3 mformgag:ao.dos diagramas das forcas de corte vetor linha
(graphic object)

momentofletorl a 3 informacao dog dlag_ramas dos momentos vetor linha
fletores (graphic object)
informacdo dos mapas de cor das tensdes .

tensoesnapol ; o ) . vetor linha
normais (axiais; lineares) (graphic object)
informacdo dos mapas de cor das tensdes .

tensoesnaqpol ; o o . ; vetor linha
normais (axiais; quadraticos) (graphic object)

MinsigmaA menor valor da tensdo normal (axial) escalar

MaxsigmaA maior valor da tensao normal (axial) escalar
informacdo dos mapas de cor das tensdes .

tensoesnmpol ; o ; . vetor linha
normais (momentos; lineares) (graphic object)
informacdo dos mapas de cor das tensdes .

tensoesnmqpol ; ) . ; vetor linha
normais (momentos; quadr.) (graphic object)

. menor valor da tensdo normal (momentos

MinsigmaM escalar

fletores)
. maior valor da tensdao normal (momentos

MaxsigmaM escalar
fletores)
informacdo dos mapas de cor das tensdes de .

tensoescpol vetor linha

corte média (lineares) (graphic object)
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informacdo dos mapas de cor das tensdes de

tensoescqpol corte média (quadraticos) (graphic object) vetor linha
MinTau menor valor da tensdo de corte escalar
MaxTau maior valor da tensao de corte escalar
informacao dos mapas de cor das tensdes de .
tensoesvmspol : . s ; . vetor linha
von Mises (superiores;lineares) (graphic object)
informacao dos mapas de cor das tensdes de .
tensoesvmsqpol : . ’ ; . vetor linha
von Mises (superiores;quadr.) (graphic object)
. maior valor da tens3o de von Mises (fibras
MaxVonMisess . escalar
superiores)
. . menor valor da tensdo de von Mises (fibras
MinVonMisess superiores) escalar
. informacdo dos mapas de cor das tensdes de .
tensoesvmipol von Mises (inferiores;lineares) (graphic object) vetor linha
. informacdo dos mapas de cor das tensdes de .
tensoesvmigpol von Mises (inferiores;quadr.) (graphic object) vetor linha
N maior valor da tensdo de von Mises (fibras
MaxVonMisesi inferiores) escalar
. L menor valor da tensdo de von Mises (fibras
MinVonMisesi . : escalar
inferiores)
dadostabelargl informacao das reagdes globais na tabela de matriz
resultados
dadostabelarl informacao das reagdes locais na tabela de matriz
resultados
dadostabelad informacao dos deslocamentos e rotagdes na matriz
tabela de resultados
dadostabelaf informacdo das forcas na tabela de resultados matriz
dadostabelat informacdo das tensdes na tabela de resultados  matriz

3.2.4.6 Apresentacdo de resultados

Nesta fase o menu resultados é desbloqueado, assim como a pop-up resultados que se
encontra na barra de ferramentas superior. O utilizador pode consultar os resultados da
analise de calculo de trés formas distintas, conforme ilustra a Figura 197.

Resultados

Diagramas

Mapas de Cores
Tabelas

Dependendo do tipo de modelo de analise em que o utilizador se encontra existem
opc¢des do submenu diagramas e do submenu mapas de cores que ndo se encontram
acessiveis, conforme se pode consultar na Figura 198 dado que, para o modelo em

Resultados

Figura 197 — Menu e pop-up resultados

guestdo, os resultados sdo inexistentes.
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(®) Estrutura Deformada

® Tensdo Normal (Axial)

(O) Forgas Axiais

a)

b)

Figura 198 — OpgGes da funcionalidade ativas para o modelo de barra: a) diagramas; b) mapas de cores

Caso o utilizador opte pela opgdo de consultar os resultados sobre a forma de tabelas a
area de trabalho, que anteriormente apresentava a estrutura, passa a apresentar uma
tabela, conforme visivel na Figura 199. Na parte inferior pode-se alternar entre as cinco
opcOes diferentes de consulta dos resultados existentes (reacdes em coordenadas
globais, reacdes em coordenadas locais, deslocamentos, forcas e tensoes).

4 FELP - Finite Element Program _ verso 1.0 - Barra 2D

111111

N6 RafkN] RylkN]
7 1 01876 07052

7

3 0.2684 04712

NN RNRENEREEEE

@ Reacgdes (C. Globais) O Reacgdes (C. Locais)

O Deslocamentos

Tabelas

O Forgas

O Tensdes

Figura 199 - Exemplo de resultados apresentados sobre a forma de tabela

Os diagramas seguem a convencao de sinais definida no subcapitulo 3.1, e deve ainda
ter-se em consideracao que esforgos axiais e os esforcos de corte positivos sao
apresentados no lado positivo da direcdo do eixo y local do elemento. Na Figura 200 e
Figura 201 s3o apresentados os diagramas e mapas de cores obtidos na andlise de uma
estrutura exemplo num modelo de barra, com o intuito de elucidar e clarificar o leitor
sobre a forma como os resultados sao apresentados.
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a) b)

Figura 200 — a) diagrama da estrutura deformada; b) diagrama das forgas axiais

TR

Figura 201 — Mapas de cores da tensdo normal (axial)

3.2.5 Validagdo do software desenvolvido

Com o propdsito de se validar o programa desenvolvido procede-se a resolucdao dos
modelos de teste apresentados no subcapitulo 3.1, e os resultados obtidos s3o agora
comparados com os esperados ja apresentados também no subcapitulo 3.1. Nesta fase
apenas se procede a analise de dois dos problemas modelos utilizados anteriormente,
uma vez que o programa desenvolvido utiliza as formulagdes ja previamente validadas.

3.2.5.1 Elementos de barra 2D

12 Problema modelo do subcapitulo 3.1.1.4

Primeiramente define-se a geometria, as propriedades e condi¢cbes da estrutura
apresentada na Figura 51 conforme pode ser consultado na Figura 202.

Desenvolvimento de uma ferramenta informatica em Matlab para anélise de
estruturas pelo método de elementos finitos José Ramos da Silva



DESENVOLVIMENTO 193

Figura 202 — Primeiro problema modelo de barra definido no programa FELP

De seguida, procede-se a fase de andlise e obtém-se os resultados apresentados de
seguida considerando uma analise para elementos de barra lineares. Os resultados
obtidos para as op¢des do submenu diagramas podem ser consultados na Figura 203,
para as op¢Oes do submenu mapas de cores na Figura 204 e os resultados das tabelas
podem ser consultados na Figura 205.

38

a) b)

Figura 203 — Resultados do primeiro problema modelo (linear). a) estrutura deformada; b) esforcos axiais

20

19.6333

2 19.6867

%

MPa)

195

19.3333

19.1667

19

Figura 204 — Resultados do primeiro problema modelo (linear), tensdo normal (axial)

Desenvolvimento de uma ferramenta informatica em Matlab para anélise de
estruturas pelo método de elementos finitos José Ramos da Silva



DESENVOLVIMENTO 194

Né Rac[kN] Ry[kN] N6 ne[kN] ry[kN] (-] U1[mm] U2[mm]
1 -2.5712 -3.0642 1 -2.5712 -3.0642 1 0 0
2 0 0 2 0 0 7 0.1224 0.1459
a) b) o)
Nimero Elemento,  fx[kN] Numero Elemento fi/Ax[MPa)
1 2.0000| 1 20.000
d) e)

Figura 205 — Resultados do primeiro problema modelo (linear). a) reagdes c. globais; b) reagdes c. locais; c)
deslocamentos; d) forgas axiais; e) tensdo normal axial

Posteriormente, altera-se o tipo de elementos para elementos de barra quadraticos, e
obtém-se os resultados descritos na Figura 206, Figura 207 e Figura 208 para as
diferentes opc¢des do menu resultados.

a) b)

Figura 206 — Resultados do primeiro problema modelo (quadratico). a) estrutura deformada; b) esforgos axiais

39.9999
33.3333

2
7
- 26.6666

«
'\ - 19.9999

/ 13.3333

6.6667

[MPa]

L]

Figura 207 — Resultados do primeiro problema modelo (quadraticos), tensdo normal (axial)
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N6 Rx[kN] Ry[kN] N6 mx[kN] ry[kN] Elemento N6, U1[mm] U2[mm]

1 -2.5712 -3.0642 1 -2.5712 -3.064 1 0 0
2 0 0 2 0 1-2 (L2) 0.0918 0.1094

a) b) | 2 0.1224 01459

Nimero Elemento| fx(x=0) [kN] | fx(x=L/2) [kN] | fx(x=L) [kN] <)
1 4.0000 2.0000 0
d)
Nimero Elemento f/Ax(x=0) [MPa] | fix/Ax(x=L/2) [MPa] | fx/Ax(x=L) [MPa]
1 39.9999 20.0000 0
e)

Figura 208 — Resultados do primeiro problema modelo (quadratico). a) reagGes c. globais; b) reagdes c. locais; c)
deslocamentos; d) forgas axiais; e) tensdao normal axial

32 Problema modelo do subcapitulo 3.1.1.4

Inicialmente define-se a geometria, as propriedades e condi¢cbes da estrutura
apresentada na Figura 73 e pode ser consultado na Figura 209.

e 3 = 4

1

1000 N

Figura 209 — Terceiro problema modelo de barra definido no programa FELP

Posteriormente, define-se que a estrutura é composta por elementos do tipo de barra
linear e procede-se a fase de processamento. Os resultados obtidos para esta simulacdo
sao apresentados na Figura 210, Figura 211 e Figura 212.

oy 2 - 3 =4 - 2 oy 3 =4
W N ; ! o 3
N .. A N A
o - & S #
- \ d . N 4
R \ - S d
S Y - ta N, e
\\; - o y s \_\\.\_,. o iy
j- A ", ] l\/
>\ T '>/ o~ \.>\\ o
. Sy ~ e, ’
“ )'._\ — “, . &
., o L " ., &
e b p
1 L
a) b)

Figura 210 — Resultados do terceiro problema modelo (linear). a) estrutura deformada; b) esforgos axiais
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0.1414

0.1095

0.0776

0.0457

[MPa]

0.0138

-0.0181

-0.05

Figura 211 — Resultados do terceiro problema modelo (linear), tensdo normal (axial)

N6 Rax[kN] Ry[kN] Né n[kN] ry[kN] Né U1[mm)] U2[mm]
2 -1.0000 1.0000 2 1.0000 -1.0000 1 0.0033 5.0000e-04
3 0 -1 3 0 1 2 0 0
4 0 0 4 0 0 3 0 0
a) b) | 4 0.0038 0
MNimero Elemento fi[kN] MNumero Elemento fx/Ax[MPa] <)
1 1.4142 1 0.1414]
2 -1 2 -0.0500
3 0 3 0
d) e)

Figura 212 — Resultados do terceiro problema modelo (linear). a) reagGes c. globais; b) reac¢des c. locais; c)
deslocamentos; d) forgas axiais; e) tensdo normal axial

E feita de seguida uma segunda simulacdo, mas nesta consideram-se elementos de barra
guadraticos. Os resultados obtidos sdao apresentados na Figura 213, Figura 214 e Figura
215.

Figura 213 — Resultados do terceiro problema modelo (quadratico). a) estrutura deformada; b) esforgos axiais
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0.1414

0.1095

0.0776

0.0457

[MPa]

0.0138

-0.0181

-0.05

Figura 214 — Resultados do terceiro problema modelo (quadratico), tensdo normal (axial)

U1[mm]
0.0033
0.0017

0
0.0017
0
0.0036
0.0038

U2[mm]
5.0000e-04
2.5000e-04

0
2.5000e-04
0
2.5000e-04
0

e)

Né Rux[kN] Ry[kN] N6 m[kN] ry[kN] Elemento Né
2 -1.0000 1.0000 2 1.0000 -1.0000 1
< 0 -1.0000 e 0 1.0000Q1-2 (L/2)
4 0 0 4 0 0 2
a) b) 1-3 (L/2)
Nuamero Elemento fx(x=0) [kN] | fx(x=L/2) [kN] | fx(x=L) [kN] 14 (LU2) !
1 1.4142 14142 1.4142 4
2 -1 -1 -1
3 0 0 0
d)
MNdmero Elemento fu/Ax(x=0) [MPa] | fx/Ax(x=L/2) [MPa] fx/Ax(x=L) [MPa]
1 0.1414 0.1414 0.1414
2 -0.0500 -0.0500 -0.0500
3 0 0 0

c)

Figura 215 — Resultados do terceiro problema modelo (quadratico). a) reagdes c. globais; b) reagdes c. locais; c)

deslocamentos; d) forgas axiais; e) tensdo normal axial

Finalmente, pode-se afirmar que os resultados obtidos para ambos os problemas
modelo analisados sdo corretos, e se encontram de acordo com o esperado. Esta
afirmacdao é efetuada com base na comparacdo dos resultados apresentados
anteriormente com aqueles apresentados nas tabelas e figuras do subcapitulo 3.1.1.4.
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3.2.5.2 Elementos de viga 2D

12 Problema modelo do subcapitulo 3.1.2.4

Numa fase inicial define-se a geometria, as propriedades e condi¢cdes da estrutura
apresentada na Figura 84 no programa FELP, conforme se pode visualizar na Figura 216.

1 | 1 %J@zooo N.m | 2 3
U '

Figura 216 - Primeiro problema modelo de viga definido no programa FELP

Logo de seguida, define-se que a estrutura é composta por elementos do tipo viga linear
e procede-se a fase de calculo. Os resultados obtidos para esta simulacdo podem ser
consultados da Figura 217 a Figura 222.

,.
v
v
E .2

A J

Figura 217 — Resultados do primeiro problema modelo de viga (linear). a) estrutura deformada; b) forgas de corte; c)
momentos fletores
1608187
1047758

48,7320

|__—T :1 | — T ;2 | — -7.3100

(MPa]

-631.3528

119.3957

-175.4386

Figura 218 — Resultados do primeiro problema modelo viga (linear), tensdo normal (momentos fletores, fibras
superiores)
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2.1698

1.5400

09118

L > . 0.283

[MPa]

-0.3459

08749

-1.6038
Figura 219 — Resultados do primeiro problema modelo viga (linear), tensdo corte

175.4788

165,731

155.9832

» = i 146.2354

[MPa]

136.4876

126.7398

116.992
Figura 220 — Resultados do primeiro problema modelo viga (linear), tensdo equivalente von Mises (fibras
superiores)
1754788

165.731

1559832

g
1462354 &

1364876

1267308

116,992

Figura 221 — Resultados do primeiro problema modelo viga (linear), tensdo equivalente von Mises (fibras inferiores)
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No Ry[kN] Mz[kNm] No rx[kN] ry[kN] Mz[kNm] Neé U2[mm] #lrad]
1 2.3000 5.5000 1 -2.3000 0 5.5000 1 0 0
3 1.7000 -4.5000) 3 1.7000 0 -4.5000 2 -60.9162 0.0037
a) b) 3 0 0
q
Nimero Elemento| fy{x=0) [kN] | fy(x=L) [kN] \Mz(x=0) [kNm] Mz(x=L) [kNm]|
1 2.3000 2.3000 5.5000 -6
2 -1.7000 -1.7000 4 4.5000)
d)
Numero Elemento “levp){x:m [MPa] aMpr)[X:L)lMPaJ GMZM?(I:U) [MPa] "leyna(x:l'] [MPa]|fy/Ax(x=0) [MPa]| fy/Ax(x=L) [MPa]
1 160.8187 -175.4386 -160.8187 175.4386 2.1698 2.1698
2 -116.9591 131.5789 116.9591 -131.5789 -1.6038 -1.6038
Nimero Elemento | 0, MIMWP(:O] MPal s, Miﬂyp)[FL) MPa] g, Mimym(FU) MPa) g, MIMY“J{FL} [MPa]
1 160.8626 175.4788 160.8626 175.4788
2 116.9920 131.6083 116.9920 131.6083
€)

Figura 222 — Resultados do primeiro problema modelo de viga (linear). a) reagdes c. globais; b) reag&es c. locais; c)
deslocamentos; d) forgas; e) tensdes

Realiza-se ainda uma segunda simulacdo, mas nesta consideram-se elementos de viga
quadraticos. Os resultados obtidos sao apresentados da Figura 223 a Figura 227.

— 1.
—

o)

Figura 223 — Resultados do primeiro problema modelo de viga (quadraticos). a) estrutura deformada; b) forgas de
corte; c) momentos fletores

< 48.7320

.—T:1 L —— T-2 ] -.73100

MPa]

B 613528

119.3957

175.4386

Figura 224 — Resultados do primeiro problema modelo viga (quadraticos), tensdo normal (momentos fletores, fibras
superiores)
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2.1698

1.5409

S EERE

- 0.283

-0.3459

08749

1.6038

175.4788

147.5357

= 119.5025

91.6484

63.7062

35.7631

7.8199

[MPa]

[MPa]

Figura 225 — Resultados do primeiro problema modelo viga (quadraticos), tensdo corte

Figura 226 — Resultados do primeiro problema modelo viga (quadratico), tensdo equivalente von Mises (fibras
superiores e fibras inferiores)

Né Ry[kN] | MzlkNm] Né r[kN] rylkN] MzlkNm] [elemento N8| U2[mm] drad]
1 23000 55000} 1 -2.3000 0 5.5000) 1 0 0
3 1.7000  -4.5000) 3 1.7000 0___as000ft-2 (L2) -32.7424 -0.0192
a) b) 2 -60.9162 0.0037
b3 (L2) -28.1737 0.0174
3 0 0
)
Nimero Elemento| fy(x=0) [kN] [fy(x=L/2) [k..] fy(x=L) [kN] | Mz(x=0) [kNm] | Mz(x=L/2) [kNm] | Mz(x=L) [kNm]
1 2.3000 2.3000 2.3000 5.5000 -0.2500 6
2 17000  -1.7000 -1.7000 4 0.2500 4.5000
d)
Nimero Elemento | Gy, (=0)MPa) |y, (0=LI2)MPa) | oy o 06=L) MPA) oy, (=0) Gz ppagyey®=L) |Fy/Ax(x=0) .. fy/Ax(x=L/2) [MPa] | fy/Ax(x=L) [MPa]
1 160.8187 -7.3099 1754386 -160.8187 73099 1754386 21698 21698 2.169
2 -116.9591 7.3099 1315789  116.9591 -7.3099 -131.5789 -1.6038 -1.6038 -1.603:
Nimero Elemento | 0o, prisestypi®=0) Pl | G ypiens 0LV MPE] | 6o yuicco =) MPa] [ 6,0 pioesymy@=0) MPa | 00 yico o (6=Li2) MPa] | 0, 4oy my=L) [MPa]
1 160 8626 82195 1754788 160 8626 1754788
2 1169920 78199 131.6083 116 9920 1316083

e

Figura 227 — Resultados do primeiro problema modelo de viga (quadratico). a) reagdes c. globais; b) reagdes c.
locais; c) deslocamentos; d) forgas; e) tensdes
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32 Problema modelo do subcapitulo 3.1.2.4

Comeca-se por definir a geometria, as propriedades e condi¢bes da estrutura
apresentada na Figura 101 no programa FELP, conforme se pode visualizar na Figura
228.

2000 N/m

Wit 0 Nim | Wi: 4000 N/m
W ’ ? )
4 400 N.m
A 3

Figura 228 — Terceiro problema modelo de viga definido no programa FELP

1300 N

B

De seguida define-se que a estrutura é composta por elementos do tipo viga linear e
procede-se a fase de calculo. Os resultados obtidos para esta simulagcdo podem ser
consultados da Figura 229 a Figura 233.

1 2 3 4

1. -t 2 )
b}
[\r\‘l‘_}"\ 12 L,J r% 4

o)
Figura 229 — Resultados do terceiro problema modelo de viga (linear). a) estrutura deformada; b) forgas de corte; c)
momentos fletores
348218

257311

16.9407

MPa)

— . > : " 1003
08402
-8.4308

18221

Figura 230 — Resultados do terceiro problema modelo viga (linear), tensdo normal (momentos fletores, fibras
superiores)
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12486

03486

0.1014

05514

203

MPs]

Figura 231 — Resultados do terceiro problema modelo viga (linear), tensdo corte

34.6129

29.3558

24.0087

18.8416

125845

83274

[MPa)

Figura 232 — Resultados do terceiro problema modelo viga (linear), tensdo equivalente von Mises (fibras superiores
e fibras inferiores)

Né Ry[kN] Mz[kNm] Né n[kN] ry[kN] Mz[kNm] No U2[mm] grad]

1 2.3229 0.9690 1 -2.3229 0 0.9690) 1 0 0

4 21711 -1.0356 4 2171 0 -1.0356 2 -0.0950 -1.1410e-04

a) b) 3 -0.0667 1.9499e-04

4 0 0

INGmero Elemento fy(x=0) [kN] | fy(x=L) [kN] | Mz(x=0) [kNm] | Mz(x=L) [kNm] o)
1 1.8729 1.8729 0.8940 -0.5107
2 0.0729 0.0729 -0.4919 -0.5466
3 -2.1771 21771 -0.0529 1.0356
d)

Ndmero Elemento

Onztypy%=0) [MPa]

Optzypy?=L) MPal | ., (x=0) [MPa]

Oytztym %=L [MP3]

fy/Ax(x=0) [MPa]

fy/Ax(x=L) [MPa]

1 29 8014 17 0223 -29.8014 17.0223 1.2486 12484
2 -16.3973 -18.2210 16.3973 18.2210 0.0486 0.0484
3 1.7627 34 5215 1.7627 -34.5215 -1.4514 -1.451
Nimero Elemento | 2,0, yrisestys =0 MPl| 00 e LY MPE] | 6, \risasym@=0) MPE] | 0,y (x=1) [MPa]
1 29,8798 171591 298798 171591
2 16.3975 18.2212 16.3975 18.2212
3 3.0703 34 6129 3.0703 346129
e)

Figura 233 — Resultados do terceiro problema modelo de viga (linear). a) reagdes c. globais; b) reagdes c. locais; c)
deslocamentos; d) forgas; e) tensdes
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Procede-se a realizacdo de uma nova simulacdo, mas considerando para efeitos de
calculo elementos de viga quadraticos. Os resultados podem ser consultados da Figura
234 a Figura 238.

Figura 234 — Resultados do terceiro problema modelo de viga (quadratico). a) estrutura deformada; b) forgas de
corte; c) momentos fletores

345215
256226

16.7238

1 T 2 T 3 1 4
. n1 —2 :3 . 7.8249

[MPa]

-1.0740

09728

188717

Figura 235 — Resultados do terceiro problema modelo viga (quadrético), tensdo normal (momentos fletores, fibras
superiores)

15486
1.0486
05486
1 T 2 T 3 4 -
| . 2 —1_'3_‘ onses &
04514

09514

14514

Figura 236 — Resultados do terceiro problema modelo viga (quadratico), tensdo corte
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346120

29,3558

24,0087

3
[MPs]

13,5845

83214

30703

Figura 237 — Resultados do terceiro problema modelo viga (quadréatico), tensdo equivalente von Mises (fibras

superiores e fibras inferiores)

Né Ry[kN] Mz[kNm] Né ne[kN] ry[kN] Mz[kNm] letemento ns U2[mm] éfrad]
1 2.3229 0.9690 1 -2.3229 0 0.9690) 1 0 0
4 21771 -1.0356) 4 21771 0 -1.0356§1-2 (L/2) -0.0381 -1.6226e-04
a) b) 2 -0.0950 -1.1410e-04
2-3 (L/2) -0.1112 3.6376e-05
3 -0.0667 1.9499e-04
3-4 (L12) -0.0212 1.5149e-04
4 0 0
c)
INGimero Elemento| fy(x=0) [kN] | fy(x=L/2) [kN] | fy(x=L) [kN] | Mz(x=0) [kNm] Mz{x=L/2) [kNm] | Mz(x=L) [kNm]
1 23229 1.9479 0.8229 0.9690 0.1448 -0.3982
2 0.8229 0.0729 -0.6771 -0.3982 -0.5661 -0.4529
3 -2 1771 -2.1771 -2.1771 -0.0529 0.4914 1.0356)
d)
Namero Elemento Gh‘z:ypj(x:o) [MPa] aMZwm(FUE) MPa] ah‘ziyp)()(:\_) [MP3] Ohtziyn (x=0) [MPa] Ontziyn (x=Li2) MPa] G‘MZ‘W’(FL) [MPa)
1 32.3014 48271 -13.2723 -32.3014 -4.8271 13.2723
2 -13.2723 -18.8717 -15.0960 13.2723 18.8717 15.0960
3 -1.7627 16.3794 34 5215 1.7627 -16.3794 -34 5214
Nimero Elemento | fy/Ax(x=0) [MPa] | fy/Ax(x=L/2) [MPa] | fy/Ax(x=L) [MPa] | G, Misg{ypltﬂm MPa]| g, Mimyp)ﬁl:b‘?) MPa] | g, Misayp)(x:u [MPa]
1 1.5486 1.2986 0.5486 324126 5.3254 13.3063
2 0.5486 0.0486 -0.4514 13.3063 18.8719 15.1163
3 -1.4514 -1.4514 -1.4514 3.0703 16.5712 34.6129
Nimero Elemente | a0, Miss(yn)[x:m MPa] | o, h.hsu:ym(x:uz) MPa] | g, MIHW,(::L) [MPa]
1 32.4126 53254 13.3063
2 13.3063 18.8719 15.1163
3 30703 165712 346129
e)

Figura 238 — Resultados do terceiro problema modelo de viga (quadratico). a) reagdes c. globais; b) reagées c. locais;

c) deslocamentos; d) forgas; e) tensdes

Por fim, pode-se constatar e afirmar através da andlise das tabelas e figuras
apresentadas no subcapitulo 3.1.2.4 que os resultados obtidos para ambos os
problemas modelo apresentados neste subcapitulo se encontram validos, e de acordo

com o esperado.
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3.2.5.3 Elementos de estrutura 2D

12 Problema modelo do subcapitulo 3.1.3.4

Inicialmente define-se a geometria, as propriedades e condicbes da estrutura
apresentada na Figura 123 no programa FELP, conforme se pode visualizar na Figura
239.

Wiz 3000 N/m | wj: 1000 Nfm 2
v I I I 5000
o~ ™
3 4
vy vy

Figura 239 — Primeiro problema modelo de estrutura definido no programa FELP

Posteriormente, é realizada uma primeira simulacdo do modelo considerando
elementos de estrutura lineares. Os resultados obtidos podem ser consultados da Figura
240 a Figura 246.
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Figura 240 — Resultados do primeiro problema modelo de estrutura (linear). a) estrutura deformada; b) forgas
axiais; c) forgas de corte; d) momentos fletores
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Figura 241 — Resultados do primeiro problema modelo estrutura (linear), tensdo normal (axial)
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Figura 242 — Resultados do primeiro problema modelo estrutura (linear), tensdao normal (momentos fletores, fibras
superiores)

Desenvolvimento de uma ferramenta informatica em Matlab para anélise de
estruturas pelo método de elementos finitos José Ramos da Silva



DESENVOLVIMENTO 208

1.1814
05+
0.4596
1 2
oF > 1
--02622
05
e —
Y w —
BT A o -0.9841 g
15
-1.7059
3 4
2 — . -
-24217
250
ak I 1 1 | 1 | 31495
-1 0 1 2 3 4
m
Figura 243 — Resultados do primeiro problema modelo estrutura (linear), tensdo corte
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Figura 244 — Resultados do primeiro problema modelo estrutura (linear), tensdo equivalente von Mises (fibras
superiores)
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Figura 245 — Resultados do primeiro problema modelo estrutura (linear), tensdo equivalente von Mises (fibras

inferiores)
N& Rx[kN] Ry[kN] | Mz{kNm] Né r[kN] ylkN] | Mz[kNm] Né Ullmm] | U2[mm] #lrad)

3 33384 18523 -35265 3 33384 48523  -35264 1 76075  -0.0458 0.0011

4 1.6616 11477 24167 4 1.6616 11477 -2.4167] 2 76548 -0.0108 0.0044

a) b) 3 0 0 0

4 0 0 0

Numero Elementol f(x=0) [kN] | fx(x=L) [kN] | fy(x=0) [kN] | fy(x=L) [kN] |Mz{x=0) [kNm] Mz{x=L) [kNm) o

1 3334 33384 1.2523 12523 1.5004 22564
2 48523 48523 33384  -3.3384 -3.1504 3.5265
3 11477 11477 16616 -16616 -0.9064 24167

d)

Nimero Elemento

Ontzpypy¥=0) MPa] | oy o (=L) IMPa)| oy, (6=0) MPa] | gy ) (6=L) [MPa] | 6 (x=0) [MPa] | o, (x=L) [MPal | fy/Ax(x=0) [MPal| fy/Ax(x=L) [MPa]

1 43.8707 -65.9777 -43.8707 65.9777 -3.1495 -3.1495 1.1814 1.1814

2 -92.1163 103.1146 92.1163 -103.1146 -4 5776 -4 5776 -3.1495 -3.1495

3 -26.5040 70.6628 26.5040 -70.6628 -1.0828 -1.0828 -1.5675 -1.5675
Nimero Elemento | 4, MIMYPJ(FD) MPa]|a, Miﬁyp,lFL)[MPE] % 0n Misesiyn \6=0) [MPa] 5, M,ﬂym(x:'-) [MPa]

1 40.7726 69.1574 47.0647 62.8615

2 96.8477 98.6879 87.7085 107.8303

3 27.7200 69.6330 25.5658 71.7969

€)

Figura 246 — Resultados do primeiro problema modelo de estrutura (linear). a) reagdes c. globais; b) reagdes c.

locais; c) deslocamentos; d) forgas; e) tensdes

Posteriormente, altera-se o tipo de elementos para elementos de estrutura quadraticos
e executa-se novamente o processo de calculo. Os resultados obtidos sao apresentados

da Figura 247 a Figura 253.
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c) d)

Figura 247 — Resultados do primeiro problema modelo de estrutura (quadratico). a) estrutura deformada; b) forgas
axiais; c) forcas de corte; d) momentos fletores
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Figura 248 — Resultados do primeiro problema modelo estrutura (quadratico), tensdo normal (axial)
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Figura 249 — Resultados do primeiro problema modelo estrutura (quadratico), tensdo normal (momentos fletores,
fibras superiores)
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Figura 250 — Resultados do primeiro problema modelo estrutura (quadratico), tensdo corte
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Figura 251 — Resultados do primeiro problema modelo estrutura (quadratico), tensdo equivalente von Mises (fibras
superiores)
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Figura 252 — Resultados do primeiro problema modelo estrutura (quadratico), tensdo equivalente von Mises (fibras
inferiores)
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Né Rx[kN] Ry[kN] Mz[khm] Né re[kN] rylkN] MzlkNm] [Flemento N6 Ullmm] | U2[mm] dlrad]
3 3.3384 4.8523 -3.5265 3 3.3384 4.8523 -3.5265 1 -7.6075 -0.0458 0.0011
4 1.6616 1.1477 -2.4167| 4 1.6616 1.1477 -2 4167j1-2 (L/2) -7.6312 -2.5054 -0.0013
a) b) 2 -7.6548 -0.0108 0.0044)
1-3 (L12) -3.5288 -0.0229 0.0054
3 0 0 0
P-4 (L/2) -2.7234 -0.0054 0.0046
4 0 0 0
<)
Namero Elemento| fx(x=0) [kN] | fie(x=L/2) [kN] | fx(x=L) [kN] | fy(x=0) [kN] | fyx=L/2) (kN] | fy(x=L) [kN] | Mz(x=0) [kNm] |Mz{x=L/2) [kNm]| Mzfx=L) [kNm]
1 -3.3384 33384 -3.3384 4.8523 11023 11477 3.1504 -1.1280 -0.9064]
2 4.8523 -4.8523 4.8523 -3.3384 -3.3384 -3.3384 -3.1504 0.1881 3.5265
3 -1.1477 -1.1477 -1.1477 -1.6616 -1.6616 -1.6616 -0.9064 0.7551 24167
d)
Nimero Elemento | Oy, o, (=0) MPal | gy, o (CLI2) MPa] | gy, O0L) IMPa] | 6y, (06=0) [MPa] | 6y (6=LI2) MPal | 6y, (6=L) [MPa]
1 92.1163 -32.9833 -26.5040 921163 32.9833 26.5040)
2 -92.1163 5.4992 103.1146 92.1163 -5.4992 -103.1148§]
3 -26.5040 22.0794 70.6628 26.5040 -22.0794 -70.6628)
- e —
Nimero Elemento | o, (x=0) [MPa] | g, (x=L12) [MPa]| o, (x=L) [MPa] | fy/Ax(x=0) [MPa] | fy/Ax(x=L/2) [MPa] | fy/Ax(x=L) [MPa]
1 -3.1495 -3.1495 -3.1495 45776 1.0399 -1.082)
2 -4.5776 45776 -4.5776 -3.1495 -3.1495 -3.1495
3 -1.0828 -1.0828 -1.0828 -1.5675 -1.5675 -1.5675)
Niimero Elemento | 0, nisesiyp*=0) MPA] | 7,01 prisestypor®=L2) MPA] | 0,01 piisestyoi®=L) MPA] | 0,01 nricetyny@=0) MPE | 0,0 prisestym@=LI2) IMPA] | 0 1gicestyr@=L) [MPa]
1 89 3194 36 1777 297127 95 5951 29 8882 23 4297
2 96.8477 5.5324 98.6879 87.7085 11.4586 107.8303
3 27.7200 21.1714 69.6330 25 5658 23.3207 71.7969

€)

Figura 253 — Resultados do primeiro problema modelo de estrutura (quadraticos). a) reagdes c. globais; b) reagdes
c. locais; c) deslocamentos; d) forgas; e) tensGes

32 Problema modelo do subcapitulo 3.1.3.4

Inicialmente, define-se a geometria, as propriedades e condi¢cdes do problema modelo
apresentado na Figura 141 no programa FELP, conforme ilustrado na Figura 254.
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Figura 254 — Terceiro problema modelo de estrutura definido no programa FELP

Logo de seguida, define-se o tipo de elementos que compdem a estrutura e procede-se
ao processo de cdlculo. Para a primeira simulacdo realizada considera-se elementos do
tipo linear e os resultados obtidos podem ser consultados da Figura 255 a Figura 261.
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d

Figura 255 — Resultados do terceiro problema modelo de estrutura (linear). a) estrutura deformada; b) forgas axiais;
c) forgas de corte; d) momentos fletores
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Figura 256 — Resultados do terceiro problema modelo estrutura (linear), tensdo normal (axial)
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Figura 257 — Resultados do terceiro problema modelo estrutura (linear), tensdo normal (momentos fletores, fibras

superiores)
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Figura 258 — Resultados do terceiro problema modelo estrutura (linear), tensdo corte
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Figura 259 — Resultados do terceiro problema modelo estrutura (linear), tensdo equivalente von Mises (fibras
superiores)
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Figura 260 — Resultados do terceiro problema modelo estrutura (linear), tensdo equivalente von Mises (fibras
inferiores)
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Né Rx[kN] Ry[kN] Mz[kNm] Né nx[kN] ry[kN] Mz[kNm] Né Ul[mm] U2[mm) rad]
1 -0.2012 0.7809 0.2960) 1 -0.2012 0.7809 0.2960) 1 0 0 0
6 -0.5988 25191 11143 6 -0.5988 25191 1.1143) 2 0.9463 -0.0074 -5.5414e-04)
a) b) 3 2.5970 -0.0147 -0.0017]
4 4.2012 43244 0.0013
Nimero Elemento| fx(x=0) [kN] | fi(x=L) [kN] | fy(x=0) [kN] | fylx=L) [kN] |Mz{x=0) [kNm] Mz(x=L) [kNm)]| 3 7.3906 0.0475 9.7365e-04]
1 -0.7809 -0.7809 0.2012 0.2012 0.2960 -0.1064 6 0 0 0
2 -0.7809 -0.7809 -0.2988 -0.2988 -0.1064 0.4911 )
3 -0.5540 -0.5540 0.1991 0.1991 0.1870 -0.6634
4 -1.2405 -1.2405 -0.6560 -0.6560 -0.7759 0.8642
5 -2.5191 -2.5191 0.5988 0.5988 1.2808 -1.1143
d)
Nimero Elemento EMZ‘WJ(FO) [MPa] a'Mzwp,lFL)[MF'aJ UMZW,,,(FU) [MPa] D'Mz‘y,,J(FL) MPa] g, (x=0) [MPa] o, (x=L) [MPa] fy/hux(x=0) [MPa]|fy/Ax(x=L) [MPa]
1 8.6539 -3.1125 -8.6539 31125 -0.7367 -0.7367 0.1898 0.1898
2 -3.1125 14.3609 3.1125 -14.3609 -0.7367 -0.7367 -0.2819 -0.2819
3 5.4671 -19.3967 -5.4671 19.3967 -0.5226 -0.5226 0.1878 0.1878
- -22.6862 25.2681 22,6862 -25.2681 -1.1703 -1.1703 -0.6189 -0.6189
5 Sac14 20831 -37.4514 325831 23165 -2.3765 0.5649 05649
Namero Elemento Mlﬁw)b(:O] IMFa] g, Miﬂyp)lFL) MPa] s, Mimm(ﬁﬂ) MPa] g, M,ﬂy"J(FL) [MPa]
1 7.9240 38632 93963 23985
2 3.8800 13.6330 24255 15.1055
3 4.9552 19.9220 5.9986 18.8769
4 23.8806 241217 21.5426 26.4601
5 35.0885 34 9733 39.8399 30.2224

e)

Figura 261 — Resultados do terceiro problema modelo de estrutura (linear). a) reagdes c. globais; b) reagGes c.
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locais; c) deslocamentos; d) forgas; e) tensdes

Para a segunda simulacdo realizada ao problema modelo considera-se que os elementos
sdo do tipo quadratico e da-se inicio a fase de processamento. Os resultados obtidos
para o terceiro modelo sdo apresentados da Figura 262 a Figura 268.
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Figura 262 — Resultados do terceiro problema modelo de estrutura (quadratico). a) estrutura deformada; b) forgas
axiais; c) forgas de corte; d) momentos fletores
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Figura 263 — Resultados do terceiro problema modelo estrutura (quadratico), tensdo normal (axial)
37.4514
4
’ 25.7790
\ 2 o
3 5 - 14.1066
N-- =
- —_— 24342 g
2 ARJ
()]
-9.2383
F.
-
lr.v1 6 -20.9107
| | | | | | .32.5831
2 1] 2 4 6 8
m

Figura 264 — Resultados do terceiro problema modelo estrutura (quadratico), tensdo normal (momentos fletores,

fibras superiores)
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Figura 265 — Resultados do terceiro problema modelo estrutura (quadratico), tensdo corte
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Figura 266 — Resultados do terceiro problema modelo estrutura (quadratico), tensdo equivalente von Mises (fibras
superiores)
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Figura 267 — Resultados do terceiro problema modelo estrutura (quadratico), tensdo equivalente von Mises (fibras

inferiores)

N6 Rx[kN] Ry[kN] Mz[kNm)] N6 x[kN] ry[kN] Mz{kNm] [Elemento N6/ U1[mm] U2[mm] frad]
1 -0.2012 0.7809 0.2960] 1 -0.2012 0.7809 0.296! 0
6 -0.5988 25191 1.1143] 6 -0.5988 25191 1.11431-2 (L2) 0.3346 -0.0037 -5.7123e-04]
a) b) 2 0.9463 -0.0074 -5.5414e-04|
P-3 (L/2) 1.4905 -0.0111 -6.7972e-04]
3 25970 -0.0147 -0.0017]
4 (L/2) 41351 4.1322 -0.0015)
4 4.2012 4.3244 0.0013
h-5 (L/2) 57154 -2.2970 0.0026§
5 7.3906 -0.0475 9.7365e-04|
b-6 (L/2) 4.1821 -0.0238 -0.0030)
6 0 0 0]

Bl

[Nimero Elemento) fx(x=0) [kN] | fx(x=L/2) [kN] | fx(x=L) [kN] | fy(x=0) [kN] | fy(x=L/2) [kN] | fy(x=L) [kN]

Mz(x=0) [kNm]

Mz(x=L/2) [kNm] | Mz(x=L) [kNm]

1 -0.7809 -0.7809 -0.7809 0.2012 0.2012 0.2012 0.2960 0.0948 -0.1064]

2 -0.7809 -0.7809 -0.7809 -0.2988 -0.2988 -0.2988 -0.1064 0.1923 0.4911

3 -0.5540 -0.5540 -0.5540 0.6263 0.1991 -0.2281 04911 -0.3903 -0.3592)

4 -0.4905 -1.2405 -1.9905 0.3440 -0.6560 -1.6560 -0.3592 -0.1642 1.2808)

5 -2.5191 -2.5191 -2.5191 0.5988 0.5988 0.5988 1.2808 0.0832 -1.1143]
d)

Nimero Elemento | Gy, 0=0) MPa] | 0y, (0=LI2) MP3] | Gy o\ (x=L) [MPa]

Fpzfyny*=0) MP2] aMZ(yn)(x=U2) [MPa]

Otz <L) [MPa]

05, (x=0) [MPa]

0, (x=L/2) [MPa]

g, (x=L) [MPa]

1 8.6539 2.7707 -3.1125 -8.6539 -2.7707 3.1125 -0.7367 -0.7367 -0.7367|
2 -3.1125 5.6242 14.3609 3.1125 -5.6242 -14.3609 -0.7367 -0.7367 -0.7367
3 14.3609 -11.4117 -10.5030 -14.3609 11.4117 10.5030 -0.5226 -0.5226 -0 5226I
4 -10.5030 -4.8007 374514 10.5030 4.8007 -37.4514 -0.4627 -1.1703 -1.8778
5 37.4514 24341 -32.5831 -37.4514 -2.4341 32.5831 -2.3765 -2.3765 -2.3765)
Numero Elemento | fy/Ax(x=0) [MPa] | fy/Ax(x=L/2) [MPa] | fy/Ax(x=L) [MPa] | 0,5, pisestyp)*=0) MP3] | 0, ppigesy o (*=L12) MPa| 0,0 ey o (6=L) [MPa]
1 0.1898 0.1898 0.1898 7.9240 2.0604 3.8632
2 -0.2819 -0.2819 -0.2819 3.8800 49118 13.6330
3 0.5908 0.1878 -0.2152 13.8761 11.9387 11.0319
4 0.3245 -0.6189 -1.5623 10.9801 6.0664 35.6763
5 0.5649 0.5649 0.5649 35.0885 0.9801 34.9733
Nimero Elemento | 0,5, prsesyn*=0) MPa] | 0,0, prisestym*=L/2) MP] | 0,0 1yisassym6=L) [MP3]
1 9.3963 3.5227 2.3985
2 24255 6.3796 15.1055
3 14.9186 10.8939 9.9873
4 10.0560 3.7853 39.4222)
5 39,8399 4.9091 30.2224
e)

Figura 268 — Resultados do terceiro problema modelo de estrutura (quadratico). a) reagdes c. globais; b) reagdes c.
locais; c) deslocamentos; d) forgas; e) tensdes

Como se pode constatar, os resultados para ambos os modelos utilizados na validacdo
do programa FELP encontram-se corretos e de acordo com o esperado conforme se
comprova ao analisar a informacao sobre a forma de tabelas e figuras apresentadas no
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subcapitulo 3.1.3.4. Deve-se ter em atencdo na comparacado que no primeiro modelo de
teste o segundo elemento da estrutura apresenta o eixo local rodado 180 graus face ao
eixo local considerado para esse mesmo elemento no subcapitulo 3.1.3.4.
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4 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Conforme referido na introdugdo deste trabalho ambicionou-se, através do MEF,
desenvolver e implementar as formulagdes lineares e quadraticas para os elementos
unidimensionais de barra, viga e estrutura, num programa de andlise estrutural
bidimensional composto por uma interface grafica intuitiva e simples de usar.

Pode-se afirmar que as formulagcGes para os elementos unidimensionais referidos e
utilizados na analise de estruturas bidimensionais foram corretamente desenvolvidas e
validadas ao longo deste trabalho, incluindo o desenvolvimento das transformacdes de
coordenadas para cada tipo de formulacdo e respetivo tipo de elemento. Apesar dos
desafios encontrados, especialmente na formulacdo do elemento de barra quadratico
conforme pode ser consultado no subcapitulo 3.1.1.2, conseguiu-se desenvolver uma
metodologia capaz de lidar com a rotagao deste tipo de elementos em ambientes de
trabalho bidimensionais, que apresentem um sistema de eixos global ndo coincidente
com o eixo local dos elementos utilizados na andlise. Perfez-se assim o primeiro objetivo
estabelecido para o desenvolvimento deste trabalho.

Ao analisar em detalhe os objetivos estabelecidos para o desenvolvimento do programa,
é possivel afirmar que estes foram alcancados e superados ao longo do seu
desenvolvimento. Conforme se demonstra ao longo do subcapitulo 3.2, foi possivel
desenvolver um programa capaz de analisar estruturas que se enquadrem em trés
modelos distintos, sejam estes do tipo barra, viga ou estrutura. Posteriormente, apds a
selecdo do tipo de modelo, o utilizador tem acesso a uma janela de trabalho que
apresenta uma interface grafica intuitiva e coloca diversas funcionalidades a sua
disposicdo. Nesta janela, este pode definir a geometria, as propriedades e as condi¢des
de andlise, e também indicar o tipo de formulacdo que pretende utilizar na fase de
processamento do projeto em andlise. Como funcionalidades suplementares e nao
referidas nos objetivos definidos inicialmente para o programa, o utilizador pode alterar
a numeracado dos nds e dos elementos e, consequentemente, manipular a direcdo dos
eixos locais de cada elemento. O utilizador pode adicionalmente proceder a divisdo de
elementos em n partes ou nas suas intersec¢des, e ainda recorrer a funcionalidades de
visualizacdo grafica como por exemplo a visualizacdo das condi¢cdes que definem a
estrutura. Por ultimo, e incluido nos objetivos estabelecidos, apds o processamento o
utilizador pode optar por visualizar as solu¢des para as varidveis primarias e secundarias
sobre a forma de tabelas, diagramas ou mapas de cores.

Com base no exposto, pode-se concluir que o programa FELP permite ao utilizador ter
um maior controlo sobre o modelo de analise dado que, através da leitura deste

Desenvolvimento de uma ferramenta informdtica em Matlab para analise de
estruturas pelo método de elementos finitos José Ramos da Silva



CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

documento, este consegue compreender as limitacdes e o campo de aplicabilidade para
cada modelo de analise. Para além disso, o programa executa diversas verificacdes
internas automadticas que tém por objetivo minimizar a introducdo de erros no modelo
em andlise. Finalmente, uma das grandes vantagens que o programa FELP apresenta
face aos demais disponiveis no mercado, recai na sua capacidade de lidar com a
transformacao de coordenadas de elementos de barra quadraticos sem o aparecimento
de instabilidades na estrutura, originados pela singularidade que surge na matriz de
rigidez aquando a transformacgdo de coordenadas.

No entanto, o programa desenvolvido pode e deve ser melhorado de acordo com a lista
de melhorias apresentadas de seguida:

1.
2.

10.

11.

12.

13.

14.

Criar uma versao stand alone do programa;

Concluir a programacao das funcionalidades ndo desenvolvidas do menu arquivo
(sobre o FELP, convencao de sinais, salvar projeto, abrir projeto e novo projeto);
Desenvolver todas as funcionalidades que compdem o menu editar;
Desenvolver e substituir as funcionalidades pan, zoom in e zoom out do menu
vista, disponibilizadas por defeito na barra de menus pelo Matlab® GUIDE, uma
vez que estas entram em conflito com funcionalidades desenvolvidas de raiz para
o programa FELP, como por exemplo a grelha de pontos;

Desenvolver a funcionalidade aplicar peso préprio do menu condicdes;
Desenvolver uma funcionalidade que possibilite o calculo dos modos proprios de
vibracado;

Introduzir no submenu diagramas do menu resultados a opc¢do de visualizar o
valor dos esforgos e o respetivo sinal do diagrama;

Alterar a formulagdo utilizada no calculo da tensao de corte usada nos elementos
de viga e de estrutura por uma mais rigorosa que leve em linha de conta o
momento estdtico e o centro de corte da secgdo, e que permita ao utilizador
visualizar o fluxo de corte da seccdo em determinados pontos do elemento;
Desenvolver uma funcionalidade que permita ao utilizador importar os
resultados apresentados sobre a forma de tabelas para um ficheiro do tipo .xIsx;
Corrigir o problema de distor¢des que ocorre na area de trabalho provocado pela
diferenca de espagamento existente entre o eixo do X e o eixo do y;
Desenvolver a funcionalidade preferéncias no sentido de permitir ao utilizador
por exemplo alterar o sistema de unidades e a precisdo de trabalho;
Desenvolver a formulacdo que permita a andlise de elementos de cabo,
elementos de seccdo varidvel e proceder a integracdo no programa FELP;
Permitir que o utilizador realize modelos com diferentes tipos de elementos,
como por exemplo de viga e de barra combinados na andlise de estruturas e
permitir que o utilizador defina diferentes tipos de ligacdo entre os elementos;
Corrigir os bugs encontrados na representacdo grafica de carregamentos e na
funcionalidade definir apoios quando esta é desativada sobre um né de um
elemento inserido na area de trabalho;
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15. Desenvolver o programa e as respetivas formulacdes de modo a ser possivel
proceder a analise de estruturas tridimensionais;

16. Desenvolver um maddulo para o programa que permita a atribuicdo automatica
de carregamentos de acordo com o RSA e o Eurocdédigo 1.
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6 ANEXOS

6.1 ANEXO1: Codigo em Matlab® que permite a resolucdo do terceiro problema
modelo do elemento de barra quadratico, através da analise geométrica
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clear all

% E: médulo de elasticidade

% A: area da seccéo

E=[10ell 10ell 10ell];

A=[0.01 0.02 0.01];

EA=E.*A;

%angelm - vector com indicagdo do a&ngulo em que se encontra

o elemento face ao eixo das abcissas do referéncial Global

angelm = [135 90 45];

%$entradas exteriores

numerodeelementos=3;

numerodenos=7;

nosdoselementos=[3 2 1;3 4 5;3 6

coordenadasdosnos=[-1 1;-0.5 0.5

xx=coordenadasdosnos(:,1) ;

yy=coordenadasdosnos (:,2) ;

% deslocamentos: vector dos deslocamentos

% rigidez: matriz de rigidez em coordenadas globais

% GL: numero total de graus de liberdade em coordenadas globais

GL=2*numerodenos;

%entradas exteriores

%$forceeq: forgcas equivalentes nos nés pelo PTV, no referéncial local
%force: representa as forgas equivalentes nos nés do elemento em

coordenadas Globais

%forceT: representa as forgas aplicadas nos ndés mais as reacgdes e as
forgas equivalentes

%nos nés do elemento em coordenadas Globais

%forceDis: vector que contém os carregamentos distribuidos

% ao longo do elemento

%$forceGLlo: vector que contéms as forgas aplicadas nos

% nés exteriores do elemento em coordenadas Globais e em coordenadas
%locais nos nés centrais

force=zeros (GL,1) ;

forceeg=zeros (numerodenos, 1) ;

forceDis=zeros (numerodeelementos,l) ;

] .

7 r
;0 0;0 0.5;0 1;0.5 0.5;1 11;

for e=1l:numerodeelementos;

% grauslibelemento: graus de liberdade do elemento
indice=nosdoselementos (e, :);

xa=xx (indice (3) ) -xx (indice (1)) ;

ya=yy (indice (3))-yy(indice (1))

L=sqgrt (xa*xa+t+ya*ya) ;

syms x y;

N=[ ((2*x*2) / (L*L)) - ((3*x) /L) +1 ((4*x)/L)-((4*x*2)/(L*L))..
((2*x~2) / (L*L) ) -x/L] ' ;

f=forceDis(e) *int (N,x,0,L) ;
forceeq(indice,1l)=forceeq(indice, 1) +£f;

end

forceeq;

%$Relacionar as forcas locais nos nés com o referéncial Global
for e=1:numerodeelementos;

% grauslibelemento: graus de liberdade do elemento
indice=nosdoselementos (e, :) ;

grauslibelemento=[indice (1) *2-1 indice(1l)*2 indice(2)*2-1 indice(2)*2
indice(3)*2-1 indice(3)*2];
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F=zeros (GL,1) ;
xa=xx(indice (3) ) -xx (indice (1)) ;
ya=yy (indice(3))-yy(indice (1)) ;
L=sqgrt (xa*xa+ya*ya) ;
l=xa/L;
m=ya/L;
T=[1m 0000 ;001mOUO0;00001m];
if (e==1)
F (grauslibelemento)=T'*forceeq(indice) ;
else
F (grauslibelemento (3) )=forceeq(indice(2)) *1;
F (grauslibelemento (4) ) =forceeq(indice (2) ) *m;
F (grauslibelemento (5) )=forceeq(indice (3)) *1;
F (grauslibelemento (6) )=forceeq(indice(3)) *m;
end
force (grauslibelemento,l) ;
force (grauslibelemento,l)=force (grauslibelemento, 1) +F (grauslibelemento
/1)
end
% Ao vector forceT devem ser somadas as Reacgdes nos apoios e as
Forgas
% Pontuais aplicadas nos nés exteriroes do elemento
forcenos=zeros (GL, 1) ;
forcenos (5)=1000;
ForceT=force+forcenos;
forceGLlo=zeros (GL-numerodeelementos, 1) ;
% sistema para montar a matriz de rigidez global nos ndés extremos e
local
% no né central do elemento (rigidezGLlo), e matriz de rigidez global
% (rigidez)
rigidezGLlo=zeros (GL) ;
rigidez=zeros (GL) ;
for e=1l:numerodeelementos;
% grauslibelemento: graus de liberdade do elemento
indice=nosdoselementos (e, :) ;
grauslibelemento=[indice (1) *2-1 indice(l)*2 indice(2)*2-1 indice(2)*2
indice (3)*2-1 indice(3)*2];
xa=xx (indice (3) ) -xx (indice (1)) ;
ya=yy (indice(3))-yy(indice (1)) ;
L=sqrt (xa*xa+ya*ya) ;
l=xa/L;
m=ya/L;
$KGLlo
KGLlo=obtenKGLlobarraquad(l,m,L,EA,e) ;
rigidezGLlo (grauslibelemento,grauslibelemento) ;
rigidezGLlo (grauslibelemento,grauslibelemento)=rigidezGLlo (grauslibele
mento,grauslibelemento) +KGLlo;
end
i=0;
for e=1:numerodeelementos;
indice=nosdoselementos (e, :);
switch e
case e==

rigidezGLlo (indice (2) *2,:)=[];
rigidezGLlo(:,indice(2) *2)=[];
otherwise
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rigidezGLlo (indice(2)*2-i,:)=[];
rigidezGLlo(:,indice(2)*2-i)=[];

end
i=i+l;

end
clear i
rigidezGLlo;

for e=1:numerodeelementos;

% grauslibelemento: graus de liberdade do elemento
indice=nosdoselementos (e, :) ;

grauslibelemento=[indice (1) *2-1 indice(l)*2 indice(2)*2-1 indice(2) *2
indice(3)*2-1 indice(3) *2];

xa=xx (indice (3) ) -xx(indice (1)) ;

ya=yy (indice(3))-yy(indice (1)),

L=sqrt (xa*xa+ya*ya) ;

1l=xa/L;

m=ya/L;

%$Kglobal

Kgel=obtenKglobbarraquad(l,m,L,EA,e) ;

rigidez (grauslibelemento,grauslibelemento) ;

rigidez (grauslibelemento,grauslibelemento)=rigidez (grauslibelemento,gr
auslibelemento) +Kgel;

end

rigidez;

deslocamentos=zeros (GL,1) ;
deslocamentosGllo=zeros (GL-numerodeelementos, 1) ;
deslocamentosG=zeros (GL,1) ;

% condigdes de fronteira e solugéo

% grauslibprescritosGLlo: entradas exteriores, considero todas as
posigcdes prescritas (coordenadas

% locais ou globais) do apoios, preencher vector por ordem de acordo
com os

% nés a posicdo 1 e 2 devem ser corretamente inseridas.
grauslibprescritosGLlo=[1 2 9 10 14]';

%grauslibprescritosGLlopr: vector com posigdes dos nés retificadas,
face a

$utilizacdo do né central em coordenadas locais, vector com 5 linhas
por

%elemento.

grauslibprescritosGLlopr=zeros (numel (grauslibprescritosGLlo) ,1);
e=grauslibprescritosGLlo (1) ;
J=1;

while e<=max (grauslibprescritosGLlo)

if grauslibprescritosGLlo(j)<=3
grauslibprescritosGLlopr (j)=grauslibprescritosGLlo(j) ;

h=e;
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m=0;
n=6;
while h>0
h=h-n;
m=m+1;
h;
n=4;
end
grauslibprescritosGLlopr (j)=grauslibprescritosGLlo(]j)-m;
end
Jj=j+1;

if e==max(grauslibprescritosGLlo)
break
end

e=grauslibprescritosGLlo (j) ;
end

grauslibprescritosGLlopr;

clear i hm j n

% grauslibprescritosGl: entradas exteriores, considero todas as
posigdes prescritas (globais) do apoios

grauslibprescritosGl=[1 2 9 10 14]';

%ang: vector com indicagdo do a&ngulo entre o eixo das abcissas do
referencial global e o eixo das abcissas do referencial local de cada
apoio medido no sentido anti-horario, caso ndo exista apoio no né deve
ser dado o input no vector de grau 0 para manter o correto
funcionamento do programa e as coordenadas Globais do né

ang = [180 0 0 0 180 0 180];

%Por Katan temos que kGL=TA*rigidez*TA', TA é a matriz transformagéo
em fungdo do adngulo do apoio e provoca a alteragdo da matriz global e
local no né central nas posigdes dos nés afectados pela rotagdo do
apoio em coordenadas locais KGelap rigidez global e apoios locais
TA=eye (GL,GL) ;
for e=1:numerodenos;
if rem(e,2)==0
else
if (ang(e)==0) &&(ang(e)==360)
else

TA (e*2-1,e*2-1)=cosd(ang(e)) ;

TA (e*2-1,e*2)=sind(ang(e)) ;

TA (e*2,e*2-1)=-sind(ang(e)) ;

TA (e*2,e*2)=cosd(ang(e)) ;
end

end
end

KGeLap= TA*rigidez*TA';
$MPC provocado pela rotagdo de apoio
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%$Por Katan temos que kGL=TA*rigidezGLlo*TA', TA é a matriz
transformagcdo em fungdo do dngulo do apoio, e provoca a alteragdo da
matriz global e local no né central em local nas posigdes dos nés
afectados

%$pla rotagdo do apoio em coordenadas locais

TA=eye (GL-numerodeelementos) ;

for e=l1:numerodenos;

if rem(e,2)==

else

if (ang(e)==0) && (ang(e)==360)

else
if e==
TA (e*2-1,e*2-1)=cosd(ang(e)) ;
TA (e*2-1,e*2)=sind(ang(e)) ;
TA (e*2,e*2-1)=-sind(ang(e)) ;
TA (e*2,e*2)=cosd(ang(e)) ;

else
h=e;
m=0;
n=2;
while h>0
h=h-n;
m=m+1;
h;
n=2;
end

TA (e*2-m,e*2-m)=cosd (ang(e)) ;

TA (e*2-m,e*2-m+1)=sind(ang(e)) ;

TA (e*2-m+1,e*2-m)=-sind (ang(e)) ;

TA (e*2-m+1,e*2-m+1)=cosd(ang(e)) ;

end
end
end
end
clear m n h
KGLeapL= TA*rigidezGLlo*TA';
%KGLeapL rigidez global e local (nés centrais) e apoios locais
% solugédo
% fungdo para encontrar a solugdo dos deslocamentos
grauslibactivos=setdiff ([1:GL]', [grauslibprescritosGLlo]) ;
grauslibactivosGLlo=setdiff ([1: (GL-
numerodeelementos) ] ', [grauslibprescritosGLlopr]) ;
%$obter o vector das forgas totais atuantes nos elementos em
coordenadas
%locais nos apoios (coordenadas locais do apoio em questdo) com
rotagdo e
%$coordenadas Globais nos restantes

forceGLloap=zeros (GL,1) ;

for e=1:numerodenos;
if rem(e,2)==
forceGLloap (e*2-1)=ForceT (e*2-1) ;
forceGLloap (e*2)=ForceT (e*2) ;
else
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if (ang(e)>=0) &&(ang(e)<=90) | | (ang (e)==360)

forceGLloap (e*2-1:e*2)=[cosd(ang(e)) sind(ang(e)) ;-

sind(ang(e)) cosd(ang(e))]*ForceT (e*2-1:e*2);
else if (ang(e)>90) &&(ang(e)<180)
forceGLloap (e*2-1:e*2)=[-cosd(180-ang(e)) sind(180-
ang(e)) ;-sind(180-ang(e)) -cosd(180-ang(e))]*ForceT (e*2-1:e*2);
else if (ang(e)==180)
forceGLloap (e*2-1:e*2)=[cosd(ang(e))
sind(ang(e)) ;sind (ang(e)) cosd(ang(e))]*ForceT (e*2-1:e*2);
else if (ang(e)>180) &&(ang(e)<270)
forceGLloap (e*2-1:e*2)=[-sind (270-ang(e))
-cosd (270-ang(e)) ;cosd(270-ang(e)) -sind(270-ang(e))]*ForceT (e*2-
l:e*2);
else if (ang(e)==270)
forceGLloap (e*2-1:e*2)=[cosd(ang(e))
sind(ang(e)) ;-sind(ang(e)) cosd(ang(e))]*ForceT (e*2-1:e*2);
else if (ang(e)>270) &&(ang(e)<360)
forceGLloap (e*2-1:e*2)=[cosd (360-

ang(e)) -sind(360-ang(e)) ;sind(360-ang(e)) cosd(360-
ang(e)) ] *ForceT (e*2-1:e*2) ;

end
end
end
end
end
end

end
end
save forceGLloap;

%$forceGLloappr: vector com posig¢des dos nés retificadas, face a
$utilizacdo do né central em coordenadas locais, vector com 5 linhas
por

%elemento (eleminar posigdo numeroné*2 por cada né par do elemento)
forceGLloappr=zeros (GL,1) ;

for e=1l:numerodeelementos;

% grauslibelemento: graus de liberdade do elemento
indice=nosdoselementos (e, :) ;

if e==

grauslibelemento=[indice (1) *2-1 indice(l)*2 indice(2)*2-1 indice(2) *2
indice(3)*2-1 indice(3) *2];

forceGLloappr (grauslibelemento (3) ) =sqgrt (forceGLloap (grauslibelemento (4
)) *2+forceGLloap (grauslibelemento (3)) *2) ;

forceGLloap (grauslibelemento (4) )=0;

forceGLloap (grauslibelemento (3))=0;

forceGLloappr (grauslibelemento)=forceGLloappr (grauslibelemento) +forceG
Lloap (grauslibelemento) ;

else

grauslibelemento=[indice (1) *2-1 indice(l)*2 indice(2)*2-1 indice(2) *2
indice(3)*2-1 indice(3) *2];

forceGLloappr (grauslibelemento (3) ) =sqrt (forceGLloap (grauslibelemento (4
)) *2+forceGLloap (grauslibelemento (3)) *2) ;

forceGLloap (grauslibelemento (4) )=0;
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forceGLloap (grauslibelemento (3))=0;
forceGLloappr (indice (2) *2-1:indice (3) *2) =forceGLloappr (indice (2) *2-
l:indice(3) *2) +forceGLloap (indice (2) *2-1:indice (3) *2) ;
end
end
for e=1l:numerodeelementos;
indice=nosdoselementos (e, :);
switch e
case e==
forceGLloappr (indice(2) *2,:)=[];
otherwise
forceGLloappr (indice (2) *2-e,:)=[];
end
end
forceGLloappr;
load forceGLloap
forceGLloappr (grauslibactivosGLlo) ;
UGL=KGLeapL (grauslibactivosGLlo,grauslibactivosGLlo) \forceGLloappr (gra
uslibactivosGLlo) ;
deslocamentosGllo (grauslibactivosGLlo)=UGL;
%deslocamentosGlloauxiliar foi criado para que a dimensdo do vetor
deslocamentosGllo passe a ter a mesma dimensdo de GL
deslocamentosGlloauxiliar=zeros (GL,1) ;
b=0;
h=0;
for e=1:numerodenos;
if rem(e,2)==
deslocamentosGlloauxiliar (e*2-1)=deslocamentosGllo (e*2-1-h) ;
deslocamentosGlloauxiliar (e*2)=0;
h=h+1;
elseif e==
deslocamentosGlloauxiliar (e*2-1)=deslocamentosGllo (e*2-1) ;
deslocamentosGlloauxiliar (e*2)=deslocamentosGllo (e*2) ;

b=b+1;
else
deslocamentosGlloauxiliar (e*2-1)=deslocamentosGllo (e*2-1-b) ;
deslocamentosGlloauxiliar (e*2)=deslocamentosGllo (e*2-b) ;
b=b+1;
end
end
clear b h

deslocamentosGlloauxiliar;
deslocamentosGl=zeros (GL,1) ;
for e=1:numerodenos;
if rem(e,2)==
deslocamentosGl (e*2-1:e*2)= deslocamentosGlloauxiliar (e*2-
l:e*2);
else
if (ang(e)>=0) &&(ang(e)<=90) || (ang(e)==360)
deslocamentosGl (e*2-1:e*2)=[cosd(ang(e)) -
sind(ang(e)) ;sind(ang(e)) cosd(ang(e))]*deslocamentosGlloauxiliar (e*2-
l:e*2);
else if (ang(e)>90)&&(ang(e)<180)
deslocamentosGl (e*2-1:e*2)=[-cosd(180-ang(e)) -
sind (180-ang(e)) ;sind(180-ang(e)) -cosd(180-
ang(e) )] *deslocamentosGlloauxiliar (e*2-1:e*2);
else if (ang(e)==180)
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deslocamentosGl (e*2-1:e*2)=[cosd(ang(e)) sind(ang(e)) ;sind(ang(e))
cosd(ang(e)) ] *deslocamentosGlloauxiliar (e*2-1:e*2) ;
else if (ang(e)>180) && (ang(e)<270)

deslocamentosGl (e*2-1:e*2)=[-sind (270-
ang(e)) cosd(270-ang(e)) ;-cosd(270-ang(e)) -sind(270-
ang(e) )] *deslocamentosGlloauxiliar (e*2-1:e*2);

else if (ang(e)==270)
deslocamentosGl (e*2-

l:e*2)=[cosd(ang(e)) -sind(ang(e)) ;sind(ang(e))
cosd(ang(e)) ] *deslocamentosGlloauxiliar (e*2-1:e%*2) ;

else if (ang(e)>270)&&(ang(e)<360)

deslocamentosGl (e*2-

l:e*2)=[cosd(360-ang(e)) sind(360-ang(e)) ;-sind(360-ang(e)) cosd(360-
ang(e)) ] *deslocamentosGlloauxiliar (e*2-1:e%*2) ;

end
end
end
end
end
end

end
end
deslocamentosGl;
%Ciclo que permite construir e resolver o sistema de equagdes que
$permite obter U2 e V2
$coordenadasdosnospd:vector com a posigdo dos nés inciais e finais na
$posigdo da estrutura deformada
U=zeros (GL,1) ;
e=1;
while e<=numerodenos
coordenadasdosnosauxiliar(e*2-1)= xx(e) ;
coordenadasdosnosauxiliar (e*2)= yy(e);
e=e+l;
end
clear e
e=1;
i=3;
while e<=numerodenos
if e*2-1==i| |e*2==i+1
coordenadasdosnospd (e*2-1:1:e*2)=deslocamentosGl (e*2-1:1:e*2)"';
i=i+4
else
coordenadasdosnospd (e*2-1:1:e*2)=coordenadasdosnosauxiliar (e*2-
1l:1:e*2) '+deslocamentosGl (e*2-1:1:e*2) ;
end

e=e+l;

end

clear e i

coordenadasdosnospd;

%$deslocamentosl: vector dos deslocamentos de cada elemento em
coordenadas

%$locais

deslocamentosl=zeros (numerodenos, 1) ;
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for e=1l:numerodeelementos;

% grauslibelemento: graus de liberdade do elemento
indice=nosdoselementos (e, :) ;

grauslibelemento=[indice (1) *2-1 indice(1l)*2 indice(2)*2-1 indice(2)*2
indice(3) *2-1 indice(3) *2];

xa=xx (indice (3) ) -xx (indice (1)) ;

ya=yy (indice (3) ) -yy(indice (1)) ;

L=sqrt (xa*xa+ya*ya) ;

l=xa/L;

m=ya/L;

deslocamentosl (indice)=[1 m 0 0 0 0;0 0 1 0 0 0;0 0 O O 1

m] *deslocamentosGl (grauslibelemento) ;

end

deslocamentosl;

$vrect: vector que define a recta que passa pelos 3 pontos que
constituem cada elemento

$vrectinicial: vector que define a recta incial do sistema global
$sobreposta na recta que define a barra deformada a inciar no né final
ou

%inical consoante o valor de u2 e termina na posigdo média da recta
sem considerar a deformacédo

%posi: posigcdo onde se pretende encontrar os valores de U2 e V2
vrect=zeros (numerodeelementos,2) ;

vrectinicial=zeros (numerodeelementos, 2) ;

posi=zeros (numerodeelementos, 1) ;

for e=1:numerodeelementos;

indice=nosdoselementos (e, :) ;

grauslibelemento=[indice (1) *2-1 indice(l)*2 indice(2)*2-1 indice(2) *2
indice(3) *2-1 indice(3) *2];

xa=xx (indice (3) ) -xx (indice (1)) ;

ya=yy (indice (3)) -yy(indice (1)) ;

L=sqrt (xa*xa+ya*ya) ;

grausliactivoselemt=intersect (grauslibelemento,grauslibactivos) ;
i=setdiff (grausliactivoselemt, [indice (1) *2-1 indice(1l)*2 indice(3)*2-1
indice(3) *2]);

vrect (e,1l)= coordenadasdosnospd(indice (3)*2-1) -
coordenadasdosnospd (indice (1) *2-1) ;

vrect (e,2)= coordenadasdosnospd(indice (3) *2) -
coordenadasdosnospd (indice (1) *2) ;

vrectinicial (e, :)=(1/2)* (L/ (sqrt(vrect(e,1l) *vrect(e,1l) +vrect (e, 2) *vrec
t(e,2))))*vrect(e,:);

if round(deslocamentosl (indice (3))-deslocamentosl (indice (1)) ,14)==0

posi(e)=0.5;

c(1l)=(coordenadasdosnospd (indice (1) *2-1) +posi (e) *vrect(e,1)) -
coordenadasdosnosauxiliar (indice (2) *2-1) ;

c (2)=coordenadasdosnospd (indice (1) *2) +posi (e) *vrect (e, 2) -
coordenadasdosnosauxiliar (indice (2) *2) ;

U(e*4-1l:e*4)=U(e*4-1:e*4)+round(c',614);

clear c

deslocamentosG(i)=U (i) ;

deslocamentosG([indice (1) *2-1 indice(l)*2 indice(3)*2-1 indice(3)*2])
= deslocamentosGl ([indice (1) *2-1 indice(l)*2 indice(3)*2-1
indice (3) *2]) ;
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elseif deslocamentosl (indice(l))==0 && deslocamentosl (indice (2))>0
posi(e)=((sqrt(vrectinicial (e, 1) *vrectinicial (e,1l)+vrectinicial (e, 2) *v
rectinicial (e, 2)) ) +deslocamentosGl (i (2) -
1))/ (sqrt(vrectinicial (e, 1) *vrectinicial (e,1l)+vrectinicial (e,2) *vrecti
nicial(e,2)));

c(1l)=(coordenadasdosnospd (indice (1) *2-
1) +posi (e) *vrectinicial (e,1) ) —~coordenadasdosnosauxiliar (indice (2) *2-
1);

c (2)=coordenadasdosnospd (indice (1) *2) +posi (e) *vrectinicial (e, 2) -
coordenadasdosnosauxiliar (indice (2) *2) ;

U(e*4-1:e*4)=U(e*4-1:e*4)+c’';

deslocamentosG(i)=U (i) ;

deslocamentosG([indice (1) *2-1 indice(l)*2 indice(3)*2-1
indice(3)*2]) = deslocamentosGl([indice (1) *2-1 indice(l)*2
indice(3) *2-1 indice(3) *2]);

clear c
elseif deslocamentosl (indice(l))==0 && deslocamentosl (indice (2))<0
posi(e)=((sqgrt(vrectinicial (e,1l) *vrectinicial (e,1)+vrectinicial (e,2) *v
rectinicial (e,2))) - (deslocamentosGl (i (2)-1)) *-
1) / (sgrt(vrectinicial (e,1) *vrectinicial (e,1l) +vrectinicial (e, 2) *vrectin
icial(e,2)));

c(1l)=(coordenadasdosnospd (indice (1) *2-
1) +posi (e) *vrectinicial (e,1) ) —~coordenadasdosnosauxiliar (indice (2) *2-
1);

c (2)=coordenadasdosnospd (indice (1) *2) +posi (e) *vrectinicial (e, 2) -
coordenadasdosnosauxiliar (indice (2) *2) ;

U(e*4-1:e*4)=U(e*4-1:e*4)+c';

deslocamentosG(i)=U (i) ;

deslocamentosG([indice (1) *2-1 indice(1l)*2 indice(3)*2-1
indice(3) *2]) = deslocamentosGl ([indice (1) *2-1 indice (1) *2
indice(3) *2-1 indice(3)*2]);

clear c
elseif deslocamentosl (indice(l))<0&& deslocamentosl (indice(2))<0
posi(e)=((sqgrt(vrectinicial (e, 1) *vrectinicial (e,1l) +vrectinicial (e, 2) *v
rectinicial (e,2)) )+ (deslocamentosGl (i(2)-1)) *-
1) / (sqgrt(vrectinicial (e, 1) *vrectinicial (e,1l)+vrectinicial (e, 2) *vrectin
icial(e,2)));

c(1l)=(coordenadasdosnospd (indice (1) *2-
1) +posi (e) *vrectinicial (e,1) ) —~coordenadasdosnosauxiliar (indice (2) *2-
1);

c (2)=coordenadasdosnospd (indice (1) *2) +posi (e) *vrectinicial (e, 2) -
coordenadasdosnosauxiliar (indice (2) *2) ;

U(e*4-1l:e*4)=U(e*4-1l:e*4)+c';

deslocamentosG(i)=U (i) ;

deslocamentosG([indice (1) *2-1 indice(1l)*2 indice(3)*2-1
indice(3)*2]) = deslocamentosGl([indice(l)*2-1 indice (1) *2
indice(3)*2-1 indice (3) *2]);

clear c

elseif deslocamentosl (indice(l) )<0&& deslocamentosl (indice (2))>0

posi(e)=((sqrt(vrectinicial (e,1l) *vrectinicial (e,1)+vrectinicial (e,2) *v
rectinicial (e,2)))+deslocamentosGl (i (2) -
1))/ (sqrt(vrectinicial (e,1l) *vrectinicial (e,1l)+vrectinicial (e,2) *vrecti
nicial(e,2)));

c(1l)=(coordenadasdosnospd (indice (1) *2-
1) +posi (e) *vrectinicial (e,1) ) ~-coordenadasdosnosauxiliar (indice (2) *2-
1);
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c (2)=coordenadasdosnospd (indice (1) *2) +posi (e) *vrectinicial (e, 2) -
coordenadasdosnosauxiliar (indice (2) *2) ;
U(e*4-1:e*4)=U(e*4-1:e*4)+c’';
deslocamentosG(i)=U(i) ;
deslocamentosG([indice (1) *2-1 indice(1l)*2 indice(3)*2-1

indice(3)*2]) = deslocamentosGl([indice (1) *2-1 indice(l)*2
indice (3) *2-1 indice(3) *2]);
clear c

elseif deslocamentosl (indice(1l))>0 && deslocamentosl (indice(2))>0

posi(e)=((sqrt(vrectinicial (e, 1) *vrectinicial (e,1l)+vrectinicial (e, 2) *v
rectinicial (e,2)))-deslocamentosGl ( (i (2) -
1)))/ (sgrt(vrectinicial (e,1) *vrectinicial (e,1l) +vrectinicial (e, 2) *vrect
inicial(e,2))):

c(1l)=(coordenadasdosnospd (indice (1) *2-
1) +posi (e) *vrectinicial (e,1) ) ~-coordenadasdosnosauxiliar (indice (2) *2-
1);

c (2)=coordenadasdosnospd (indice (1) *2) +posi (e) *vrectinicial (e,2) -
coordenadasdosnosauxiliar (indice (2) *2) ;

U(e*4-1l:e*4)=U(e*4-1l:e*4)+c’';

deslocamentosG(i)=U(i) ;

deslocamentosG([indice (1) *2-1 indice(l)*2 indice(3)*2-1
indice(3)*2]) = deslocamentosGl([indice (1) *2-1 indice(l)*2
indice (3)*2-1 indice(3)*2]);

clear c
else

posi(e)=((sqrt(vrectinicial(e,1l) *vrectinicial (e,1)+vrectinicial (e,2) *v
rectinicial (e,2))) - (deslocamentosGl (i (2)-1)) *-
1) / (sgrt(vrectinicial (e,1) *vrectinicial (e,1l) +vrectinicial (e, 2) *vrectin
icial(e,2)));

c(1l)=(coordenadasdosnospd (indice (1) *2-
1) +posi (e) *vrectinicial (e,1) ) ~-coordenadasdosnosauxiliar (indice (2) *2-
1);

c (2)=coordenadasdosnospd (indice (1) *2) +posi (e) *vrectinicial (e, 2) -
coordenadasdosnosauxiliar (indice (2) *2) ;

U(e*4-1:e*4)=U(e*4-1:e*4)+c';

deslocamentosG(i)=U (i) ;

deslocamentosG([indice (1) *2-1 indice(l)*2 indice(3)*2-1

indice(3) *2]) = deslocamentosGl ([indice (1) *2-1 indice (1) *2
indice(3) *2-1 indice(3) *2]);
clear c
end
end
deslocamentosG;

%$obter o vector deslocamento global e local nos apoios com rotagédo
for e=1:numerodeelementos;

indice=nosdoselementos (e, :);

grauslibelemento=[indice (1) *2-1 indice(l)*2 indice(2)*2-1 indice(2) *2
indice (3)*2-1 indice(3) *2];

deslocamentosGlloauxiliar (indice (2) *2-

l:indice(2) *2)=deslocamentosG(indice (2) *2-1:indice (2) *2) ;

end

% ciclo para desconsiderar resultados residuais, todos os
deslocamentos na casa dos nandémetros passam a 0
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e=1;
while e<=size (deslocamentosG,1)

if round(deslocamentosG(e),h 9)==0
deslocamentosG(e)=0;
else
end
e=e+l;

end

clear e

% reacgdes em coordenadas locais dos apoios, caso o dngulo do apoio
seja 0° ou 360°, as coordenadas locais sdo coincidentes com as Globais

R=KGeLap*deslocamentosGlloauxiliar-forceGLloap;
R(grauslibprescritosGLlo) ;

%$Obter o vector RGl, reacgdes em variaveis Globais
RGl=zeros (GL,1) ;

for e=1:numerodenos;

if rem(e,2)==0

else

if (ang(e)>=0) &&(ang(e)<=90) | | (ang (e)==360)

RGl (e*2-1:e*2)=[cosd(ang(e)) -sind(ang(e)) ;sind(ang(e))
cosd(ang(e))]*R(e*2-1:e*2) ;

else if (ang(e)>90) && (ang(e)<180)

RGl (e*2-1:e*2)=[-cosd(180-ang(e)) -sind(180-
ang(e)) ;sind(180-ang(e)) -cosd(180-ang(e))]*R(e*2-1:e*2);

else if (ang(e)==180)

RG1l (e*2-1:e*2)=[cosd (ang(e))
sind(ang(e)) ;sind(ang(e)) cosd(ang(e))]*R(e*2-1:e*2);

else if (ang(e)>180) && (ang(e)<270)

RGl (e*2-1:e*2)=[-sind (270-ang(e))

cosd(270-ang(e)) ;—cosd(270-ang(e)) -sind(270-ang(e))]*R(e*2-1:e*2);

else if (ang(e)==270)

RG1l (e*2-1:e*2)=[cosd(ang(e)) -
sind(ang(e)) ;sind(ang(e)) cosd(ang(e))]*R(e*2-1:e*2);

else if (ang(e)>270)&& (ang(e)<360)
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RG1l (e*2-1:e*2)=[cosd (360-ang(e))
sind (360-ang(e)) ;-sind (360-ang(e)) cosd(360-ang(e))]*R(e*2-1:e*2);

end
end
end
end
end
end

end

end

RG1 (grauslibprescritosGl) ;
deslocamentosG;

Q

% tensdes nos elementos
for e=1:numerodeelementos;
indice=nosdoselementos (e, :) ;

grauslibelemento=[indice (1) *2-1 indice(l)*2 indice(2)*2-1 indice(2) *2

indice(3) *2-1 indice(3) *2];

xa=xx (indice (3) ) -xx(indice (1)) ;

ya=yy (indice(3))-yy(indice (1)),

L=sqrt (xa*xa+ya*ya) ;

l=xa/L;

m=ya/L;

T=[1 m 0 0 00;001mO0O0;00001m];
syms x

B=diff ([ (2*x*x) / (L*L) - (3*x) /L+1, ((4*x) /L) - (4*x*x) / (L*L) , (2*x*x) / (L*L) -

x/L]);

Bf=subs (B,x,L) ;
Bc=subs (B,x,L/2) ;
Bi=subs (B, x,0) ;

sigmaf (e)=E (e) *double (Bf) *T*deslocamentosG (grauslibelemento) ;
sigmac (e)=E (e) *double (Bc) *T*deslocamentosG (grauslibelemento) ;
sigmai (e)=E (e) *double (Bi) *T*deslocamentosG (grauslibelemento) ;
sigmaf (e) =round (sigmaf (e) ,8) ;

sigmac (e)=round (sigmac(e) ,8);

sigmai (e)=round (sigmai (e) ,8) ;

sigma (indice)=[sigmai (e) sigmac(e) sigmaf(e)];

FAxialf (e)=EA (e) *double (Bf) *T*deslocamentosG (grauslibelemento) ;
FAxialc (e)=EA (e) *double (Bc) *T*deslocamentosG (grauslibelemento) ;
FAxialj (e)=EA(e) *double (Bi) *T*deslocamentosG (grauslibelemento) ;
FAxialf (e)=round (FAxialf (e),8);
FAxialc (e)=round (FAxialc(e),8)
FAxiali (e)=round (FAxiali (e),8);

FAxial (e)=EA (e) *B*T*deslocamentosG (grauslibelemento) ;
end

$Apresentagdo de Resultados

sigmaMPa=zeros (numerodeelementos,1) ;

for e=1:numerodeelementos;
indice=nosdoselementos (e, :) ;

sigmaMPa (e) =max (sigma (indice) ) *10e-7;

end
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disp('Tensdo Normal Maxima[MPa]')
elem=1:numerodeelementos;

format short

[elem' sigmaMPa]

for e=1l:numerodeelementos;
indice=nosdoselementos (e, :) ;

sigmaMPa (e)=min (sigma (indice) ) *10e-7;
end

disp('Tensdo Normal Minima[MPa]')
elem=1:numerodeelementos;

format short

[elem' sigmaMPa]

%Deslocamentos em coordendadas globais
deslocamentosmm=deslocamentosG*10e2;
disp('Deslocamentos[mm] ')

jj=1:GL;

format short

[JJ' deslocamentosmm]

Q

% Reacgdes nos nés em coordenadas locais

Reaccoes=R (grauslibprescritosGLlo) *0.001;
disp ('Reacg¢des,coordenadas locais [kN]')
format short

[grauslibprescritosGLlo Reaccoes]

Q

ReaccoesGl=RG1*0.001;

disp ('Reacg¢des,coordenadas Globais [kN]')
format short

[JJ' ReaccoesGl]

% Reacgdes nos nés em coordenadas Globais
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