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RESUMO 

A otimização dos processos numa empresa torna-se cada vez mais essencial no crescimento de uma 

empresa. Para enfrentar a concorrência, é indispensável fazer um planeamento dos processos que 

a empresa realiza.  

Este trabalho incidiu no estudo do Planeamento Agregado da Produção com o objetivo de otimizar 

o sistema produtivo de uma empresa. O princípio do (PAP) é ajustar a capacidade de produção à 

previsão da procura. Este método permite determinar: níveis de produção e stock, contratações e 

demissões de funcionários, número de horas extras, atrasos e satisfação da procura de modo a 

atingir os menores custos possíveis.   

Para o decorrer deste trabalho, é pretendido apresentar e desenvolver um modelo matemático que 

consiga atender a todas as necessidades do processo produtivo, considerando todos os aspetos 

desde a produtividade do pessoal até ao produto ou serviço. Foi desenvolvido um protótipo de PAP 

que permite obter a melhor solução de produção considerando as condições impostas.  

Posteriormente, o protótipo desenvolvido de PAP foi testado e comparado com outros métodos de 

planeamento como o Nivelamento pela média, o Excesso e capacidade e a Adaptação á procura, de 

modo a determinar qual o método apresenta os melhores resultados. Todos os métodos foram 

testados através com valores aleatórios. Dos testes efetuados, conclui-se que o modelo 

matemático desenvolvido apresenta a melhor solução, no entanto, uma ótima alternativa a este 

método é o Nivelamento pela Média que apresentou bons resultados. Para confirmar os resultados 

foram realizados testes estáticos, que permitiram concluir que existe uma diferença significativa 

entre as médias dos grupos uma vez que o valor p (<,001) é muito inferior ao valor de 𝛼 de 0,05. 

Dos testes realizados, destaca-se o protótipo PAP que para além de ter um p-value muito inferior a 

0,05 apresenta a melhor média entre os grupos.  

 

PALAVRAS-CHAVE 

Planeamento Agregado da Produção (PAP); Mixed Integer Linear Programming; Otimização; Excel; 
ANOVA. 
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ABSTRACT 

Optimizing a company's processes is becoming increasingly essential for its growth. In order to face 

up to the competition, it is essential to plan the processes that the company carries out.  

This work focused on the study of Aggregate Production Planning with the aim of optimizing a 

company's production system. The principle of PAP is to adjust production capacity to forecast 

demand. This method makes it possible to determine: production and stock levels, hiring and firing 

of employees, number of overtime hours, delays and meeting demand in order to achieve the 

lowest possible costs.   

The aim of this work is to present and develop a mathematical model that can meet all the needs 

of the production process, considering all aspects from staff productivity to the product or service. 

A PAP prototype has been developed that allows the best production solution to be obtained 

considering the conditions imposed.  

Subsequently, the developed PAP prototype was tested and compared with other planning 

methods such as Average Leveling, Excess Capacity and Adaptation to Demand, in order to 

determine which method gives the best results. All the methods were tested using random values. 

From the tests carried out, it can be concluded that the mathematical model developed presents 

the best solution; however, an excellent alternative to this method is Leveling by Average, which 

showed good results. To confirm the results, static tests were carried out, which concluded that 

there is a significant difference between the means of the groups since the p-value (<.001) is much 

lower than the α-value of 0.05. Of the tests carried out, the PAP prototype stands out as having a 

p-value much lower than 0.05 and the best average between the groups. 

 

KEYWORDS 

Aggregate Production Planning (APP); Mixed Integer Linear Programming; Optimization; Excel; 

ANOVA. 
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1. INTRODUÇÃO 

1.1. Enquadramento  

Atualmente a otimização de processos é fundamental para o sucesso de uma empresa. O processo 

até obter o produto ou serviço, começando na produtividade dos colaboradores que é diretamente 

influenciada pela qualidade do seu ambiente de trabalho, é passível de ser otimizado. Para isso, é 

imperativo fazer um bom planeamento das operações a serem realizadas.  

O Planeamento e Programação da Produção permite melhorar as condições de trabalho dos 

colaboradores e minimizar os custos associados à atividade da organização, atendendo, da melhor 

forma possível, as expectativas do cliente no que diz respeito à qualidade, custo, prazos de entrega, 

etc. (Diogo & Soares Mateus, n.d.).  

Desde a Revolução Industrial que presenciamos o aumento da especialização das organizações. 

Apesar dos bons resultados, a crescente complexidade torna cada vez mais difícil para uma empresa 

a alocação dos recursos disponíveis às suas atividades com eficiência. Para este tipo de problemas, 

surgiu a necessidade de simplificar os métodos para encontrar soluções, o que levou à utilização da 

Investigação Operacional (IO) nestes contextos (Hillier & Lieberman, 2006).  

Nas empresas da área industrial, a gestão da produção é uma componente bastante importante do 

seu funcionamento, sem ela pode-se originar desorganização a nível da produção que pode criar 

situações críticas e pôr em causa toda a fiabilidade que deve ser transmitida a um cliente. Como 

sistema intrínseco a esta gestão existe o planeamento, programação e controlo da produção, o qual 

é fundamental para coordenar todas as atividades inerentes à satisfação da procura do mercado 

(Carvalho Da Fonseca, 2009) 

O aumento da competitividade tornou a IO mais importante em sistemas programação da 

produção, gestão de qualidade Seis-Sigma, técnicas de inventário Just-in-time (JIT). O crescimento 

dos mercados e o consequente aumento da concorrência destacaram a necessidade da IO. Para 

serem competitivas, as empresas devem enfrentar os desafios presentes no mercado, oferecendo 

produtos e serviços de valor aos seus clientes. (Ramaiyer Subramanian et al., 2010) 

 

1.2. Objetivos  

O propósito deste trabalho é o desenvolvimento de uma ferramenta de apoio do planeamento da 

produção em VBA. Nomeadamente, uma ferramenta que permita otimizar o PAP (Planeamento 

Agregado da Produção) e assim reduzir os custos de produção. 

Estão ainda definidos como objetivos secundários, os seguintes pontos:   

• Identificar e apresentar os fatores influentes para o sistema produtivo de uma empresa;  

• Estudo do método mais adequado para o desenvolvimento de uma ferramenta de apoio 

ao planeamento da produção;  
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• Validar a ferramenta para que seja capaz de se ajustar a outros contextos e organizações 

através de casos de estudo relevantes. 

1.3. Metodologia  

A palavra Metodologia vem do grego composta pelos vocábulos: meta que significa para além de; 

odòs, caminho; logos, discurso ou estudo. Metodologia pode ser definida como o estudo de um 

conjunto de procedimentos que contribuem para a obtenção do conhecimento através dos vários 

caminhos disponíveis. (Manuel Da et al., 2020) 

A investigação científica inicia-se com a identificação de uma pergunta para a qual ainda não tem 

resposta ou para a qual o conhecimento existente é insuficiente ou inadequado. Para isso, é 

necessário construir uma resposta, oferecendo provas de segurança e confiança que a justifiquem 

(de preferência, que seja correta). (Köche, 2011) 

Para a elaboração de um processo de investigação é necessário em definir os objetivos do mesmo 

e efetuar uma pesquisa baseada em fundamentos científicos que abordem temas ou questões 

semelhantes. Para o trabalho proposto são necessários conhecimentos técnicos e científicos sobre 

a área da Investigação Operacional que irão permitir formular uma possível solução para o 

problema estudado.  

A metodologia utilizada para este trabalho foi a investigação teórica. Para o desenvolvimento deste 

trabalho, recorreu-se, essencialmente, à pesquisa bibliográfica e casos de estudo sobre os temas 

em que a proposta do trabalho se enquadra.  

De maneira a validar a ferramenta proposta, a mesma, vai ser analisada num extenso estudo 

computacional, onde será comparada com outras técnicas de otimização em problemas 

académicos. 

1.4. Estrutura 

O presente trabalho está organizado em cinco capítulos. O primeiro capítulo é dedicado ao 

enquadramento do trabalho.  

O segundo capítulo contém a fundamentação teórica para o desenvolvimento do trabalho. É 

abordada a contextualização da investigação operacional assim como as suas aplicações e modelos 

matemáticos. É também feita uma abordagem sobre o Planeamento e Programação da Produção 

e como a IO pode ser vantajosa para esta área. Posteriormente são apresentados casos de estudo 

sobre como foram aplicados modelos matemáticos para a resolução de problemas de programação 

de produção.   

Os seguintes capítulos, 3 e 4, são dedicados ao desenvolvimento da ferramenta e apresentação de 

resultados. No terceiro capítulo é descrita a formulação matemática e o funcionamento da 

ferramenta e no quarto capítulo são apresentados os resultados de problemas académicos obtidos 

com a ferramenta desenvolvida.  

O último e quinto capítulo desenvolve as conclusões e limitações finais sobre a realização desta 

dissertação.  
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2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

O presente capítulo desenvolve a revisão literária que serviu de fundamento teórico para o 

desenvolvimento do trabalho. É feita uma apresentação da Investigação Operacional e das suas 

aplicações assim como os métodos para a resolução de problemas. Para abordar problemas de 

programação linear será focado o Algoritmo Simplex (que serviu de base para o caso de estudo). 

2.1. A Investigação Operacional  

A Investigação Operacional (IO) é um ramo da matemática aplicada que utiliza modelos 

matemáticos e estatísticos para auxiliar no processo de decisão.  

A Investigação Operacional utiliza uma ampla série de técnicas e métodos para a resolução de 

problemas de decisão Umas das suas principais técnicas (que é abordada ao longo deste trabalho) 

para modelar problemas de decisão é a Programação Linear.  

A implementação da IO numa empresa produtiva pode trazer benefícios a nível competitivo. 

Segundo (Ferreira Garcia & Pinheiro Bueno, 2020), estas são as principais:  

• Tomada de decisões acertadas; 

• Redução de erros e falhas operacionais; 

• Maximização de resultados e desempenho; 

• Melhoria do controlo de processos; 

• Resolução de problemas de forma precisa; 

• Melhoria no potencial competitivo da empresa; 

• Soluções adequadas ao objetivo organizacional; 

• Redução de custos e aumento da economia empresarial; 

• Melhoria da produtividade. 

Historicamente, a investigação operacional surgiu no início da 2º Guerra Mundial, quando os 

serviços militares sentiram a necessidade urgente de alocar os seus escassos recursos para várias 

operações militares de forma eficaz. Para isso, a administração britânica, e mais tarde a Americana, 

criou uma equipa de investigação operacional para aplicarem uma abordagem científica de modo 

a ser possível lidar com este e outros problemas estratégicos.  

No final da guerra, e no seguimento do sucesso da IO, começou a surgir o interesse em aplicar a IO 

em outras áreas nomeadamente no ramo industrial (despoletado pelo crescimento industrial por 

volta da década de 1950) (Hillier & Lieberman, 2010). Os cientistas, após o conhecimento dos 

resultados obtidos durante a guerra, foram motivados a desenvolver modelos relevantes para o 

crescimento desta área. Um exemplo foi George Dantzig, conhecido por contribuir na redução de 

custos militares, que desenvolveu em 1947 um método para a resolução de problemas de 

programação linear, o método Simplex (Ferreira Garcia & Pinheiro Bueno, 2020).  
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Um outro grande fator que impulsionou a IO, foi a revolução do computador, o desenvolvimento 

dos computadores com uma capacidade em realizar cálculos aritméticos milhões de vezes mais 

rápido que o ser humano, permitiu um enorme crescimento na área da investigação operacional. 

(Hillier & Lieberman, 2010) 

Na aplicação do método da IO, identificam-se tipicamente as seguintes fases:  

1. Definir o problema de interesse e coletar dados; 

2. Formular um modelo matemático para representar o problema; 

3. Desenvolver um procedimento computacional a fim de derivar soluções para o problema a 

partir do modelo; 

4. Testar o modelo e adaptá-lo conforme necessário; 

5. Preparar-se para a aplicação contínua do modelo; 

6. Implementar (Hillier & Lieberman, 2006). 

 

1. Definir o problema - A análise do problema  

A análise de decisão/problema adiciona clareza na resolução do problema. Ela fornece uma 

estrutura aos dados do problema permitindo dividi-los em partes mais pequenas e mais fáceis para 

que possam ser analisadas individualmente. Esta análise identifica os inputs mais importantes e, 

que por isso, merecem mais atenção.  

A modelação matemática inicia-se apenas quando as ideias do “tomador de decisão” sobre o 

problema estão totalmente desenvolvidas. 

Uma grande vantagem desta análise, é a capacidade de reduzir a complexidade do problema. 

Apesar do problema ser analisado isoladamente, no fim é realizada uma análise da estatura geral 

do problema eliminando o risco de esquecer relações importantes entre os dados fornecidos 

(Clemen & Reilly, 2013). 

 

2. Formular o modelo matemático  

Um modelo matemático é uma representação de um problema real através de fórmulas 

matemáticas. Ele pode ser utilizado para tomar decisões ou simplesmente para estruturar o 

problema para uma melhor compreensão (Winston, 2004). 

Os modelos matemáticos apresentam muitas vantagens em relação a uma descrição verbal do 

problema pois descrevem o problema de forma muito mais concisa. A modelação matemática torna 

mais compreensível a estrutura geral do problema e ajuda a revelar importantes relacionamentos 

causa-efeito e assim indicar quais os dados que são relevantes para a análise (Hillier & Lieberman, 

2006). 

Ao desenvolver o modelo, um método eficiente é iniciar com uma versão mais simples e, 

progressivamente, ir avançando para modelos mais elaborados que reflitam de forma mais próxima 

a complexidade do problema na realidade. 
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3. Desenvolvimento computacional  

Após a formulação de um modelo matemático para o problema em questão, a próxima fase num 

estudo de IO é o desenvolvimento de um procedimento para determinar soluções viáveis para o 

problema desse modelo. (Hillier & Lieberman, 2006) 

O melhor meio para validar os modelos matemáticos, atualmente, é com recurso a softwares 

desenvolvidos para correrem os algoritmos de tomada de decisão, como por exemplo, a utilização 

o Solver do EXCEL. 

 

4. Testar o modelo 

Ao desenvolver um modelo matemático de grandes dimensões, inevitavelmente a primeira versão 

terá alguns erros que necessitam de correção. Após uma longa sucessão de correções, o 

programador ou equipa de programação, concluíra o modelo e obtém resultados válidos.  

Esse processo de teste e aperfeiçoamento de um modelo para aumentar sua validade é comumente 

referido como validação de modelos (Hillier & Lieberman, 2006). 

A qualidade e aplicabilidade do modelo são determinados através da validação do modelo 

matemático. Esta validação produz informação para auxiliar a equipa de tomada de decisão a 

aceitar ou rejeitar o modelo proposto, avaliando se o modelo tem potencial para justificar os meios 

(Landry et al., 1983). 

 

5. Aplicação do modelo  

Após um procedimento de validação do modelo e solução, pode se iniciar a aplicação do modelo. 

Um sistema interativo desenvolvido em computador denominado sistema de apoio à decisão é 

aplicado para ajudar os gerentes a utilizar dados e modelos para dar suporte (e não substituir) às 

suas decisões, conforme necessário.  Nesta fase, à medida que as condições mudam ao longo do 

tempo, este processo deve ser modificado de acordo o sistema computacional (inclusive o modelo).  

Na maioria destes estudos, podem ser necessários vários meses (ou mais) para desenvolver, testar 

e instalar o sistema computacional (Hillier & Lieberman, 2006). 

 

6. Implementação  

Após o sistema estar completamente desenvolvido para aplicação de um modelo, a última fase é a 

implementação do sistema.  

A fase de implementação pode envolver várias etapas. Primeiro, fornecer uma explicação sobre o 

novo sistema a ser adotado e como ele se relaciona com as realidades operacionais. De seguida, 

todas as partes envolvidas compartilham a responsabilidade pelo desenvolvimento de 

procedimentos necessários para colocar esse sistema em operação. Se for bem-sucedido, o novo 

sistema poderá ser usado por anos. 

O sucesso da fase de implementação depende muito do suporte e da boa comunicação entre a 

equipa de IO pois ajuda a garantir que o estudo realizado é de encontro com o aquilo que é desejado 

(Hillier & Lieberman, 2006). 
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2.1.1. Modelação Matemática   

A abordagem científica para a tomada de decisão envolve normalmente o use de um ou mais 

modelo matemático.  

A modelação matemática é a representação de uma situação real através de formulações 

matemáticas e pode ser utilizado para tomar a melhor a decisão ou simplesmente para análise e 

otimização da situação atual. (Winston, 2004) 

O processo de modelação deve ser repetido várias vezes até que o modelo que adeque á situação 

que se pretende estudar (Azevedo Costa, 2021). O conceito de otimização está bem enraizado na 

modelação matemática, concentrando a sua atenção num objetivo projetado para quantificar o 

desempenho a medir (G. Luenberger, 2008).   

Os modelos de Programação Matemática incluem os modelos de Programação Linear, e os modelos 

de Programação Não Linear. (Magalhães Hill & Marques dos Santos, 2015) 

2.1.2. Programação Linear 

A Programação Linear (PL) é das áreas mais estudadas na IO e consiste num modelo matemático 

composto por apenas funções lineares (Alves Verga, 2021).  

A popularidade da Programação Linear deve-se principalmente à sua fase de formulação e não à 

sua fase de solução, a matemática é mais acessível e por isso não é tão difícil de definir. A teoria é 

mais rica e a computação é mais simples para problemas lineares do que para problemas não 

lineares. A PL, muitas vezes é selecionada como a solução mais fácil ou quando se procura 

generalizar, mesmo que a sua função objeito não seja puramente linear, torna-se mais fácil defini-

la como um problema de programação linear. (G. Luenberger, 2008) 

O modelo matemático pretende transcrever os dados fornecidos do problema a otimizar. Para isso, 

os componentes de um modelo de programação linear incluem: 

• Variáveis de decisão - corresponde ao número de variáveis que se pretende determinar de 

modo a otimizar o objetivo definido para a função objetivo, 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3, … , 𝑛)  

• Função(ões) objetivo(s) – função linear das variáveis de decisão que se pretende maximizar 

ou minimizar 

 

Maximizar ou Minimizar Z =  𝑐1 ∙ 𝑥1 + 𝑐2 ∙ 𝑥2 + ⋯+ 𝑐𝑛 ∙ 𝑥𝑛 Equação 1 

 

𝑍 – Função Objetivo 

𝑐𝑗 – Coeficientes da função objetivo  

• Restrições - limitações impostas aos valores da variável de decisão, expressa por equações 

ou inequações 
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𝑎11 ∙ 𝑥1 + 𝑎12 ∙ 𝑥2 + ⋯+ 𝑎1𝑛 ∙ 𝑥𝑛 ≤ 𝑏1 Equação 2 

𝑎21 ∙ 𝑥1 + 𝑎22 ∙ 𝑥2 + ⋯+ 𝑎2𝑛 ∙ 𝑥𝑛 ≤ 𝑏2 Equação 3 

…  

𝑎𝑚𝑛 ∙ 𝑥𝑛 + 𝑎𝑚𝑛 ∙ 𝑥𝑛 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑛 ∙ 𝑥𝑛 ≤ 𝑏𝑚 Equação 4 

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0,… , 𝑥𝑛 ≥ 0 Equação 5 

 

𝑎𝑖𝑗  – Coeficientes tecnológicos  

𝑏𝑖 – Termos independentes  

 

O modelo procura encontrar valores das variáveis de decisão que otimizem (por maximização ou 

minimização) da função objetivo, tendo em conta todo o conjunto de dados fornecidos e cumprindo 

as restrições. (Winston, 2004) 

Atualmente, existem variados algoritmos matemáticos para resolver estes modelos de forma 

eficiente, no entanto, este trabalho será focado o método Simplex, pois é o método mais “popular”. 

Métodos de resolução para Otimização Linear:  

• Fourier (1827): Método para resolver sistemas de inequações lineares, considerado como 

o primeiro estudo de programação linear. 

• Dantzig (1947): Método prático para solução de modelos lineares (Programming in a Linear 

Structure). 

• George B. Dantzig (1949): Publicou “Simplex Method”. 

• Koopmans (1957): formulação de problemas de programação linear em economia. 

• Karmachar (1984): Método dos pontos interiores 

 

2.1.3. Método Simplex 

O algoritmo Simplex é um método amplamente utilizado para obter o melhor resultado de uma 

equação máxima ou mínima com restrições lineares. Esta técnica de melhoria da programação 

linear, originalmente proposto por Dantzig, é um processo iterativo que permite obter a melhor 

solução viável alterando o valor das variáveis. Em problemas de maximização, o valor é alterado 

até se obter o valor máximo da função objetivo, caso se se tratar de um problema de minimização, 

a cada iteração o valor da função objetivo vai diminuindo até encontrar a solução com o valor mais 

baixo. (Fearnley & Savani, 2015) 

Em 1965, (Nelder & Meadf, 2011) introduziu uma adaptação do algoritmo Simplex onde adaptava 

um conjunto de pontos a curvaturas de funções. O método consiste na realização de uma iteração 
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a partir de n+1 vértices como posição inicial do Simplex, de modo a alterar a forma Simplex através 

da reflexão, expansão, contração e redução. Estas operações levam à evolução do Simplex no 

espaço de decisão, que eventualmente deve convergir para a solução ótima.  

De acordo com (Nelder & Meadf, 2011), o Simplex adapta-se ao espaço de pesquisa e contrai-se ao 

mínimo final. O método se mostra eficaz e computacionalmente compacto. (Niegodajew et al., 

2020) 

 

Algoritmo Simplex - Metodologia 

1. Início:  Identificar uma solução básica viável inicial. 

2. Iteração: Procurar uma solução básica viável melhor através de um processo iterativo. 

3. Paragem: A iteração termina quando não existe nenhuma solução básica viável melhor que a 

solução atual (Oliveira & Carravilla, 1998) 

 

2.1.4. Programação Não Linear 

A Programação Não Linear (PNL) é utilizada em processos de tomada de decisão em que, devido à 

complexidade da realidade, a função objetivo e as restrições contêm funções não lineares nas 

variáveis.  

Em caso de problemas mais complexos ou com mais variáveis em constante mudança, a função 

objetivo pode ser não suave (uma função diz-se suave quando é continuamente diferenciável até à 

segunda ordem), não linear, descontínua, não convexa e com muitos mínimos locais. Nestes casos, 

os métodos da programação linear não são os mais apropriados pois podem gerar uma solução 

desadequada da realidade, pelo que se desenvolveu métodos iterativos da programação não linear 

que permita a modelação deste tipo de problemas. (Correia, 2010) 

 

Métodos de resolução para Otimização Não Linear: 

• Método de Programação Quadrática Sequencial (SQP - Sequential Quadratic Programming) 

• Método de Penalidade e Barreira (Penalty and Barrier Methods) 

• Método de Lagrangeana Aumentada (ALM - Augmented Lagrangian Methods) 

• Método de Gradiente Reduzido (GRG - Reduced-gradient Methods)  

• Método de Programação Quadrática Sequencial Admissível (FSQP – Feasible Sequential 

Quadratic Programming 

• Método dos Filtros (Filter Methods) (Correia, 2010) 
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2.1.5. Ferramenta Solver do Microsoft Excel 

O Solver é um suplemento do Microsoft Excel para realizar análise de hipóteses que permite 

resolver problemas de otimização (de los Ríos & Belmonte, 2022). 

Ele funciona com um grupo de células, denominadas variáveis de decisão que são utilizadas no 

cálculo de fórmulas nas células de objetivo e de restrição. O Solver ajusta os valores das células de 

variáveis de decisão de modo a satisfazer os limites das células de restrição e produzir o resultado 

pretendido na célula da função objetivo. Por outras palavras, o Solver pode ser utilizado para 

determinar o valor máximo ou mínimo de uma célula ao alterar o valor de outras células focando-

se na obtenção de uma região ótima e não um ótimo absoluto (Microsoft Oficce, 2021).  

O solver permite a escolha de um de três algoritmos para a resolução do problema: 

• GRG (Generalized Reduced Gradient) Não linear: Utilização para problemas não lineares 

uniformes. 

• LP Simplex: Utilização para problemas que são lineares. 

• Evolutionary: Utilização para problemas difíceis. 

 

2.2. Planeamento e Programação da Produção 

O Planeamento e Controlo da Produção é aplicado de várias formas e por isso deve ser sempre 

adaptável ao contexto em que se enquadra. Para isso, existem vários métodos para o planeamento 

que destacam diferentes aspetos do planeamento da produção, como por exemplo: matéria-prima, 

procura, número de unidades produzidas, número de horas de trabalho, mão-de-obra, stock, etc. 

Desta forma, é de grande importância que cada empresa utilize o método mais adequado que 

corresponda às suas necessidades.  (Ramos Cruz, 2018) 

Podemos caracterizar uma operação como um trabalho contínuo com uma gestão de custos cíclica 

e parcial realizado por pessoas, preferencialmente, alocadas ao projeto  (Frisanco & Anglberger, 

2008) 

O Planeamento e Controlo da Produção é importante para um bom desempenho de um sistema 

produtivo. Ele permite definir no tempo:  

- Os produtos e respetivas quantidades a produzir; 

- As correções necessárias introduzir no sistema produtivo quando se verificam desvios 

significativos do que foi planeado em relação ao que foi efetivamente produzido; 

- A gestão eficiente do fluxo de materiais, pessoas e recursos; 

- A coordenação de atividades internas (Gabriel, 2005). 

Quando o planeamento da produção é elaborado a médio/longo prazo, este é designado de 

Planeamento da produção. Se este for elaborado a curto prazo, este é denominado de Programação 

da Produção(Margarida et al., 2017) 
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2.2.1. Planeamento Agregado da Produção 

O Planeamento Agregado da Produção (PAP) começou a surgir há cerca 50 anos. Apesar de não ter 

sido valorizado inicialmente, foi conquistando importância quando se começou a verificar as 

vantagens na utilização deste tipo de planeamento.  

No seu estudo sobre o planeamento de horas anuais, (Lusa et al., 2008) propõe e desenvolve uma 

ferramenta que permite adaptar as horas de trabalho semanais dos colaboradores à procura, de 

forma a reduzir as horas extras, os custos de stock e custos em trabalhadores temporários.  

A função objetivo do Planeamento Agregado da Produção (PAP) é a adaptação da capacidade de 

produção à procura prevista. O pretendido é reduzir situações de desfasamento entre a capacidade 

de produção e a procura. Este método procura determinar: níveis produção e de stock, contratação 

e demissão de colaboradores, número de horas extras, encomendas em atraso e satisfação da 

procura obtendo o menor custo e máximo lucro. Para tal, é necessário calcular os custos associados, 

tal como: custos de mão de obra e subcontratação, custos de manutenção de stock e rutura de 

stock, custos de material e custos de admissão e despedimento.  

O plano que resulta do PAP funciona como ponto de partida para outros métodos como o Plano 

Diretor de Produção (PDP), que transforma o PAP na sua desagregação em produtos específicos ou 

módulos de produtos e define os períodos para a sua conclusão, e o MRP (Materials Requirement 

Planning) concebido para a gestão de fluxos de materiais. (Türkay et al., 2016) 

(Türkay et al., 2016), apresenta no seu trabalho três contribuições do PAP: a introdução da 

sustentabilidade “através da triple bottom line”, o uso da Curva de Aprendizagem (Learning Curve) 

que representa o aumento de capacidade dos colaboradores e o Limite de Suavização (Smoothing 

Limit) que diminui a contratação e demissão de funcionários.  

No seu estudo em 1991, Adler e Clark concluíram que a capacidade total da produção é influenciada 

pela experiência dos colaboradores. De acordo com as suas conclusões, um colaborador recém-

contratado trabalha a 70% do seu desempenho máximo nos três primeiros meses, cerca de 80% 

entre o terceiro e sexto mês, e nos restantes seis meses trabalham a 90% do seu nível de 

desempenho. Esta linha de aprendizagem ajuda a tornar os custos de admissão mais realísticos em 

vez de considerar que um recém-contratado irá produzir com o seu máximo de desempenho 

quando é admitido. < 

A demissão de colaboradores, provoca descontentamento e diminuição na motivação dos restantes 

assim como a contratação de um número significativo de colaboradores diminui a coordenação 

entre funcionários. O Limite de Suavização (Smoothing Limit) é um método que pretende diminuir 

este efeito da contratação e demissão de funcionários com base no seu número inicial. 
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2.3. Modelos de Programação Linear 

2.3.1. Modelo de (Yalcin, 2019) 

O objetivo deste estudo, consiste na construção de um modelo de equações lineares que permitam 

a otimização do planeamento de produção para uma empresa de produtos lacticínios.  

O estudo foi desenvolvido numa empresa situada na Turquia constituída por 10 trabalhadores. As 

variáveis, 𝑥1, 𝑥2,…, 𝑥5 representam os produtos produzidos. As tabelas Tabela 1, Tabela 2 e Tabela 

3, mostram os dados iniciais da empresa.  

Tabela 1 - Informação sobre as variáveis do modelo 

Símbolo do 

Produto 

Nome do 

produto 
Procura (unid.) 

Capacidade de 

produção 

Quantidade 

produzida 

𝒙𝟏 Manteiga 50-150 135 65 

𝒙𝟐 Iogurte 1000-2000 1676 1200 

𝒙𝟑 Queijo Feta 150-300 270 198 

𝒙𝟒 Queijo Kashar 150-300 275.4 210 

𝒙𝟓 Ayran 500-150 1224 1150 

 

Tabela 2 - Valores de preço, custo e lucro unitário dos produtos 

Símbolo do 

Produto 

Nome do 

produto 
Preço unitário Custo unitário Lucro unitário 

𝒙𝟏 Manteiga 13 11.5 1.50 

𝒙𝟐 Iogurte 3.1 3 0.1 

𝒙𝟑 Queijo Feta 7.5 7.25 0.25 

𝒙𝟒 Queijo Kashar 13 12 1 

𝒙𝟓 Ayran 0.5 0.49 0.01 

 

Tabela 3 - Quantidade de leite utilizada por unidade 

 Manteiga Iogurte Queijo Feta Queijo Kashar Ayran 

Quantidade de 

leite processado 

necessário (litros) 

1 1.4 6.2 9.5 0.2 

 

Foi proposto o seguinte modelo:  

𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟 1.5𝑥1 + 0.1𝑥2 + 0.25𝑥3 + 𝑥4 + 0.01𝑥5 = 𝑧 (𝑎𝑥) Equação 6 



2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 27 

 DESENVOLVIMENTO DE UMA FERRAMENTA DE APOIO AO PLANEAMENTO AGREGADO DA PRODUÇÃO  

𝑥1 + 1.4𝑥2 + 6.2𝑥3 + 9.5𝑥4 + 0.2𝑥5 ≤ 7000 Equação 7 

50 ≤ 𝑥1 ≤ 150 Equação 8 

1000 ≤ 𝑥2 ≤ 1000 Equação 9 

150 ≤ 𝑥3 ≤ 300 Equação 10 

150 ≤ 𝑥4 ≤ 300 Equação 11 

500 ≤ 𝑥5 ≤ 1500 Equação 12 

𝑥1 ≤ 135 Equação 13 

𝑥2 ≤ 1676 Equação 14 

𝑥3 ≤ 270 Equação 15 

𝑥4 ≤ 275.4 Equação 16 

𝑥5 ≤ 1224 Equação 17 

Onde:   

𝑥𝑗 , 1 < 𝑗 < 5 Equação 18 

 

Este modelo estudou os lucros da produção dos lacticínios considerando que a quantidade de leite 

fornecida à empresa pode variar entre os 6000 e os 7000 litros.  

A função objetivo deste modelo é maximizar os lucros da empresa aumentando a quantidade de 

produção e é representada pela Equação 6.  

Uma vez que o estudo considera que a quantidade máxima de leite fornecida à empresa é 7000 

litros, a Equação 7 garante que a quantidade produzida de lacticínios não ultrapassa a quantidade 

de leite disponível. As restrições (Equação 8), (Equação 9), (Equação 10), (Equação 11) e (Equação 

12) asseguram que a quantidade produzida é suficiente para satisfazer a procura. As restantes 

equações (Equação 13, Equação 14, Equação 15, Equação 16, Equação 17), restringem a capacidade 

máxima de produção de cada produto.  

2.3.2. Modelo de (Techawiboonwong & Yenradee, 2003) 

Este estudo, apresenta o planeamento de produção agregado para vários tipos de produtos onde 

o recurso “trabalhador” pode ser transferido entre as linhas de produção. 

A maioria das indústrias usa um período de planeamento mensal para seus planos mestres de 

produção (PDP). Portanto, o Plano Agregado de Produção também deve adotar o mesmo período 

de planeamento mensal para facilitar a desagregação do plano agregado no plano mestre de 

produção. A extensão do horizonte de planeamento depende da capacidade de prever a procura 

futura (Techawiboonwong & Yenradee, 2003).  

Para o desenvolvimento do modelo matemático, foram considerados os seguintes parâmetros e 

variáveis de decisão:  

Parâmetros  
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𝑚 − Número de períodos no horizonte de planeamento 

𝑛(𝑡) − Número de dias de horário de trabalho normal por cada período t 

𝑥 − Tipo de produto (x = 1, 2) 

ℎ(𝑡) − Número de dias de horário de feriado/folga por período t 

𝑅𝐻 − Número de horas de trabalho diário em horário normal 

𝐴𝑂𝑁 −Número de horas extras por dia em horário normal 

𝐴𝑂𝐻 − Número de horas extras por dia em horário de feriado 

𝑀𝐼𝑁 𝑊𝑥 − Número mínimo de trabalhadores por cada linha de produção 

𝑀𝐴𝑋 𝑊𝑥 − Número máximo de trabalhadores por cada linha de produção 

𝐾𝑥 − Taxa média de produção 

𝐷𝑥(𝑡) − Procura do produto x para o período t 

𝑆𝑆𝑥(𝑡) − Stock de segurança do produto x no período t 

𝑀𝐴𝑋 𝑂𝑁𝑥(𝑡) − Tempo máximo de horas extras diárias para a produção do produto x em horário 

normal no período t 

𝑀𝐴𝑋 𝑂𝐻𝑥(𝑡) − Tempo máximo de horas extras diárias para a produção do produto x em horário 

de feriado no período t 

𝑀𝐴𝑋 𝐼𝑥 − Quantidade máxima de nível de stock do produto x 

𝑀𝐴𝑋 𝑆𝑢𝑏𝑥(𝑡) − Número máximo de unidades produzidas por subcontratação para o produto x 

𝐶𝑊 − Salário médio mensal por trabalhador  

𝐶𝐻 − Custos de contratação  

𝐶𝐿 − Custos de despedimento 

𝐶𝐼𝑥 − Custo médio de manutenção de stock para o produto x  

𝐶𝑂𝑁 − Custo de horas extras por trabalhador em horário normal  

𝐶𝑂𝐻 − Custo de horas extras por trabalhador em horário de feriado 

𝐶𝑆𝑢𝑏𝑥 − Custo de subcontratação por cada unidade de produto x 

𝐶𝑇𝑎𝑏 − Custo de transferência de trabalhadores entre linhas de produção  

 

Variáveis de decisão  

𝑊𝑥 − Número de trabalhadores para a produção do produto x no período t 

𝑊𝑇𝑎𝑏(𝑡) − Número de trabalhadores a serem transferidos da linha de produção 𝑎 para a linha de 

produção 𝑏 no período t 

𝐻𝑥(𝑡) − Número de trabalhadores contratados para a linha de produção do produto 𝑥 no início do 

período t  
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𝐿𝑥(𝑡) − Número de trabalhadores despedidos da linha de produção do produto 𝑥 no início do 

período t  

𝑂𝑁𝑥(𝑡) − Número de horas extras para a produção do produto 𝑥 em horário normal no período t 

𝑂𝐻𝑥(𝑡) − Número de horas extras para a produção do produto 𝑥 em horário de feriado no período 

t 

𝑈𝑥(𝑡) − Número de horas de pessoal inativo na linha de produção do produto x no período t  

𝑃𝑥(𝑡) − Quantidade total produzida do produto x no período t  

𝐼𝑥(𝑡) − Nível de stock de produto x no final de cada período t  

𝑆𝑢𝑏𝑥(𝑡) − Número de unidades subcontratadas de produto x no período t  

 

Função objetivo  

O objetivo do modelo matemático (Equação 19), é minimizar a soma do salário dos trabalhadores, 

custo de horas extras, custo de subcontratação, custo de manutenção de stock e custo de 

transferência dos trabalhadores entre cada linha de produção.  

Neste modelo, o custo de transferência pode ser diferente entre cada linha de produção. Assim, a 

função objetivo mostrada na equação abaixo deve ter isso em consideração: 

𝑀𝑖𝑛. 𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 𝐶𝑢𝑠𝑡𝑜𝑠

=  ∑ ∑[𝐶𝑊 ∙ 𝑊𝑥(𝑡) + 𝐶𝑂𝑁 ∙ 𝑂𝑁𝑥(𝑡) + 𝐶𝑂𝐻 ∙ 𝑂𝐻𝑥(𝑡) + 𝐶𝐻

𝑚

𝑡=1

𝑞

𝑥=1

∙ 𝐻𝑥(𝑡) + 𝐶𝐿 ∙ 𝐿𝑥(𝑡) + 𝐶𝑆𝑢𝑏𝑥 ∙ 𝐶𝑆𝑢𝑏𝑥(𝑡) + 𝐶𝐼𝑥 ∙ 𝐼𝑥(𝑡)]

+ ∑ ∑ 𝐶𝑇𝑎𝑏

𝑞

𝑏=1
𝑏≠𝑎

∑𝑊𝑇𝑎𝑏(𝑡)

𝑚

𝑡=1

𝑞

𝑎=1

 

Equação 19 

 

Restrições: 

• Trabalhadores 

Neste estudo, o número de trabalhadores para cada período é igual ao número de trabalhadores 

do período anterior mais o número de trabalhadores contratados no início desse período, mais o 

número de trabalhadores transferidos das outras linhas de produção, menos o número de 

trabalhadores despedidos no final do período anterior e menos o número de trabalhadores 

transferidos para as outras linhas de produção (Equação 20).  

Outras restrições a ter em consideração são o número de trabalhadores necessários para operar 

cada linha de produção. Este valor não deve ser inferior ao limite mínimo, caso contrário, a linha 

de produção não pode funcionar, e não deve ultrapassar o limite máximo; pois alguns trabalhadores 

ficarão parados/de fora (Equação 21). 
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𝑊𝑥(𝑡) = 𝑊𝑥(𝑡 − 1) + 𝐻𝑥(𝑡) + ∑ 𝑊𝑇𝑎𝑥(𝑡) − 𝐿𝑥(𝑡 − 1)

𝑞

𝑎=1
𝑎≠𝑥

− ∑ 𝑊𝑇𝑥𝑏(𝑡)

𝑞

𝑏=1
𝑏≠𝑥

 
Equação 20 

𝑀𝑖𝑛𝑊𝑥 ≤ 𝑊𝑥(𝑡) ≤ 𝑀𝑎𝑥𝑊𝑥 Equação 21 

𝑡 = 1, 2, … ,𝑚 ;  𝑥 = 1,2, … , 𝑞 Equação 22 

 

• Stock  

O nível de stock de cada tipo de produto no final de cada período, é igual ao stock final do período 

anterior mais a quantidade de produtos que foram produzidos naquele período menos a procura 

(Equação 23). 

Todas as procuras devem ser atendidas e o nível de stock não pode ser inferior ao stock de 

segurança especificado (Equação 24). O nível de stock não pode exceder o limite máximo permitido 

(Equação 25), pois os espaços são limitados. 

𝐼𝑥(𝑡) = 𝐼𝑥(𝑡 − 1) + 𝑃𝑥(𝑡) − 𝐷𝑥(𝑡) Equação 23 

𝐼𝑥(𝑡) ≥ 𝑆𝑆𝑥(𝑡) Equação 24 

𝐼𝑥(𝑡) ≤ 𝑀𝑎𝑥𝐼𝑥 Equação 25 

𝑡 = 1, 2, … ,𝑚 ;  𝑥 = 1,2, … , 𝑞 Equação 26 

 

• Produção  

A quantidade de produção para cada tipo de produto em cada período (Equação 27) é igual à soma 

das quantidades produzidas durante o horário normal, horas extras (tanto em dias úteis quanto em 

feriados), e mais as quantidades subcontratadas, menos uma perda de produção devido a tempo 

de inatividade daquela linha de produção naquele período.  

𝑃𝑥(𝑡) = 𝑊𝑥(𝑡) ∙ 𝐾𝑥 ∙ 𝑛(𝑡) + (𝑂𝑁𝑥(𝑡) + 𝑂𝐻𝑥(𝑡)) ∙ 𝐾𝑥 𝑅𝐻⁄ + 𝑆𝑢𝑏𝑥(𝑡) − 𝑈𝑥(𝑡)

∙ 𝐾𝑥 𝑅𝐻⁄  

Equação 27 

𝑡 = 1, 2, … ,𝑚 ;  𝑥 = 1,2, … , 𝑞 Equação 28 

 

• Horas Extras  

O total de tempo de horas extras por trabalhador não deve exceder o limite máximo permitido 

(Equação 29 e Equação 30). O limite (Equação 31 e Equação 32) é calculado com base no número 

total de trabalhadores, número de dias úteis e número de horas permitidas em cada dia em que as 

horas extras podem ser aplicadas 

𝑂𝑁𝑥(𝑡) ≤ 𝑀𝑎𝑥𝑂𝑁𝑥(𝑡) Equação 29 

𝑂𝐻𝑥(𝑡) ≤ 𝑀𝑎𝑥𝑂𝐻𝑥(𝑡) Equação 30 

Onde:  

𝑀𝑎𝑥𝑂𝑁𝑥(𝑡) = 𝐴𝑂𝑁 ∙ 𝑛(𝑡) ∙  𝑊𝑥(𝑡) Equação 31 
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𝑀𝑎𝑥𝑂𝐻𝑥(𝑡) = 𝐴𝑂𝐻 ∙ ℎ(𝑡) ∙  𝑊𝑥(𝑡) Equação 32 

𝑡 = 1, 2, … ,𝑚 ;  𝑥 = 1,2, … , 𝑞 Equação 33 

 

• Subcontratação 

A subcontratação é uma outra opção para ajudar no aumento da capacidade de produção. O 

número de unidades para subcontratação para cada linha de produção não pode exceder o limite 

máximo permitido definido pela entidade de subcontratação (Equação 34), devido à sua capacidade 

produtiva. 

𝑆𝑢𝑏𝑥(𝑡) ≤ 𝑀𝑎𝑥𝑆𝑢𝑏𝑥 Equação 34 

𝑡 = 1, 2, … ,𝑚 ;  𝑥 = 1,2, … , 𝑞 Equação 35 

 

• Não-negatividade  

Terminando com as restrições gerais para as variáveis de decisão: 

- Todas variáveis de decisão são positivas (igual ou superior a zero);  

- Algumas variáveis de decisão, por exemplo o número de trabalhadores e quantidade de peças 

produzidas são valores inteiros.  

 

CASO DE ESTUDO  

Para a analisar a formulação proposta, a mesma, é aplicado a uma empresa de equipamentos 

eletrônicos de médio porte. Os dados inicias para a modelação do problema são: 

1. O horizonte de planeamento é de 3 meses; 

2. A empresa produz 2 tipos de produto em linhas de produção separadas; 

3. O custo de contratação é 1200 Baht e o custo de demissão é 5000 baht (1 dólar americano 

é cerca de 45 baht); 

4. O custo médio de transferência entre linhas de produção por trabalhador é 350 baht; 

5. O número de dias de trabalho e de feriado é apresentado na Tabela 4; 

6. O horário de trabalho normal é de 9 horas diárias; 

7. O número de horas extras permitidas por trabalhador para cada dia de trabalho e feriado 

são respetivamente 1,5 horas e 9 horas; 

8. O número atual de trabalhadores e o número máximo e mínimo de trabalhadores em cada 

linha de produção são apresentados na Tabela 5; 

9. As taxas médias de produção, stock de segurança, nível máximo de stock permitido e 

quantidade máxima de unidades produzidas por subcontratação são também apresentados 

na Tabela 5; 

10. O salário médio mensal de cada trabalhador é 5500 baht; 



32 2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 DESENVOLVIMENTO DE UMA FERRAMENTA DE APOIO AO PLANEAMENTO AGREGADO DA PRODUÇÃO  

11. Os custos de horas extras por trabalhador em período de trabalho normal e em feriado são 

respetivamente, 34,38baht e 45,83 baht; 

12. O custo médio de manutenção de stock e o custo de subcontratação por unidade produzida 

são também apresentados na Tabela 5; 

13. A quantidade de stock inicial para o primeiro período e a quantidade de stock necessária 

para o stock final do último período para cada tipo de produto é apresentado na Tabela 5 

 

Tabela 4 – Dias de trabalho e procura por período 

Período 1 2 3 

Número de dias em horário normal  21 22 19 

Número de feriados que podem ter horas extras 8 8 8 

Procura do produto do tipo 1 550 078 326 934 478 711 

Procura do produto do tipo 2 205 828 260 115 269 862 

 

Tabela 5 – Parâmetros dos tipos de produto  

Tipo de produto 1 2 

Número de pessoal inicial 360 150 

Número mínimo de pessoal 288 120 

Número máximo de pessoal  414 173 

Stock inicial  47851 101904 

Stock final  45191 24527 

Stock de segurança 22595 12263 

Taxa de produção  54 105 

Custo de manutenção de stock  6 1 

Custo de subcontratação por unidade 36,18 13,75 

 

Reunidos todos os dados necessários, o modelo matemático desenvolvido para este problema 

considera os parâmetros e variáveis de decisão descritos anteriormente resultando na função 

objetivo e restrições seguintes:  

Função objetivo  

𝑀𝑖𝑛. 𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 𝐶𝑢𝑠𝑡𝑜𝑠

=  ∑[5500 ∙ (𝑊1(𝑡) + 𝑊2(𝑡)) + 34.38 ∙ (𝑂𝑁1(𝑡) + 𝑂𝑁2(𝑡))

3

𝑡=1

+ 45.83 ∙ (𝑂𝐻1(𝑡) + 𝑂𝐻2(𝑡)) + 350 (𝑊𝑇12(𝑡) + 𝑊𝑇21(𝑡))

+ 1200 ∙ (𝐻1(𝑡) + 𝐻2(𝑡)) + 5000 ∙ (𝐿1(𝑡) + 𝐿2(𝑡)) +  36.18

∙ 𝑆𝑢𝑏1(𝑡) + 13.75 ∙ 𝑆𝑢𝑏2(𝑡) + 6 ∙ 𝐼1(𝑡) + 𝐼2(𝑡)] 

Equação 36 

 

Restrições:  

1. Pessoal  

288 ≤ 𝑊1(𝑡) ≤ 414 Equação 37 
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120 ≤ 𝑊2(𝑡) ≤ 173 Equação 38 

𝑡 = 1, 2, 3 Equação 39 

 

2. Stock  

𝐼𝑥(𝑡) = 𝐼𝑥(𝑡 − 1) + 𝑃𝑥(𝑡) − 𝐷𝑥(𝑡) Equação 40 

𝑡 = 1, 2, 3 ; 𝑥 = 1, 2 Equação 41 

𝐼1(𝑡) ≥ 22 595 Equação 42 

𝐼2(𝑡) ≥ 12 263 Equação 43 

 

3. Produção 

𝑃(𝑡) = [54 ∙ 𝑊𝑥(𝑡) + 105 ∙ 𝑊2(𝑡)] ∙ 𝑚(𝑡) + 6 ∙ (𝑂𝑁1(𝑡) + 𝑂𝐻1(𝑡))

+ 11.67(𝑂𝑁2(𝑡) + 𝑂𝐻2(𝑡)) + 𝑆𝑢𝑏1(𝑡) + 𝑆𝑢𝑏2(𝑡) − 6 ∙ 𝑈1(𝑡)

− 11.67 ∙ 𝑈2(𝑡) 

Equação 44 

𝑡 = 1, 2, 3 Equação 45 

 

4. Horas extras 

𝑂𝑁𝑥(𝑡) ≥ 𝑀𝑎𝑥 𝑂𝑁𝑥(𝑡) Equação 46 

𝑂𝐻𝑥(𝑡) ≤ 𝑀𝑎𝑥 𝑂𝐻𝑥(𝑡) Equação 47 

𝑡 = 1, 2, 3 ;  𝑥 = 1, 2 Equação 48 

𝑀𝑎𝑥 𝑂𝑁𝑥(𝑡) = 1.5 ∙ 𝑚(𝑡) ∙ 𝑊𝑥(𝑡) Equação 49 

𝑀𝑎𝑥 𝑂𝐻𝑥(𝑡) = 9 ∙ ℎ(𝑡) ∙ 𝑊𝑥(𝑡) Equação 50 

 

2.3.3. Modelo de (Ur Rehman et al., 2021) 

O PAP determina o stock, produção e mão-de-obra, com base nas previsões de procura. Este estudo 

pretende verificar o impacto da perda de produtividade no plano de produção tradicional, assim, 

são discutidas duas variações do modelo do problema de PAP com e sem perda de produtividade: 

Modelo A) Mão-de-obra fixa e Modelo B) Mão-de-obra variável. Os resultados obtidos indicaram 

que a perda de produtividade tem impacto direto na contratação e demissão da mão-de-obra. 

Para os modelos abordados neste estudo, foram assumidos os seguintes pressupostos: 

Modelo A: É assumido que não são permitidas contratações ou demissões de pessoal. Os pedidos 

pendentes também não são permitidos neste modelo.  

Modelo B: Neste modelo já é permitida a contratação e demissão de pessoal. Os pedidos pendentes 

são considerados. 
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Ambos os modelos são tratados sem e com perda de produtividade de modo a verificar o seu 

impacto no custo no final.  

 

Parâmetros: 

𝑐𝑡 − Custo de produção por unidade no período t 

ℎ𝑡 − Custo de manutenção de stock por unidade 

𝜋𝑡 − Custo de pedidos pendentes por unidade no período t 

𝑟𝑡 − Custo de mão de obra por hora no período laboral t 

𝑜𝑡 − Custo de mão-de-obra por hora no período de horas extras t 

𝑑𝑡 − Procura prevista para o período t 

ℎ𝑖𝑡 − Custo de contratação no período t 

𝑓𝑡 − Custo de despedimento no período t 

𝑚 −  tempo de mão-de-obra necessário para produzir 1 unidade 

𝑅̅𝑡 −  Tempo total disponível de horas de trabalho no período laboral t 

𝑂̅𝑡 − Tempo total disponível de horas de trabalho no período de horas extras t 

𝐼0 −  Stock inicial  

𝑃 −  Fração de horas regulares permitidas como horas extras 

𝑇 − Horizonte temporal em períodos 

𝛼 − Perda de produtividade 

 

Modelo A: Mão-de-obra Fixa  

- Não são permitidas contratações nem demissões de pessoal 

- Não são permitidos pedidos pendentes  

 

Variáveis de decisão:  

𝑋𝑡 − Quantidade produzida no período t 

𝐼𝑡 − Stock no período t 

𝑅𝑡 − Horas de mão-de-obra utilizadas no período laboral t 

𝑂𝑡 − Horas de mão-de-obra utilizadas no período de horas extras t 

 

Função objetivo:  

A função objetivo do primeiro modelo (Equação 51) é minimizar os custos de produção, 

manutenção de stock e de mão-de-obra (seja em horário normal como em horas extras). 
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𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟 ∑[

𝑇

𝑡=1

𝑐𝑡 ∙ 𝑋𝑡 + ℎ𝑡 ∙ 𝐼𝑡 + 𝑟𝑡 ∙ 𝑅𝑡 + 𝑜𝑡 ∙ 𝑂𝑡] Equação 51 

 

Restrições:  

• Stock 

A Equação 52 representa a restrição de balanceamento do stock e garante que a quantidade 

produzida mais o stock existente conseguem satisfazer a procura do período 𝑡. 

𝑋𝑡 + 𝐼𝑡−1 − 𝐼𝑡 = 𝑑𝑡  , ∀𝑡. Equação 52 

 

• Produção  

A restrição de produção (Equação 53) garante que o tempo total de produção é igual à capacidade 

de mão-de-obra (seja em horário normal como em horas extras).  

𝑚 ∙ 𝑋𝑡 − (𝑅𝑡 + 𝑂𝑡) = 0 , ∀𝑡. Equação 53 

 

As restrições (Equação 54) e (Equação 55) expressam os limites permitidos de horas de trabalho em 

horário normal e horas extras por trabalhador.  

0 ≤ 𝑅𝑡 ≤ 𝑅̅𝑡  , ∀𝑡. Equação 54 

0 ≤ 𝑂𝑡 ≤ 𝑂̅𝑡  , ∀𝑡. Equação 55 

 

Modelo B: Mão-de-obra Variável  

- São permitidas contratações e demissões de pessoal  

- São permitidos pedidos pendentes   

 

Variáveis de decisão:  

𝑋𝑡 − Quantidade produzida no período t 

𝐼𝑡
+ − Stock no final do período t 

𝐼𝑡
− − Pedidos pendentes no período t 

𝐼𝑡 − Stock no período t 

𝑅𝑡 − Horas de mão-de-obra utilizadas no período laboral t 

𝑂𝑡 − Horas de mão-de-obra utilizadas no período de horas extras t 

𝐻𝑡 − Mão-de-obra contratada no período t (em horas) 

𝐹𝑡 − Mão-de-obra despedida no período t (em horas) 
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Função objetivo:  

A função objetivo é minimizar a produção total, manutenção de stock, pedidos pendentes, mão-

de-obra (seja em horário normal ou em horas extras) e os custos de contratação e despedimento.  

𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟 ∑[

𝑇

𝑡=1

𝑐𝑡 ∙ 𝑋𝑡 + ℎ𝑡 ∙ 𝐼𝑡
+ + 𝜋𝑡 ∙ 𝐼𝑡

− + 𝑟𝑡 ∙ 𝑅𝑡 + 𝑜𝑡 ∙ 𝑂𝑡 + ℎ𝑖𝑡 ∙ 𝐻𝑡 + 𝑓𝑡 ∙ 𝐹𝑡] Equação 56 

 

Restrições:  

• Inventário 

A restrição de stock (Equação 57) garante que a procura do período t seja satisfeita considerando 

os pedidos pendentes do período anterior.  

𝑋𝑖𝑡 + 𝐼𝑖+,𝑡−1 − 𝐼𝑖𝑡+ − 𝐼𝑖−,𝑡−1 + 𝐼𝑖𝑡− = 𝑑𝑖𝑡  , ∀𝑖, 𝑡. Equação 57 

 

• Produção  

A restrição de produção do Modelo B (Equação 58) é igual à restrição de produção para Modelo A 

(Equação 53). 

𝑚 ∙ 𝑋𝑡 − (𝑅𝑡 + 𝑂𝑡) = 0 , ∀𝑡. Equação 58 

 

A Equação 59 garante que a capacidade de mão-de-obra em horário normal é a necessária para 

produzir o produto e a Equação 60 restringe o tempo de produção em horas extras. 

𝑅𝑡 − 𝑅𝑡−1 − 𝐻𝑡 + 𝐹𝑡 = 0 , ∀𝑡. Equação 59 

𝑂𝑡 − 𝑝𝑅𝑡 ≤ 0 , ∀𝑡. Equação 60 

 

Considerando a perda de produtividade, a alteração aos modelos é feita na restrição de Produção, 

onde se altera o tempo necessário para produzir:  

𝑚 ∙ 𝑋𝑡 − (1 − 𝛼) ∙ (𝑅𝑡 + 𝑂𝑡) = 0 , ∀𝑡. Equação 61 

 

Considerando uma perda de 10%, então (1 − 𝛼) = 0,90. 

 

2.4. Modelos de Programação Não Linear 

2.4.1. Modelo de (Tirkolaee et al., 2022) 

Este estudo aborda o problema de PAP considerando a subcontratação e os níveis de habilidade da 

mão-de-obra, adotando uma abordagem do processo de Markov para o nível de stock. Foi então 

desenvolvido um modelo de programação não linear inteiro misto apresentando uma cadeia de 
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Markov de tempo contínuo para acomodar o processo de decisão de stock. Os principais objetivos 

deste modelo são minimizar o custo total e a poluição ambiental total (emissões de GHG – Gases 

de efeito de estufa). 

 

Parâmetros 

𝑝 – Índice de produtos (𝑝 = 1, 2, … , 𝑃) 

𝑐 – Índice de subcontratados (𝑐 = 1, 2, … , 𝐶) 

𝑠 – Índice de níveis de habilidade (𝑙 = 1, 2, … , 𝐿) 

𝐷𝑝 – Procura do produto 𝑝 

𝐶𝐼𝑝 – Custo de produção interna por cada unidade de produto 𝑝 

𝐶𝐴𝑝𝑐 – Custo de produção por cada unidade de produto 𝑝 do subcontratado 𝑐 

𝐶𝐵𝑙 – Custo por hora de mão-de-obra com níveis de habilidade 𝑙 para trabalho em horário normal 

𝐶𝐶𝑙 – Custo por hora de mão-de-obra com níveis de habilidade 𝑙 para trabalho em horário de horas 

extras  

𝐶𝐷𝑙 – Custo de contratação de mão-de-obra com níveis de habilidade 𝑙 

𝐶𝐸𝑙 – Custo de despedimento por mão-de-obra com níveis de habilidade 𝑙 

𝐶𝐹𝑙 – Custo de falta de stock por unidade de produto 𝑝 

𝐶𝐺𝑙 – Custo de manutenção de stock de produto 𝑝 

𝑅𝑙 – Capacidade normal em horas por trabalhador com níveis de habilidade 𝑙 

𝑂𝑙 – Capacidade de horas extras por trabalhador com níveis de habilidade 𝑙 

𝑊𝑙𝑙 – Número inicial de trabalhadores com níveis de habilidade 𝑙 

𝑊𝐿𝑙 – Número mínimo de trabalhadores com níveis de habilidade 𝑙 

𝑊𝑈𝑙 – Número máximo de trabalhadores com níveis de habilidade 𝑙 

𝑅𝑀𝑙𝑝 – Número de trabalhadores com níveis de habilidade 𝑙 necessários para produzir cada 

unidade de produto 𝑝 

𝑀𝑃𝑝 – Produção máxima de produto 𝑝 disponível para subcontratação  

𝑃𝐶𝑝 – Capacidade de armazém para produto 𝑝 

𝐺𝐴𝑝 – Emissões GHG por cada unidade produzida de produto 𝑝 

𝐺𝐻𝑝𝑐 – Emissões GHG por cada unidade produzida de produto 𝑝 pelo subcontratado 𝑐 

𝐺𝐵𝑝 – Emissões GHG por cada unidade de produto 𝑝 em stock 

 

Variáveis de decisão  

𝑥𝑝 – Quantidade de produto 𝑝 entregue aos clientes 
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𝑌𝐴𝑝 – Quantidade de produção em horário normal de produto 𝑝 

𝑌𝐵𝑝 – Quantidade de produção em horário de horas extras de produto 𝑝 

𝑌𝐶𝑝𝑐 – Quantidade de produção de produto 𝑝 por subcontratação do subcontratado  

𝑀𝑁𝑙 – Número de horas por trabalhador com níveis de habilidade 𝑙 em horário normal  

𝑀𝑂𝑙  – Número de horas por trabalhador com níveis de habilidade 𝑙 em horário de horas extras 

𝑁𝑁𝑙  – Número de trabalhadores com níveis de habilidade 𝑙 em horário normal  

𝑁𝑂𝑙  – Número de trabalhadores com níveis de habilidade 𝑙 em horário de horas extras 

𝐻𝑀𝑙 – Quantidade de horas de trabalhado de trabalhadores com níveis de habilidade 𝑙 

𝐻𝑁𝑙  – Número de trabalhadores com níveis de habilidade 𝑙 

𝐹𝑀𝑙 – Quantidade de horas de trabalho de trabalhadores com níveis de habilidade 𝑙 despedidos 

𝐹𝑁𝑙  – Número de trabalhadores despedidos com níveis de habilidade 𝑙 

 

Funções objetivo 

A minimização do custo total é a primeira função objetivo (Equação 62), que relacionada as 

variáveis de produção normal, extra e subcontratada, pedidos em atraso, bem como mão-de-obra 

interna e subcontratada. Os primeiro e o segundo termos mostram os custos de produção interna 

e os custos de subcontratação, respetivamente. Os custos do trabalho em horário normal e de horas 

extras são dados pelos dois seguintes termos. Segue-se a representação dos custos de manutenção, 

e dos custos por falta de stock, contratação e despedimento, respetivamente. 

A Equação 63 representa a segunda função objetivo, a minimização da emissão total de GHG. 

 

𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟 𝐶𝑢𝑠𝑡𝑜 𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙

=  ∑ 𝐶𝐼𝑝 ∙ (𝑌𝐴𝑝 + 𝑌𝐵𝑝)

𝑃

𝑝=1

+ ∑ ∑𝐶𝐴𝑝𝑐 ∙ 𝑌𝐶𝑝𝑐

𝐶

𝑐=1

𝑃

𝑝=1

+ ∑𝐶𝐵𝑙 ∙ 𝑀𝑁𝑙

𝐿

𝑙=1

+ ∑𝐶𝐶𝑙 ∙ 𝑀𝑂𝑙

𝐿

𝑙=1

+ ∑ 𝐶𝐺𝑝

𝑃

𝑝=1

∙

[
 
 
 𝜇 ∙ (

𝜆𝑝
𝜇 )

𝑆𝑝

∙ (1 −
𝜆𝑝
𝜇 ) ∙ (𝜆𝑝𝑆𝑝+1 − 𝜆𝑝 ∙ 𝜇𝑆𝑝 − 𝜆𝑝 ∙ 𝑆𝑝 ∙ 𝜇𝑆𝑝 + 𝑆𝑝 ∙ 𝜇𝑆𝑝+1)

𝜆𝑝𝑆𝑝 ∙ (𝜆𝑝 − 𝜇)2

]
 
 
 

+ ∑ 𝐶𝐹𝑝 ∙ 𝜆𝑝 ∙ (
𝜆𝑝

𝜇
)

𝑆𝑝𝑃

𝑝=1

+ ∑𝐶𝐷𝑙 ∙ 𝐻𝑀𝑙

𝐿

𝑙=1

+ ∑𝐶𝐸𝑙 ∙ 𝐹𝑀𝑙

𝐿

𝑙=1

 

Equação 62 
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𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑎𝑟 𝐸𝑚𝑖𝑠𝑠õ𝑒𝑠 𝐺𝐻𝐺

= ∑

(

 𝐺𝐵𝑝

𝑃

𝑝=1

∙

[
 
 
 𝜇 ∙ (

𝜆𝑝
𝜇

)
𝑆𝑝

∙ (1 −
𝜆𝑝
𝜇

) ∙ (𝜆𝑝𝑆𝑝+1 − 𝜆𝑝 ∙ 𝜇𝑆𝑝 − 𝜆𝑝 ∙ 𝑆𝑝 ∙ 𝜇𝑆𝑝 + 𝑆𝑝 ∙ 𝜇𝑆𝑝+1)

𝜆𝑝𝑆𝑝 ∙ (𝜆𝑝 − 𝜇)2

]
 
 
 

+ 𝐺𝐴𝑝 ∙ (𝑌𝐴𝑝 + 𝑌𝐵𝑝) + ∑𝐺𝐻𝑝𝑐 ∙ 𝑌𝐶𝑝𝑐

𝐶

𝑐=1
)

  

Equação 63 

 

Restrições 

As restrições (Equação 64), (Equação 63) e (Equação 65) estabelecem a ligação entre a mão-de-obra 

necessária em cada período de acordo com a quantidade de produção. A restrição (Equação 66) 

especifica o número mínimo e máximo necessário de força de trabalho, respetivamente. A Equação 

67 indica as limitações de capacidade de armazenamento específicas do produto. Os valores de 

mão-de-obra em horário normal e em extras necessários são calculados pelas equações (Equação 

68) e (Equação 69). A restrição representada pela Equação 70 assegura que a quantidade de 

produtos subcontratados não viola o limite superior especificado em cada período. 

A Equação 71 limita a capacidade de horas de mão-de-obra por trabalhador e a Equação 72 

expressa um argumento semelhante, mas para a mão-de-obra desempregada.  

A Equação 73 calcula a quantidade de produtos vendidos, de acordo com o nível de stock e a 

quantidade produzida em cada período. A Equação 74 restringe a quantidade vendida pois não 

pode ser superior à capacidade máxima de produção (tanto para a produção interna como para a 

subcontratada) e a Equação 75 representa o sistema de stock do produto pois se a procura for 

superior ao stock existente, o sistema irá sofrer uma falta de permanente de stock.  

 

∑ 𝑌𝐴𝑝 ∙ 𝑅𝑀𝑙𝑝

𝑃

𝑝=1

≤ 𝑀𝑁𝑙    , ∀𝑙 Equação 64 

∑ 𝑌𝐵𝑝 ∙ 𝑅𝑀𝑙𝑝

𝑃

𝑝=1

≤ 𝑀𝑂𝑙    , ∀𝑙 Equação 65 

𝑊𝐿𝑙 ≤ 𝑁𝑁𝑙 ≤ 𝑊𝑈𝑙    , ∀𝑙 Equação 66 

𝑆𝑝 ≤ 𝑃𝐶𝑝   , ∀𝑝 Equação 67 

𝑀𝑁𝑙 ≤ 𝑅𝑙 ∙ 𝑁𝑁𝑙    , ∀𝑙 Equação 68 

𝑀𝑂𝑙 ≤ 𝑂𝑙 ∙ 𝑁𝑂𝑠   , ∀𝑙 Equação 69 
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∑ 𝑌𝐶𝑝𝑐

𝐶

𝑐=1

≤ 𝑀𝑃𝑝   , ∀𝑝 Equação 70 

𝐻𝑀𝑙 ≤ 𝐻𝑁𝑙 ∙ (𝑂𝑙 + 𝑅𝑙)   , ∀𝑙 Equação 71 

𝐹𝑀𝑙 ≤ 𝐹𝑁𝑙 ∙ (𝑂𝑙 + 𝑅𝑙)   , ∀𝑙 Equação 72 

𝑥𝑝 + 𝜆𝑝 (
𝜆𝑝

𝜇
)

𝑆𝑝

= 𝐷𝑝   , ∀𝑝 Equação 73 

𝑥𝑝 ≤ 𝑌𝐴𝑝 + 𝑌𝐵𝑝 + ∑ 𝑌𝐶𝑝𝑐

𝐶

𝑐=1

   , ∀𝑝 Equação 74 

𝜆𝑝 ≤ 𝜇   , ∀𝑝 Equação 75 

 

A (Equação 76) e (Equação 77) restringem as variáveis não negativas e inteiras do modelo.  

𝑥𝑝, 𝑌𝐴𝑝, 𝑌𝐵𝑝, 𝑌𝐶𝑝𝑐 , 𝐼𝑝,𝑀𝑁𝑙 ,𝑀𝑂𝑙 , 𝐻𝑀𝑙 , 𝐹𝑀𝑙 , 𝜆𝑝, 𝑆𝑝  ≥ 0  ,     ∀𝑙, 𝑝, 𝑐 Equação 76 

𝑁𝑁𝑙 , 𝑁𝑂𝑠, 𝐻𝑁𝑙 , 𝐹𝑁𝑙   ∈   Ζ+  Equação 77 

 

2.5.  Análise Crítica e Outros Modelos 

Programação Linear 

Análise do Modelo de (Yalcin, 

2019) 

Este modelo permitiu aproveitar ao máximo todo o leite 

disponível para a produção dos lacticínios, enquanto conseguiu 

maximizar as quantidades produzidas. Apesar dos resultados 

obtidos serem positivos, este modelo é muito simplista do 

processo produtivo, considerando apenas as capacidades de 

produção e a procura dos produtos.  

Análise do Modelo de 

(Techawiboonwong & 

Yenradee, 2003) 

Este estudo apresenta um modelo matemático mais detalhado 

e considera o trabalho da mão-de-obra. Neste modelo a mão-

de-obra pode ser interna ou subcontratada e pode trabalhar 

não só em horário normal, mas também em horas extras. 

Adicionalmente, neste estudo é tido em consideração o 

trabalho em linhas de produção assim como a transferência de 

mão-de obra entre as linhas de produção, o que se trona muito 

vantajoso na gestão de pessoal, evitando a constante 

contratação e demissão de trabalhadores. 

Análise do Modelo de (Ur 

Rehman et al., 2021) 

Este modelo sobressai pelo seu estudo na perda de 

produtividade. Este estudo conclui que o custo de contratação 

começa a aumentar à medida que aumenta a perda de 

produtividade uma vez que a perda de produtividade tem um 

impacto direto na capacidade de produção.  
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Modelo de (Leung & Wu, 

2004) 

Neste estudo, foi desenvolvido um modelo de otimização para 

resolver os problemas de planeamento da produção agregada 

em um ambiente de incerteza em que a produção, custo de 

mão-de-obra, custo de manutenção de stock e custo de 

contratação e demissão são minimizados. Ao ajustar os 

parâmetros de penalidade, o modelo pode determinar uma 

estratégia de produção ideal a médio prazo incluindo o plano 

de carga de produção e o nível de força de trabalho 

considerando diferentes cenários de crescimento econômico. 

O modelo proposto é realista para lidar com condições 

econômicas incertas e os seus resultados demonstram a sua 

eficácia. 

Modelo de (Sutthibutr & 

Chiadamrong, 2020) 

Este estudo propõe uma abordagem para otimizar o 

Planeamento Agregado da Produção (PAP) em ambientes 

incertos. O modelo matemático proposto permite manipular o 

nível de imprecisão dos dados, e o seu objetivo é minimizar o 

os custos totais considerando custos operacionais, procura do 

cliente, nível de mão-de-obra e capacidade de produção. A 

abordagem também ajuda a perceber os resultados em 

situações de negócios otimistas e pessimistas e quais as ações 

necessárias a tomar. 

Programação Não Linear 

Análise do Modelo de 

(Tirkolaee et al., 2022) 

Este estudo desenvolveu uma metodologia baseada na 

aplicação da propriedade da cadeia de Markov para formular 

um PAP sustentável. Os objetivos eram minimizar o custo total 

e a emissão total de GHG considerando diferentes tipos de 

produtos, níveis de habilidade dos trabalhadores e 

subcontratados. Os resultados obtidos revelaram um 

desempenho aceitável da metodologia. No entanto, as 

principais limitações deste estudo  

Modelo de (Ibrahim & Kaml, 

2021) 

Neste estudo é desenvolvido um modelo matemático que visa 

maximizar o lucro líquido e reduzir todos os custos que incluem 

custos de produção, mão-de-obra, matérias-primas, 

armazenamento, transporte e escassez de produtos.  

Este modelo destaca-se uma vez que considerada uma cadeia 

de abastecimento com múltiplos fornecedores de matérias-

primas, locais de produção, centros de venda de produtos para 

clientes e instabilidade da procura. A nível de custos são 

considerados os custos de retenção de stock, custos de 

contratação e demissão e custos de formação da mão-de-obra. 

Modelo de (Darvishi et al., 

2020) 

Neste trabalho foram estudadas as decisões integradas de 

logística e do planeamento agregado da produção (PAP). No 



42 2. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 DESENVOLVIMENTO DE UMA FERRAMENTA DE APOIO AO PLANEAMENTO AGREGADO DA PRODUÇÃO  

modelo desenvolvido, são considerados a seleção de 

fornecedores, a alocação dos pedidos, a logística de transporte 

com múltiplos períodos, produtos e modos de transporte. Para 

a tomada de decisões de aquisição e produção, foi utilizado 

uma programação não linear inteira. A aplicação do modelo e 

foi testada para a indústria de vestuário e conclui-se que o 

procedimento beneficia o intervalo estudado e o nível de 

satisfação para alcançar a solução ótima. 
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3. MÉTODOS E APLICAÇÃO 

O Planeamento Agregado da Produção (PAP) é realizado para períodos de meses ou anos, sendo 

usualmente atualizado mensalmente. É o PAP que vai determinar os níveis de produção por família 

de produtos para prever como essa produção afetará os níveis de stock, utilização de mão-de-obra, 

entre outros. Ao realizar este tipo de plano, é crucial que a estratégia adotada seja adequada ao 

mercado em que a empresa está inserida. 

Neste capítulo serão abordadas duas formulações matemáticas para o PAP utilizando uma força de 

trabalho variável, horas extraordinárias e subcontratação. O primeiro modelo não permite pedidos 

pendentes nem rutura de stock, o segundo modelo considera a perda de produtividade na 

produção e são permitidos pedidos pendentes. 

3.1. Formulação matemática  

É pretendido desenvolver uma formulação que permita obter a quantidade a produzir de modo e 

minimizar os custos totais de todo o processo de produção. Assim, é necessário definir quais as 

variáveis que influenciam diretamente a solução do problema.  

3.1.1. Modelo 1  

Este modelo utiliza uma força de trabalho variável, horas extraordinárias e subcontratação. Não 

são permitidos pedidos pendentes nem rutura de stock.  

 

Parâmetros 

t Nº de períodos de trabalho 

n(t) Nº de dias por cada período t 

Udmax Nº máximo de unidades produzidas em horas extras por dia 

MinW(t) Nº mínimo de trabalhadores 

MaxW(t) Nº máximo de trabalhadores 

MaxSub Nº máximo de unidades produzidas por subcontratação por período  

K Taxa média de produção (unid/hora) 

h0 Nº de horas de trabalho diário, em horário normal 

𝑊0 Nº de trabalhadores iniciais, no período t 

𝐼0 Stock inicial  

Imax Stock máximo  

SS Stock de segurança, por período t 

C𝐶  Custo de contratação por trabalhador 

CD Custo de demissão por trabalhador 
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CSub Custo por unidade produzida por subcontratação  

CW Custo de salário médio 

CWe Custo por unidade produzidas em horas extras 

C𝐼 Custo de posse/manutenção de stock, por período t 

D(t) Previsão da procura para o período t 

CM Custo de matéria-prima, por período t 

 

Variáveis auxiliares 

W(t) Nº de trabalhadores, no período t 

P(t) Nº de unidades produzidas, no período t 

I(t) Nível de stock no final do período t 

Umax(t) Nº máximo de unidades produzidas em horas extras, por período t 

 

Variáveis de decisão 

𝑈(t) Nº de unidades produzidas em horas extras, no período t 

CW(t) Nº de trabalhadores contratados, no período t 

DW(t) Nº de trabalhadores demitidos, no período t 

Sub(t) Nº de unidades produzidas por subcontratação 

 

Função Objetivo 

Para a formulação do problema apresentado, a função objetivo é minimizar os custos totais da 

produção (Equação 78). 

 

Restrições 

• Trabalhadores 

Neste modelo, a mão de obra é variável, permitindo a contratação e demissão de pessoal. Assim, a 

Equação 79 limita a quantidade de mão de obra (mínima e máxima) por período e a Equação 80 é 

o cálculo do número de trabalhadores para o período atual, somando ao número de trabalhadores 

do período anterior o número de contratação e subtraindo as demissões.  

𝑀𝑖𝑛∑𝐶𝑊 ∙ 𝑊(𝑡) + 𝐶𝐶 ∙ 𝐶𝑊(𝑡) + 𝐶𝐷 ∙ 𝐷𝑊(𝑡) + 𝐶𝑆𝑢𝑏 ∙ 𝑆𝑢𝑏(𝑡) + 𝐶𝑊𝑒 ∙ 𝑈(𝑡)

𝑡

𝑖=1

+ 𝐶𝐼 ∙ 𝐼(𝑡) + 𝑃(𝑡) ∙ 𝐶𝑀 

Equação 78 
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• Unidades produzidas em Horas extras 

A Equação 81 limita o número de unidades produzidas em horas extras durante o período t, 

considerando que o limite seja o número máximo diário de unidades produzidas multiplicado pelo 

número de dias uteis do período t. 

 

• Stock 

As equações 82, 83 e 84 definem o nível de inventário. A Equação 82 calcula o nível de stock para 

o período t, somando o nível de produção e subtraindo a procura do período atual ao nível de stock 

do período anterior.  

A Equação 83 e Equação 84 garantem que o nível de stock não seja inferior ao nível de stock de 

segurança, nem ultrapasse o máximo de armazenamento. 

 

• Produção 

A Equação 85 define o nível de produção. O nível de produção é calculado através da multiplicação 

da taxa de produção por hora pela quantidade de trabalhadores e número de horas de trabalho em 

horário normal e horas extras, considerando a fator de perda de produtividade. A esta quantidade, 

é somada a número de unidades produzidas por subcontratação. 

 

• Subcontratação 

A Equação 86 garante que a quantidade de unidades produzidas por subcontratação não ultrapassa 

o valor máximo permitido. 

 

• Não negatividade 

As equações 87 e 88 definem as variáveis com valores inteiros não negativos. 

𝑀𝑖𝑛𝑊(𝑡) ≤ 𝑊(𝑡) ≤ 𝑀𝑎𝑥𝑊(𝑡) Equação 79 

𝑊(𝑡) = 𝑊(𝑡 − 1) +  𝐶𝑊(𝑡) − 𝐷𝑊(𝑡) Equação 80 

𝑈(𝑡) ≤ 𝑈𝑚𝑎𝑥(𝑡) Equação 81 

𝐼(𝑡) = 𝐼(𝑡 − 1) + 𝑃(𝑡) − 𝐷(𝑡) Equação 82 

𝐼(𝑡) ≥ 𝑆𝑆 Equação 83 

𝐼(𝑡) ≤ 𝐼𝑚𝑎𝑥 Equação 84 

𝑃(𝑡) = 𝐾 ∙ 𝑊(𝑡) ∙ 𝑛(𝑡) + 𝑈(𝑡) + 𝑆𝑢𝑏(𝑡) Equação 85 

𝑆𝑢𝑏(𝑡) ≤ 𝑀𝑎𝑥𝑆𝑢𝑏 Equação 86 
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3.1.2. Modelo 2  

Este modelo vai utilizar uma força de trabalho variável, horas extras e subcontratação, permitindo 

pedidos pendentes. Os parâmetros e variáveis são semelhantes às utilizadas para o modelo 1. 

 

Parâmetros 

t Nº de períodos de trabalho 

n(t) Nº de dias por cada período t 

Udmax Nº máximo de unidades produzidas em horas extras por dia 

MinW(t) Nº mínimo de trabalhadores 

MaxW(t) Nº máximo de trabalhadores 

MaxSub Nº máximo de unidades produzidas por subcontratação por período  

K Taxa média de produção (unid/hora) 

h0 Nº de horas de trabalho diário, em horário normal 

𝑊0 Nº de trabalhadores iniciais, no período t 

𝐼0 Stock inicial  

Imax Stock máximo  

SS Stock de segurança, por período t 

C𝐶  Custo de contratação por trabalhador 

CD Custo de demissão por trabalhador 

CSub Custo por unidade produzida por subcontratação  

CW Custo de salário médio 

CWe Custo por unidade produzidas em horas extras 

C𝐼 Custo de posse/manutenção de stock, por período t 

D(t) Previsão da procura para o período t 

CM Custo de matéria-prima, por período t 

𝐶𝑅 Custo de ruptura 

 

Variáveis auxiliares 

W(t) Nº de trabalhadores, no período t 

𝐶𝑊(𝑡), 𝐷𝑊(𝑡), 𝑆𝑢𝑏(𝑡), 𝑈(𝑡) ≥ 0  Equação 87 

𝐶𝑊(𝑡), 𝐷𝑊(𝑡), 𝑆𝑢𝑏(𝑡), 𝑈(𝑡) ∈   𝛧+ Equação 88 
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P(t) Nº de unidades produzidas, no período t 

I(t) Nível de stock no final do período t 

Umax(t) Nº máximo de unidades produzidas em horas extras, por período t 

 

Variáveis de decisão 

𝑈(t) Nº de unidades produzidas em horas extras, no período t 

CW(t) Nº de trabalhadores contratados, no período t 

DW(t) Nº de trabalhadores demitidos, no período t 

Sub(t) Nº de unidades produzidas por subcontratação 

IR(t) Nº de pedidos pendentes, no período t  

 

Função Objetivo 

Para esta formulação do problema, a função objetivo é também minimizar os custos totais da 

produção (Equação 89). 

 

Restrições: 

• Trabalhadores 

Também neste modelo, a mão de obra é variável, o que permite a contratação e demissão de 

pessoal. Assim, tal como no modelo 1, a Equação 90 limita a quantidade de mão de obra (mínima 

e máxima) por período e a Equação 91 é o cálculo do número de trabalhadores para o período atual. 

 
 

• Unidades produzidas em horas extras 

A Equação 92 limita o número de unidades produzidas em horas extras no período t, considerando 

que o limite seja o número máximo diário de unidades produzidas multiplicado pelo número de 

dias uteis no período t.  

 

 

𝑀𝑖𝑛∑𝐶𝑊 ∙ 𝑊(𝑡) + 𝐶𝐶 ∙ 𝐶𝑊(𝑡) + 𝐶𝐷 ∙ 𝐷𝑊(𝑡) + 𝐶𝑆𝑢𝑏 ∙ 𝑆𝑢𝑏(𝑡) + 𝐶𝑊𝑒 ∙ 𝑈(𝑡)

𝑡

𝑖=1

+ 𝐶𝐼 ∙ 𝐼(𝑡) + 𝑃(𝑡) ∙ 𝐶𝑀 +𝐶𝑅 ∙ 𝐼𝑅(𝑡) 

Equação 89 

𝑀𝑖𝑛𝑊(𝑡) ≤ 𝑊(𝑡) ≤ 𝑀𝑎𝑥𝑊(𝑡) Equação 90 

𝑊(𝑡) = 𝑊(𝑡 − 1) +  𝐶𝑊(𝑡) − 𝐷𝑊(𝑡) Equação 91 

𝑈(𝑡) ≤ 𝑈𝑚𝑎𝑥(𝑡) Equação 92 
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• Stock 

As equações 93, 94 e 95 definem o nível de stock considerando pedidos pendentes. O nível de stock 

para o período t (Equação 93) é igual à soma do stock do período anterior e do nível de produção 

do período atual, a subtrair pela procura e pelos pedidos pendentes do período anterior e do atual.  

A Equação 94 e Equação 95 garantem que o nível de stock é inferior ao nível de stock de segurança, 

nem ultrapasse o limite máximo de armazenamento. 

 

• Produção 

A Equação 96 define o nível de produção. O nível de produção neste modelo é calculado da mesma 

forma que no modelo 1 (Equação 85).  

 

• Subcontratação 

Tal como no primeiro modelo, a Equação 97 garante que a quantidade de unidades produzidas por 

subcontratação não ultrapassa o valor máximo permitido.  

 

• Não negatividade 

As equações 98 e 99 definem as variáveis como valores inteiros não negativos.  

3.1.3. Modelo Final  

Este modelo é uma combinação e evolução dos modelos anteriormente descritos. Esta formulação 

matemática considera uma mão-de-obra variável com recurso de horas extras e produção por 

subcontratação. Este modelo também permite pedidos pendentes e explora a perda de 

produtividade de produção.  

No que diz respeito a parâmetros e variáveis de decisão, assemelham-se aos já conhecidos nos 

modelos 1 e 2.  

 

𝐼(𝑡) = 𝐼(𝑡 − 1) + 𝑃(𝑡) − 𝐷(𝑡) Equação 93 

𝐼(𝑡) ≥ 𝑆𝑆 Equação 94 

𝐼(𝑡) ≤ 𝐼𝑚𝑎𝑥 Equação 95 

𝑃(𝑡) = 𝐾 ∙ 𝑊(𝑡) ∙ 𝑛(𝑡) + 𝑈(𝑡) + 𝑆𝑢𝑏(𝑡) − 𝐼𝑅(𝑡) − 𝐼𝑅(𝑡 − 1) Equação 96 

𝑆𝑢𝑏(𝑡) ≤ 𝑀𝑎𝑥𝑆𝑢𝑏 Equação 97 

𝐼𝑅(𝑡), 𝐶𝑊(𝑡), 𝐷𝑊(𝑡), 𝑆𝑢𝑏(𝑡), 𝑈(𝑡) ≥ 0  Equação 98 

𝐼𝑅(𝑡), 𝐶𝑊(𝑡), 𝐷𝑊(𝑡), 𝑆𝑢𝑏(𝑡), 𝑈(𝑡) ∈   𝛧+ Equação 99 
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Parâmetros 

t Nº de períodos de trabalho 

n(t) Nº de dias por cada período t 

Udmax Nº máximo de unidades produzidas em horas extras por dia 

MinW(t) Nº mínimo de trabalhadores 

MaxW(t) Nº máximo de trabalhadores 

MaxSub Nº máximo de unidades produzidas por subcontratação por período t 

K Taxa média de produção (unid/hora) 

h0 Nº de horas de trabalho diário, em horário normal 

𝑊0 Nº de trabalhadores iniciais, no período t 

𝐼0 Stock inicial  

Imax Stock máximo  

SS Stock de segurança, por período t 

C𝐶  Custo de contratação por trabalhador 

CD Custo de demissão por trabalhador 

CSub Custo por unidade produzida por subcontratação  

CW Custo de salário médio 

CWe Custo por unidade produzida em horas extras 

C𝐼 Custo de posse/manutenção de stock, por período t 

D(t) Previsão da procura para o período t 

CM Custo de matéria-prima, por período t 

𝐶𝑅 Custo extra por pedido pendente (Back Order) 

α Perda de produtividade 

 

Variáveis de decisão 

W(t) Nº de trabalhadores, no período t 

Sub(t) Nº de unidades produzidas por subcontratação, no período t 

Pint(t) Nº de unidades de produção interna, no período t 

I(t) Nível de stock no final do período t 

𝑈(t) Nº de unidades produzidas em horas extras, no período t 

CW(t) Nº de trabalhadores contratados, no período t 

DW(t) Nº de trabalhadores demitidos, no período t 

IR(t) Nº de pedidos pendentes (Back Orders), no período t  
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Função Objetivo 

Para esta formulação do problema, a função objetivo é também minimizar os custos totais da 

produção (Equação 100). 

 

Restrições: 

• Trabalhadores 

Neste modelo, a mão de obra é variável, o que permite a contratação e demissão de pessoal. Assim, 

a Equação 101 limita a quantidade de mão de obra (mínima e máxima) por período e a Equação 

102 é o cálculo do número de trabalhadores para o período atual. 

 

• Unidades produzidas em horas extras 

Tal como nos modelos anteriormente apresentados, a Equação 103 limita o número de unidades 

produzidas em horas extras no período t, considerando que o limite seja o número máximo diário 

de unidades produzidas multiplicado pelo número de dias uteis no período t.  

 

• Stock 

As equações 104 e 105 definem o nível de stock. O nível de stock para o período t (Equação 104) é 

igual à soma do stock do período anterior e do nível de produção do período atual, a subtrair pela 

procura e pelos pedidos pendentes do período anterior e do atual.  

A Equação 105 garante que o nível de stock é inferior ao limite máximo de armazenamento. 

 

• Produção 

O nível de produção (Equação 106) é calculado através da soma da produção interna (Equação 106) 

ao número de unidades produzidas em horas extras e subcontratadas considerando o número de 

pedidos pendentes. A produção interna é limitada pela capacidade máxima de produção (Equação 

106). 

𝑀𝑖𝑛∑𝐶𝑊 ∙ 𝑊(𝑡) + 𝐶𝐶 ∙ 𝐶𝑊(𝑡) + 𝐶𝐷 ∙ 𝐷𝑊(𝑡) + 𝐶𝑆𝑢𝑏 ∙ 𝑆𝑢𝑏(𝑡) + 𝐶𝑊𝑒 ∙ 𝑈(𝑡)

𝑡

𝑖=1

+ 𝐶𝐼 ∙ 𝐼(𝑡) + 𝑃(𝑡) ∙ 𝐶𝑀 +𝐶𝑅 ∙ 𝐼𝑅(𝑡) 

Equação 100 

𝑀𝑖𝑛𝑊(𝑡) ≤ 𝑊(𝑡) ≤ 𝑀𝑎𝑥𝑊(𝑡) Equação 101 

𝑊(𝑡) = 𝑊(𝑡 − 1) +  𝐶𝑊(𝑡) − 𝐷𝑊(𝑡) Equação 102 

𝑈𝑚𝑎𝑥(𝑡) −  𝑈(𝑡) ≥ 0 Equação 103 

𝐼(𝑡 − 1) + 𝑃𝑖𝑛𝑡(𝑡) +  𝑈(𝑡) + 𝑆𝑢𝑏(𝑡) − 𝐼𝑅(𝑡 − 1) + 𝐼𝑅(𝑡) − 𝐼(𝑡) = 𝐷(𝑡) Equação 104 

𝐼(𝑡) ≤ 𝐼𝑚𝑎𝑥 Equação 105 
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• Subcontratação 

A Equação 107 garante que a quantidade de unidades produzidas por subcontratação não 

ultrapassa o valor máximo permitido.  

 

• Não negatividade 

As Equações 110 e 11 definem as variáveis como valores inteiros não negativos. 

 

3.2. Protótipo de Otimização 

Para obter uma solução viável ao problema apresentado, foi desenvolvida um protótipo de 

aplicação em VBA para otimizar o Planeamento Agregado de Produção (PAP). O PAP é uma etapa 

crítica na gestão da produção, onde as decisões estratégicas são tomadas para alcançar o equilíbrio 

entre a procura, os recursos disponíveis e os custos. Com este protótipo, todo esse processo 

complexo é simplificado pela sua acessível interface que permite ao utilizador satisfazer a procura 

prevista ao menor custo possível. 

Na interface do protótipo, o utilizador encontra quatro botões diferentes (Figura 1): 

• Botão “Insert Data” 

• Botão “Solve” 

• Botão “Show Results” 

• Botão “Clean” 

 

Figura 1 - Interface do Protótipo PAP 

𝐾 ∙ 𝑊(𝑡) ∙ 𝑛(𝑡) ∙ (1 − 𝛼) − 𝑃𝑖𝑛𝑡(𝑡) ≥ 0 Equação 106 

𝑆𝑢𝑏(𝑡) ≤ 𝑀𝑎𝑥𝑆𝑢𝑏 Equação 107 

𝐼𝑅𝑡,𝐶𝑊𝑡, 𝐷𝑊𝑡, 𝑆𝑢𝑏𝑡, 𝑈(𝑡)≥0  Equação 108 

𝐼𝑅𝑡,𝐶𝑊𝑡, 𝐷𝑊𝑡, 𝑆𝑢𝑏𝑡, 𝑈(𝑡)∈  𝛧+ Equação 109 
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3.2.1. Inserir os Dados (Botão “Insert Data”) 

Ao carregar neste botão, o utilizador define o número de períodos a serem considerados, 

permitindo que a ferramenta se adapte a diferentes horizontes de planeamento, e apresentadas as 

instruções utilizar a ferramenta (Figura 2). 

 

Figura 2 - Instruções para a correr a ferramenta 

 

Primeiro, o utilizador deve começar por inserir os dados para a resolução do problema. Estes dados 

são os parâmetros que foram descritos na formulação matemática do problema:  

 

Tabela 6 - Dados e parâmetros necessários para o Protótipo PAP 

Dados Gerais 

Número de períodos de trabalho 

Número de dias por cada período t 

Previsão da procura para o período t 

Custos por unidade 
produzida 

Custos de pessoal Parâmetros da 
produção 

Restrições de 
produção 

Custo por unidade 
produzida por 
subcontratação 

Custo de contratação 
por trabalhador 

Taxa média de 
produção (unid/hora) 

Nº máximo de unidades 
produzidas em horas 
extras por dia 

Custo por unidade 
produzida em horas 
extras 

Custo de demissão por 
trabalhador 

Nº de horas de trabalho 
diário, em horário 
normal 

Nº mínimo de 
trabalhadores 

Custo de posse de 
stock, por período t 

Custo de salário médio Nº de trabalhadores 
iniciais, período t =0 

Nº máximo de 
trabalhadores 

Custo de matéria-prima  Stock inicial Nº máximo de unidades 
subcontratadas por 
período t 

Custo por pedido 
pendente (Back Order) 

 Perda de produtividade Stock máximo 

   Stock de segurança 
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Após a inserção de dados estar concluída, o utilizador deverá pressionar o botão “Solve” para fazer 

a otimização e de seguida o botão “Show Results” para ver os resultados do problema.   

3.2.2. Otimização (Botão “Solve”) 

Este botão, tal como o nome revela, corre a macro que resolve o problema de PAP considerando 

os dados introduzidos pelo utilizador. Esta macro corre o Solver numa folha de Excel oculta 

conforme mostra a Figura 3. Posteriormente é apresentada uma caixa de texto com a solução 

ótima, o menor custo (Figura 3).  

 

Figura 3 – Folha Excel Output 

1. Configuração do Solver: 

O Solver é ativado através da função `SolverOk`. Neste ponto, são definidos os parâmetros básicos 

para a otimização, como a célula da Função Objetivo (FO) e as células variáveis de decisão que 

podem ser alteradas para atingir esse objetivo. 

 

2. Definição das Restrições: 

O método `SolverAdd` é usado para adicionar restrições ao problema de otimização. As restrições 

estão no formato de igualdades ou desigualdades lineares envolvendo as células que a otimizar.  

 

3. Execução do Solver: 

A função `SolverSolve` é usada para iniciar o processo de otimização. O Solver tenta encontrar os 

valores das células de variáveis que otimizam a função objetivo, respeitando as restrições definidas. 

O método Simplex é o algoritmo utilizado pelo Solver para resolver problemas de programação 

linear inteira mista (MILP). Através do Branch & Bound, o Solver vai fazer progressivas iterações do 

Simplex, dividindo-se em subproblemas e ajustando os valores das variáveis para encontrar a 

solução ótima. Antes de enumerar as soluções possíveis de um subproblema, estas são verificadas 

em relação às restrições impostas pela solução ótima e são descartadas se não conseguirem 

produzir uma solução melhor do que a melhor encontrada até agora pelo algoritmo. Em cada 

iteração, uma variável é escolhida para entrar na solução, enquanto outra variável sai da solução O 

algoritmo escolhe as variáveis com base na melhoria da função objetivo e nas restrições existentes. 
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O algoritmo continua a iteração até que não seja possível encontrar uma melhoria adicional na 

função objetivo dentro das restrições. Neste ponto, a solução é considerada ótima, e o algoritmo é 

termina. 

 

4. Exibição dos Resultados: 

Após a otimização ser concluída, os resultados são exibidos. A função `SolverFinish` é usada para 

mostrar os valores finais das células de variáveis que otimizaram a célula objetivo.  

 

Figura 4 - Caixa de Texto do Resultado 

3.2.3. Resultados (Botão “Show Results”) 

Este botão mostra os resultados obtidos na resolução do problema em forma de tabela e gráficos.  

Na Tabela 7, são devolvidos os valores das variáveis de decisão após o correr da macro de 

otimização. Na coluna Production são apresentadas a unidades a produzir em horário normal 

(Regular Time) em horas extras (Overtime) e por subcontratação (Subcontracted). A coluna 

seguinte, destinada ao inventário (Inventory), mostra para cada período o stock final (Final Stock) e 

os respetivos pedidos pendentes (Back Orders). Por último, é evidenciado a variação do número de 

trabalhadores para cada período (Nr.Workers) assim como o número de contratações (Hire) e o 

número de demissões (Layoff) para cada período. 

 

Tabela 7 - Resultados: Tabela de variáveis de decisão 

 

 

Juntamente com a tabela de dados, os resultados são apresentados através de 3 diferentes gráficos: 

Figura 5 - Gráfico de resultados: Nível de produção (a) 

Period Regular Time Overtime Subcontracted Final Stock Back Orders Hire Layoff Nr. Workers
0 0 0 0 500 0 0 0 300
1 758 60 800 347 0 0 5 295
2 509 60 800 343 0 0 77 218
3 534 60 800 86 0 0 0 218
4 560 60 800 599 0 0 0 218
5 534 60 800 0 1 0 0 218
6 534 60 800 419 0 0 0 218
7 560 60 800 500 0 0 0 218
8 560 60 800 58 0 0 0 218
9 560 60 800 0 232 0 0 218

10 534 60 800 0 3 0 0 218
11 560 60 795 238 0 0 0 218
12 534 60 800 0 0 0 0 218

Production Inventory Workforce
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Figura 6 - Gráfico de resultados: Nível de stock (b) 

Figura 7 - Gráfico de resultados: Número de trabalhadores (c) 

 

Figura 5 - Gráfico de resultados: Nível de produção (a) 

O gráfico de resultados (a) representa o nível da produção total para cada período. Através deste 

gráfico de barras podemos verificar o número de unidades produzidas internamente em horário 

normal e em horas extras assim como o número de unidades produzidas por subcontratação 

considerando o número total produzido.  

 

 

Figura 6 - Gráfico de resultados: Nível de stock (b) 

O gráfico de resultados (b) mostra o nível de stock. Neste gráfico é possível analisar a variação do 

stock assim como a dos pedidos pendentes. Quanto mais picos forem apresentados neste gráfico, 

significa que mais custos associados a posse de stock e back orders.  

 



58 3. MÉTODOS E APLICAÇÃO 

 DESENVOLVIMENTO DE UMA FERRAMENTA DE APOIO AO PLANEAMENTO AGREGADO DA PRODUÇÃO  

 

Figura 7 - Gráfico de resultados: Número de trabalhadores (c) 

O gráfico de resultados (c) mostra através de barras verticais o número de trabalhadores 

contratados e demitidos para cada período. O número total de trabalhadores é apresentado 

através de uma linha azul que varia conforme os trabalhadores que são admitidos e demitidos.  

 

3.2.4. Outras Opções (Botão “Clean”) 

Além dos botões descritos anteriormente, existe ainda um botão “Clean”. Este botão limpa 

qualquer dado que tenha sido introduzido nas caixas de entrada da interface.  
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4. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Neste capítulo serão apresentados os resultados obtidos através do protótipo e comparados com 

os resultados obtidos através de outros métodos teóricos de planeamento de produção.  

Para teste o protótipo, foram gerados dados de forma aleatória, uma amostra de dados seguindo 

uma distribuição normal e outra seguindo uma distribuição uniforme. Todos os dados foram 

gerados através de uma folha de Excel utilizando a seguinte formulação:  

Para a distribuição normal:  

• Nº de dias por período  

Média: 22 

Desvio Padrão: 1 

=ARRED.PARA.BAIXO(INV.NORMAL(ALEATÓRIO();MÉDIA;DESV.PADRÃO);0) 

• Procura  

Média: 1200 

Desvio Padrão: 300 

=ARRED.PARA.BAIXO(INV.NORMAL(ALEATÓRIO();MÉDIA;DESV.PADRÃO);0) 

 

Para a distribuição uniforme: 

• Nº de dias por período 

Entre 21-23  

=ALEATÓRIOENTRE(início_intervalo, fim_intervalo) 

• Procura  

Entre 900-2000 

=ALEATÓRIOENTRE(início_intervalo, fim_intervalo) 

 

Os dados foram gerados considerando uma análise temporal de 12 períodos e podem ser 

encontrados nos Apêndices A e B.  

De forma a ser possível analisar a contribuição deste método, os mesmos dados foram corridos 

para diferentes métodos de planeamento. Deste modo foi possível comparar os resultados obtidos 

e verificar qual método permite obter a melhor solução.  

No que diz respeito aos parâmetros e custos de produção, os valores usados foram retirados de 

problemas académicos e adaptados para o protótipo e os respetivos métodos de planeamento 

testados. Os valores utilizados encontram-se na Tabela 8. 
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Tabela 8 - Dados de produção 

Custos por unidade produzida Parâmetros da produção 

Custo por unidade 
produzida em horas extras 

10€ Taxa média de produção 
(unid/hora/trabalhador) 

0,146 

Custo por unidade 
produzida por 
subcontratação 

50€ Perda de produtividade 0,2 

Custo de posse de stock, 
por período t 

2€ Stock Incial 500 

Custo por pedido pendente 
(Back Order) 

100€ Nº de horas de trabalho diário, 
em horário normal 

8 

Custo de Matéria-prima 0,70€ Nº de trabalhadores iniciais, 
período t =0 

300 

Custos de pessoal Restrições de produção 

Salário 800€ Nº máximo de unidades 
subcontratadas por período t 

800 

Custo de contratação 1000€ Nº máximo de unidades 
produzidas em horas extras 

60 

Custo de demissão 2500€ Stock de segurança 0   
Stock Máximo 900   
Nº máximo de trabalhadores 800   
Nº mínimo de trabalhadores 80 

 

4.1. Apresentação de resultados 

Neste capítulo são apresentados os dados obtidos através dos cálculos do protótipo de PAP e outros 

métodos seguindo-se uma comparação entre os dados do PAP e os respetivos outros métodos 

analisados.  

Na Tabela 9 seguem os resultados do protótipo do PAP que foram obtidos através dos valores 

aleatórios gerados no Excel.  

Tabela 9 - Resultados do Protótipo PAP 

Resultados Protótipo PAP 

Instância 1 2 588 862,90 € Instância 16 2 457 238,10 € 

Instância 2 2 582 175,70 € Instância 17 2 972 046,30 € 

Instância 3 2 389 192,30 € Instância 18 3 379 400,30 € 

Instância 4 2 355 485,30 € Instância 19 2 893 555,10 € 

Instância 5 2 519 791,80 € Instância 20 2 855 275,50 € 

Instância 6 2 356 879,40 € Instância 21 3 042 942,30 € 

Instância 7 2 252 450,00 € Instância 22 3 467 336,30 € 

Instância 8 2 499 053,80 € Instância 23 2 942 103,10 € 

Instância 9 2 713 885,10 € Instância 24 3 195 406,60 € 

Instância 10 2 600 383,50 € Instância 25 2 937 713,40 € 

Instância 11 2 358 804,30 € Instância 26 3 243 069,30 € 

Instância 12 2 740 206,70 € Instância 27 3 434 719,50 € 

Instância 13 2 521 858,50 € Instância 28 2 718 860,30 € 



4. RESULTADOS E DISCUSSÃO 61 

 DESENVOLVIMENTO DE UMA FERRAMENTA DE APOIO AO PLANEAMENTO AGREGADO DA PRODUÇÃO  

Instância 14 2 563 517,70 € Instância 29 3 421 534,70 € 

Instância 15 3 137 091,40 € Instância 30 3 061 305,30 € 

 

Na Tabela 10 são apresentados os resultados obtidos através dos seguintes métodos de 

planeamento:  

- Nivelamento pela Média  

- Excesso de Capacidade  

- Adaptação à Procura 

 

Tabela 10 - Resultados obtidos através de outros métodos de planeamento de produção 

Resultados de outros métodos  
Nivelamento 
pela Média 

Excesso de 
Capacidade 

Adaptação á 
Procura 

Instância 1   4 784 011,70 €    6 349 991,70 €    6 693 061,70 €  

Instância 2   5 340 048,90 €    5 813 308,90 €    5 928 778,90 €  

Instância 3   5 667 403,80 €    6 809 263,80 €    7 204 633,80 €  

Instância 4   4 313 129,80 €    7 568 265,80 €    7 060 835,80 €  

Instância 5   3 856 750,30 €    6 244 112,30 €    6 987 182,30 €  

Instância 6   5 249 256,70 €    6 049 216,70 €    6 047 986,70 €  

Instância 7   4 471 911,80 €    5 707 785,80 €    6 740 055,80 €  

Instância 8   5 247 344,30 €    7 307 004,30 €    7 660 974,30 €  

Instância 9   4 237 912,70 €    5 523 662,70 €    6 552 232,70 €  

Instância 10   4 240 961,40 €    8 302 515,40 €    8 245 385,40 €  

Instância 11   4 873 382,70 €    6 140 692,70 €    6 742 662,70 €  

Instância 12   4 762 560,50 €    6 899 970,50 €    6 176 440,50 €  

Instância 13   3 648 424,20 €    7 620 030,20 €    6 954 400,20 €  

Instância 14   4 507 095,20 €    7 567 735,20 €    7 314 105,20 €  

Instância 15   3 876 182,40 €    4 776 242,40 €    5 580 212,40 €  

Instância 16   6 483 768,30 €    6 994 012,70 €    7 632 298,30 €  

Instância 17   7 388 135,00 €    6 797 995,00 €    6 936 865,00 €  

Instância 18   6 723 188,20 €    7 937 048,20 €    7 527 418,20 €  

Instância 19   5 725 517,50 €    6 363 577,50 €    6 495 147,50 €  

Instância 20   6 628 601,50 €    7 046 261,50 €    7 560 731,50 €  

Instância 21   5 463 891,80 €    9 076 501,80 €    9 698 671,80 €  

Instância 22   6 533 103,10 €    9 090 063,10 €    9 352 233,10 €  

Instância 23   6 006 897,10 €    9 247 235,10 €    8 413 405,10 €  

Instância 24   4 878 567,40 €    7 215 327,40 €    7 834 597,40 €  

Instância 25   6 618 409,30 €    6 809 869,30 €    7 233 639,30 €  

Instância 26   6 320 438,60 €    8 055 698,60 €    8 475 868,60 €  

Instância 27   5 947 090,10 €    9 404 050,10 €    8 567 120,10 €  

Instância 28   6 839 770,00 €    8 435 530,00 €    9 381 188,90 €  

Instância 29   5 603 071,10 €    8 749 435,10 €    7 981 905,10 €  

Instância 30   4 912 253,60 €    8 630 005,60 €    7 971 275,60 €  
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4.2. Discussão de Resultados  

4.2.1. Teste ANOVA 

Para ser possível avaliar o desempenho do protótipo de PAP quando comparado com os outros 

métodos de planeamento foi usada o teste de ANOVA (Analysis of Variannce) de 1 fator. O teste 

ANOVA unidirecional é um teste hipóteses paramétrico no qual uma variável dependente é 

comparada em três ou mais grupos (Silva et al., 2022). 

Sendo 𝜇𝑃𝐴𝑃  a média do desvio relativo da solução do protótipo PAP e 𝜇𝑃𝑀𝑒𝑑𝑖𝑎 , 𝜇𝑃𝑀𝑎𝑥 , 𝜇𝐴𝑑𝑃 as 

médias do desvio relativo entre a solução do protótipo PAP e a solução obtidas através dos outros 

métodos de planeamento, respetivamente Nivelamento pela Média (Niv. Média), Excesso de 

Capacidade (Exc. Capacidade), e Adaptação á Procura (Adap. Procura), as hipóteses analisadas pelo 

ANOVA são:  

 

𝑯𝟎: 𝜇𝑃𝐴𝑃 = 𝜇𝑃𝑀𝑒𝑑𝑖𝑎 = 𝜇𝑃𝑀𝑎𝑥 = 𝜇𝐴𝑑𝑃  

𝑯𝟏: Pelo menos uma das médias é diferente das demais 

 

O resultado da ANOVA é com base na estatística do p-value. Esta razão mostra a diferença entre a 

variância dentro do grupo e a variância entre os grupos, o que acaba por produzir um valor que 

permite concluir que a hipótese nula é suportada ou rejeitada. Se houver uma diferença 

significativa entre os grupos, o valor de p é superior ao valor de 𝛼 e a hipótese nula é rejeitada.  

 

𝒑𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆 ≤ 𝜶 → 𝑹𝒆𝒋𝒆𝒊𝒕𝒂𝒎𝒐𝒔 𝑯𝟎  

 

O resultado do teste ANOVA para um nível de confiança de 95% (𝛼 =5%= 0,05) é apresentado na 

Tabela 11.  

 
Tabela 11 – ANOVA da Média dos Desvios Relativos  

ANOVA 

 

 

Soma dos 

Quadrados df 

Quadrado 

Médio Z Sig. 

Entre Grupos 54,441 3 18,147 183,864 <,001 

Nos grupos 11,449 116 ,099   

Total 65,890 119    

 

Como se pode analisar na Tabela 11, o valor p (<,001) é muito inferior ao valor de 𝛼 de 0,05, desta 

forma é possível concluir-se que existe uma diferença significativa entre as médias dos grupos e por 

isso rejeitamos a hipótese nula, 𝐻0.  
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4.2.2. Teste Post-Hoc 

Embora o teste ANOVA seja utilizado para testar a hipótese nula de que toda a população 

investigada tem as mesmas médias ou a hipótese alternativa de que pelo menos duas populações 

têm médias diferentes, ele não informa qual o par tem média diferente quando a hipótese nula é 

rejeitada. Para isso, são realizados os testes de comparação múltipla post-hoc para verificar qual o 

par da população tem uma média diferente. Entre os vários testes post-hoc que existem na 

literatura, o teste de Bonferroni e o teste de Scheffe são muito populares e os mais comuns para o 

teste de pares da média populacional (Aslam & Albassam, 2020).  

Para o desenvolvimento deste trabalho, o teste de post-hoc utilizado foi o teste de Scheffe (Tabela 

12). Este teste executa comparações simultâneas para todas as combinações entre pares possíveis 

de médias (Herzog & Aaronnclarke, 2019). Este teste utiliza a distribuição de amostragem e pode 

ser utilizado para examinar todas as combinações lineares possíveis das médias de grupo não 

apenas comparações em pares. 

 

Tabela 12 - Teste de Scheffe da média dos desvios relativos 

Comparações múltiplas 

 

(I) Método (J) Método 

Diferença 

média (I-J) 

Erro 

Padrão Sig. 

Intervalo de 

Confiança 95% 

Limite 

inferior 

Limite 

superior 

PAP Niv. Média -,9260* ,08112 <,001 -1,1561 -,6959 

Excesso de 

Capacidade 

-1,6093* ,08112 <,001 -1,8395 -1,3792 

Adaptação á 

procura 

-1,6697* ,08112 <,001 -1,8998 -1,4395 

Niv. Média PAP ,9260* ,08112 <,001 ,6959 1,1561 

Excesso de 

Capacidade 

-,6833* ,08112 <,001 -,9135 -,4532 

Adaptação á 

procura 

-,7437* ,08112 <,001 -,9738 -,5135 

Excesso de 

Capacidade 

PAP 1,6093* ,08112 <,001 1,3792 1,8395 

Niv. Média ,6833* ,08112 <,001 ,4532 ,9135 

Adaptação á 

procura 

-,0603 ,08112 ,90682 -,2905 ,1698 

Adaptação á 

procura 

PAP 1,6697* ,08112 <,001 1,4395 1,8998 

Niv. Média ,7437* ,08112 <,001 ,5135 ,9738 

Excesso de 

Capacidade 

,0603 ,08112 ,90682 -,1698 ,2905 

*. A diferença média é significativa no nível 0.05. 
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Os resultados demonstram que existem diferenças significativas entras as médias dos métodos (sig 

< 0,05) com exceção dos métodos Excesso de capacidade e Adaptação á procura que apresentam 

o mesmo valor de significância e que é muito superior a 0,05. Uma vez que entre os métodos PAP 

e Nivelamento pela média, o PAP é aquela que apresenta uma média mais baixa (Tabela 13), 

podemos concluir que este é método com melhor solução.  

 

Tabela 13 - Tabela descritiva da média dos desvios relativos 

Descritivas 

 N Média Desvio padrão 

PAP 30 ,0000 ,00000 

Nivelamento pela Média 30 ,9260 ,34144 

Excesso de Capacidade 30 1,6093 ,38035 

Adaptação á procura 30 1,6697 ,36543 

Total 120 1,0513 ,74411 

 

É, ainda assim, importante salientar que para valores aleatórios, o método do Nivelamento pela 

Média apresenta os melhores resultados a seguir aos resultados obtidos através do protótipo PAP.  
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5. CONCLUSÃO 

Este capítulo sintetiza a pesquisa realizada ao longo do trabalho e apresenta as conclusões 

relevantes. Além disso, são expostas as limitações do trabalho realizado e possíveis sugestões para 

desenvolvimento futuro. 

5.1. Conclusões finais 

Este trabalho incidiu no estudo do planeamento agregado da produção através de modelos de 

otimização. Foram abordados modelos matemáticos de programação linear que formularam o PAP 

de diversos modos e salientaram diferenças no planeamento da produção.  

Um bom planeamento e uma melhoria contínua são essenciais para o sucesso de uma organização. 

Desta forma torna-se fundamental a utilização de ferramentas que possibilitem planear o processo 

produtivo de forma eficiente e de acordo com o panorama atual da empresa.  

Os modelos de otimização oferecem benefícios e aumentam a produtividade. O Microsoft Excel é 

das abordagens mais populares na programação da IO e o método Simplex é o método mais 

acessível e mais utilizado na resolução de modelos de programação linear.  

O Planeamento Agregado da Produção, permite posicionar estrategicamente a organização em 

função da procura esperada. Este método permite a alocação dos recursos e estabelece o impacto 

nos níveis de stock.  

A aplicação de modelos matemáticos na área produtiva revela bons resultados de produtividade e 

nos custos da organização. Analisando os casos de estudo descritos ao longo deste trabalho, 

percebe-se que a aplicação destes modelos a casos práticos obtêm boas soluções.  

Os resultados obtidos pelo protótipo de PAP quando comparados com outros métodos de 

planeamento, como o Nivelamento pela Média, Excesso de Capacidade e Adaptação à Procura, por 

meio de testes estatísticos, como o teste ANOVA e o teste de Scheffe, demonstraram que o PAP 

apresentou um desempenho significativamente melhor em comparação com os outros métodos. 

No entanto, é importante notar que, para valores aleatórios, o método do Nivelamento pela Média 

produziu os resultados mais próximos aos do protótipo PAP. Isso sugere que, em determinados 

cenários, o Nivelamento pela Média pode ser uma alternativa viável ao PAP. 

Este estudo demonstrou a eficácia dos modelos de otimização, em particular do PAP, na melhoria 

do planeamento da produção e na redução de custos para as organizações. No entanto, a escolha 

entre métodos específicos deve ser baseada nas necessidades e características individuais de cada 

empresa. O conhecimento adquirido neste trabalho pode ser uma valiosa contribuição para a área 

de planeamento da produção e para a melhoria contínua das operações empresariais. 
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5.2. Limitações e trabalhos futuros 

Uma limitação deste protótipo é que é muito geral e pode não ser o mais adequado às 

circunstâncias da empresa, o que significa que as suas soluções não são necessariamente ideais. No 

caso de uma implementação, será necessário primeiro realizar um estudo das necessidades da 

organização e fazer uma modificação nos parâmetros do protótipo ou no tipo de planeamento para 

atender às necessidades da organização. 

O trabalho desenvolvido assenta essencialmente na otimização do planeamento agregado da 

produção. Para trabalhos futuros, seria de interesse aprofundar numa ferramenta que realizasse 

não só o planeamento prévio, mas também o Plano Diretor da Produção.  
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APÊNDICE A 

Dados usados para correr o protótipo e realizar os testes estatísticos.  

 

Número de dias de trabalho para cada período. 

Período Nº dias / período 

1 22 

2 20 

3 21 

4 22 

5 21 

6 21 

7 22 

8 22 

9 22 

10 21 

11 22 

12 21 
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APÊNDICE B 

Dados usados para correr o protótipo e realizar os testes estatísticos.  

 

Distribuição Normal 

 Instância 1 Instância 2 Instância 3 Instância 4 Instância 5 

Período Procura Procura Procura Procura Procura 

1 1073 1315 1866 1201 1064 

2 1187 1065 1700 1311 1407 

3 1363 1477 1181 763 1171 

4 1275 1589 1018 1092 959 

5 1467 1601 1076 1623 998 

6 1320 1296 1836 1291 1513 

7 1488 1151 1168 1144 629 

8 1390 1324 979 1074 934 

9 808 1260 1236 1252 941 

10 1377 1589 1335 1451 1704 

11 1154 1299 1700 1378 1229 

12 1229 761 1139 1514 1040 

 

 

 Instância 6 Instância 7 Instância 8 Instância 9 Instância 10 

Período Procura Procura Procura Procura Procura 

1 1756 870 1387 695 1211 

2 759 1322 1252 1207 1249 

3 1077 1004 1611 1387 547 

4 1574 1280 1214 1416 1515 

5 1277 1347 929 1390 909 

6 1657 1417 1594 1534 791 

7 1225 1526 1685 1272 1437 

8 1380 1115 833 490 1838 

9 1528 1654 1441 1090 1576 

10 1374 1124 1594 1256 1822 

11 1453 1039 1158 1021 1441 

12 821 996 1451 903 1686 

 

 

 Instância 11 Instância 12 Instância 13 Instância 14 Instância 15 

Período Procura Procura Procura Procura Procura 

1 938 1238 1008 1053 1597 

2 1364 1193 1068 1161 852 

3 946 1208 923 1536 1154 
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4 1500 1171 1376 1224 1309 

5 1186 1856 770 1375 1086 

6 1485 1167 1385 1196 701 

7 1759 1144 1101 925 1364 

8 1528 1277 957 870 783 

9 1305 1191 1308 1375 1039 

10 1317 1011 1317 2012 1084 

11 1274 1412 1447 1013 804 

12 959 947 1526 596 859 

 

 

Distribuição Uniforme 

 Instância 16 Instância 17 Instância 18 Instância 19 Instância 20 

Período Procura Procura Procura Procura Procura 

1 1905 1874 1287 1310 1963 

2 940 1248 1998 1490 1275 

3 1214 1789 1599 1732 1394 

4 1478 1918 1468 1586 1194 

5 1712 1536 1667 1327 1698 

6 1760 1456 1798 1246 1541 

7 1967 1789 1130 1426 1882 

8 1286 1914 1490 1082 1389 

9 1934 1883 1515 1365 1979 

10 1493 1075 1489 1226 1357 

11 1413 1443 1365 909 1091 

12 1367 925 1120 1126 1182 

 

 

 Instância 21 Instância 22 Instância 23 Instância 24 Instância 25 

Período Procura Procura Procura Procura Procura 

1 988 1816 1252 1013 1768 

2 1348 1400 1195 1262 1749 

3 1953 1746 1736 1425 1156 

4 1054 1038 1978 1081 1638 

5 1277 1980 1166 1211 1798 

6 1934 1320 1702 1868 1693 

7 904 1800 1061 1047 1590 

8 937 1233 1505 1074 1071 

9 1940 942 1477 1814 931 

10 1993 1702 1535 1686 1349 

11 1382 1388 1681 1272 1270 

12 1864 1868 1905 1429 1086 
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 Instância 26 Instância 27 Instância 28 Instância 29 Instância 30 

Período Procura Procura Procura Procura Procura 

1 1294 1592 1465 1215 964 

2 1313 1866 1898 968 970 

3 1857 1013 1998 1841 1899 

4 1253 1296 1307 1252 1837 

5 1797 1247 1038 1143 944 

6 1488 1821 1977 1456 964 

7 1215 1257 1068 1728 1602 

8 1779 1186 1848 1501 1163 

9 1527 1573 1365 1912 1173 

10 1962 1558 1677 1839 1223 

11 1888 1292 1544 1550 1507 

12 1625 1942 1715 1788 1762 
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