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Modelização Cinemática 
de um Robot Industrial 

MAM. maioria dos manipuladores robóticos indus- 

triais possui uma configuração estrutural em 

cadeia cinemática aberta, i.e., são constituídos por um 

conjunto de elos ligados em série através de juntas. Ao 

contrário da cinemática directa, o modelo cinemático 

inverso é, em muitos casos, difícil ou mesmo impossível 

de obter analiticamente. Por outro lado, o seu peso com- 

putacional deve ser reduzido ao mínimo, de modo a pos- 

sibilitar o comando do robot em tempo real. Neste artigo 

apresentam-se dois métodos para a determinação do mo- 

delo cinemático inverso do manipulador TI ER 6000: o 

Método Geométrico e o Método Diferencial. O Método 

geométrico possibilita a determinação das 8 soluções que 
o modelo apresenta, mas o tempo de cálculo necessário é 

significativamente elevado. Pelo contrário o Método Dife- 

rencial permite a determinação de apenas uma solução, 

sendo o seu peso computacional bastante reduzido. 

1. INTRODUÇÃO 
A maioria dos manipuladores robóticos industriais possui 

uma configuração estrutural em cadeia cinemática aberta se- 

melhante à do braço humano, isto é, são constituídos por um 

conjunto de elos rígidos ligados em série através de juntas 

rotativas ou prismáticas. No caso geral, o seu modelo cinemático 

pode ser representado por uma equação do tipo 8: 

x= f(q) q= f(x) (Eq. 1) 

onde x E Rº representa um vector de coordenadas no espa- 

ço operacional, q E Rº representa um vector de coordena- 

das no espaço das juntas e f é uma aplicação não linear de 

Rº > Rº, n indica o número de graus de liberdade (gdl) do 

manipulador e m é a dimensão do espaço operacional. Des- 

te modo, ao contrário do modelo cinemático directo, o mo- 

delo cinemático inverso é, em muitos casos, difícil ou mes- 

mo impossível de obter analiticamente. 

As transformações de coordenadas en- 

tre o espaço das juntas e o espaço operaci- 

onal, e vice-versa, fazem uso do modelo 

cinemático e revestem-se de uma importân- 

cia fundamental no controlo de manipula- 

dores. De facto, na maioria dos casos, os 

robots são controlados no espaço das jun- 

tas, enquanto que o planeamento e a defi- 

nição das trajectórias são, normalmente, 
efectuados no espaço operacional. 

Neste artigo apresentam-se dois métodos 

para determinar a cinemática inversa do ma- 

nipulador TI ER 6000 (manipulador do 

tipo 6R): o Método Geométrico e o Método 

Diferencial. Assim, na secção 2 estabelece- 

se [de acordo com o algoritmo de Denavit- 
Hartenberg (D-H)] a matriz, T, do manipu- 
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lador. Na secção 3 apresenta-se o Método Geométrico e, de segui- 

da, na secção é discutem-se algumas dificuldades que lhe estão 

associadas. Na secção 5 apresenta-se o Método Diferencial e, na 

secção 6, abordam-se algumas limitações inerentes a este método. 

Por último, na secção 7 faz-se uma comparação dos dois méto- 

dos e, na secção 8, apontam-se as conclusões principais. 

2. NOTAÇÃO DE 
DENAVIT-HARTENBERG 

O robot industrial TI ER 6000 apresenta uma estrutura me- 

cânica composta por sete elos (rígidos) ligados em série por 

seis juntas rotativas. Assim, este manipulador possui seis gdl, 

Fig. 1 — Sistema de referenciais e notação de D-H para o robot industrial TI ER 6000 
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que são suficientes para posicionar e orientar o órgão termi- 

nal em qualquer ponto do espaço. A modelização cinemática 
deste manipulador (Fig. 1) faz-se com base no algoritmo de 

D-H [2, 3, 5], o que conduz às matrizes “A é = 1,...,6, 

representadas pelas equações (Eq. 2) e (Eq. 3) [1]. 

Cc 0-5 0 E = 0 a E 0 
8 0 € 0 8, €, O a8, |, 8,0 

“ça ê A o |5 Ses É E | bi + Aga o 1 
00 01 0 00/14 0 q 

Co 0 4 0 G 0% 0 E Cs 

0 0 0/1 00 01 0 0 

Deste modo, a matriz, T, do manipulador é: 

E S. 8, Pe 

TOA AAA ASA = A: Hj 7 7 (Eq. 4) 

0 0 01 

n, = C[C(CCC -S8)- 848,06 ]- S,(S,C€, + 485) (Eq. 5) 

n, = S[C (CCO, - 8,8) - 858,0, ]+ CUSCO, + C48,) (Eq. 6) 

1, = SCCO, -SS)-CASO, (Eg. 7) 

8, =C[-C (COS, +8,0,))+ 84858, ]- S(-8,058, + CC) (Eq. 8) 

8, = 8 [-C (COS, +5,0,))+8,8585, ]+C(-SCS, + CC) (Eq. 9) 

8, =D (C,CS, + SC) 4 CS, (Eg. 10) 

à, =C(C:C5,;+55C)=5,S8, (Eg. 11) 

a, =5S(C,€,8, +50) +C5,5, (Eq. 12) 

a, =-8,€,8,+C,C, (Eq. 13) 

p= CAM, + E 50) + Sd, +80, |[-S(dS,8,44,) (Eq. 14) 

Py = Si [dC aC485 4505) + Syd, +05€, ]+ C(dç8485 + dy) (Ego 15) 

DP; = ACO —Sa30485) + Saad — 4954 (Eg. 16) 

3. MÉTODO GEOMÉTRICO 
Com base nos sistemas de coordenadas estabelecidos de 

acordo com o algoritmo de D-H e, fazendo uma analogia com 

o braço humano, é possível identificar, com a ajuda de três 

indicadores (BRAÇO, COTOVELO e PUNHO), várias configura- 

ções para o manipulador. Os dois primeiros indicadores estão 
associados com a solução para as juntas do braço (posiciona- 

mento do orgão terminal), enquanto que o terceiro indicador 

está associado com a solução para as juntas do punho (orienta- 

ção do orgão terminal). Assim, a solução é calculada em dois 

estágios. Em primeiro lugar determina-se o vector posição que 

aponta da origem do sistema de eixos da base para o ponto de 
intersecção dos três últimos eixos. De seguida analisam-se as 
projecções deste vector no plano x, |y, | e determinam-se as 
soluções para as juntas do braço. Por último, as soluções para 
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as juntas do punho são determinadas a partir das soluções en- 

contradas para o braço, com base nas submatrizes que repre- 
sentam a orientação" T e!A (i = 4,5,6) e na projecção dos 

sistemas de eixos dos elos no plano x, y, | [1, 4). 

Manipulador 
pes - : Para orobot TI ER 6000 podem ser iden- 
e ã a A tificadas as seguintes configurações: 

0 1] Fa * BRAÇO (ombro) À DIREITA: um 6, po- 
: sitivo faz com que o punho se mova segun- 

00 do z, no sentido positivo, enquanto que a 

oo : junta 3 não é activada. . 

(Eg. * BRAÇO (ombro) À ESQUERDA: um 0, 

+ Es 3) : positivo faz com que o punho se mova se- 

Ed] : gundoz, no sentido negativo, enquanto que 
: a junta 3 não é activada. 

: * BRAÇO PARA CIMA (cotovelo acima do 

punho): a posição do punho no BRAÇO À 

DIREITA (À ESQUERDA) em relação ao sistema de eixos da 
base tem valor negativo (positivo) segundo o eixo y,. 

* BRAÇO PARA BAIXO (cotovelo abaixo do punho): a 

posição do punho no BRAÇO À DIREITA (À ESQUERDA) em 

relação ao sistema de eixos da base tem valor positivo (ne- 

gativo) segundo o eixo y,. 

* PUNHO EM BAIXO: o produto interno do vector unitá- 

rio s, do sistema de eixos do orgão terminal, pelo vector 

unitário y,, do sistema de eixos (x,, Y,, Z,), É positivo, 

* PUNHO EM CIMA: o produto interno do vector unitá- 

rio s, do sistema de eixos do orgão terminal, pelo vector 

unitário y,, do sistema de eixos (x,, Y., Z,), é negativo. 

Tendo em conta estas configurações, são introduzidos 
dois indicadores: BRAÇO e COTOVELO que combinados per- 

mitem obter uma das quatro soluções possíveis para as três 

primeiras juntas. O terceiro indicador (PUNHO) dá origem 

a uma das duas soluções possíveis para as três últimas jun- 

tas. Estes indicadores são definidos do seguinte modo: 

+1 BRAÇO À DIREITA 
BRAÇO= . (Eq. 17) 

-1 BRAÇO À ESQUERDA 

. +41 PARA CIMA 
COTOVELO = É, PME BUS (Eg. 18) 

n +1 EM BAIXO 
PUNHO= , pMCIMA (Eq. 19) 

3.2. Solução para as Juntas do Braço 
A partir das equações da cinemática do manipulador TI ER 6000, 

define-se o vector p que aponta da origem do sistema de eixos da 

base (x, Yy Z) para o ponto de intersecção dos três últimos eixos: 

P=Po-da=(poPpop) (Eq. 20) 

O vector p corresponde ao vector posição na matriz "T : 

P, Ci(a,C, +dSn)-dyS, 

py | S(a,0, + diS) + &€, 

P. 

(Eq. 21) 
Ca as, 

Solução para a junta 1 

Projectando o vector p no plano xy, (Figura 2), obtêm- 

se as seguintes equações: 
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9!=p-a; 0h =x +p+a (Eq. 22) 

r=dpi+po-di; R= PAP; (Eg. 23) 

Ps, p d, r 
senp=—: cosp="": send =—>:; cosa = Eq. 24 
Lai da R R Ema 

Plano x,y, A 

r + 2-3 

E [e 

2 

Plano x,y 

2 

Eai 

px 

Combinando as equações (Eg. 25) a (Eg. 28) e usando o 
indicador BRAÇO para indicar a configuração BRAÇO À ES- 
QUERDA/BRAÇO À DIREITA, tem-se: 

- BRAÇO p, pi+p,-d; -pd, 

PE ep; 
sent, = , 

(Eq. 29) 

-BRAÇOp, pi+p,-di +pd, 

Pit; 
cosb, = 

Solução para a junta 2 

Para encontrar a solução para a junta 2, faz-se a projecção 

do vector p no plano x,y, (Figura 3). Desta figura pode con- 

cluir-se que existem quatro configurações diferentes. Cada con- 

figuração corresponde a um valor diferente para a junta 2 (tal 

como se pode ver na Tabela 1) onde 0º = u=360"e0º=B =90º. 

Da Tabela 1, usando os indicadores BRAÇO e COTOVE- 

LO, pode determinar-se O, com apenas uma equação: 

6, = +(BRAÇO- COTOVELO)P = a + K- (Eq. 30) 

onde K = BRAÇO COTOVELO. Da Figura 3 obtém-se: 

pitpj+pi-di; r= p+p;-di (Eq. 31) 

sena =—EE = — = 
B pr+po+p;-di 

2 Eq. 32 
BRAÇO:» | BRAÇO: pi+p;-d; Fa 22) 

COS =—-———— E — ' , = , 

R pi +p,+p;-d; 

2 rpisplral-di -d? = 
EB mid Cd Ds a o : sen =/I-cos” (Eq. 33) 

2a, pi +; +p: -di; 

sen0, = sen(a + K-[) = sena cos + (BRAÇO: COTOVELO) cosa sen 3 

(Eq. 34) 

E cost, =cos(a + KB) = cosa. cos | - (BRAÇO: COTOVELO)sena sen 

(Eq. 35) 
Fig. 2 — Solução para a junta | 

onde, os índices £ e R indicam, respectivamente, as configura- Cc 

ções BRAÇO A ESQUERDA e BRAÇO A DIREITA, Das equações Bo. 

(Eg. 22) a (Eq. 24), obtêm-se as funções seno e co-seno de 0: Ea 

send! = sê as na pr- pd, Zi c : 
senf, = sen(y — 0.) = senf cosa — cosp sena = pn (Eq. 25) c RR 

? pr+pd, A a 
cosb j = cos(p = 0.) = cosp cosa + sen sena = dia (Eq. 26) poa 

PX 

à -pr-pd, 
sen0, =sen(7 +P+C)= R di (Eq. 27) 

o paia -pr+pd, Ea. 28 cos; = cos p+o)= : : 
Ro Ra ) Fig. 3 - Solução para a junta 2 

ES EE = PR SER E Solução para a junta 3 
Configurações ER Uai . e | BRAÇO. COTOVELO | BRAÇO.COTOVELO. Para a junta 3, projecta- 

E se o vector p no plano x,y, 
BRAÇO A ESQUERDA e PARA CIMA a-f -1 +1 —-1 (Fig. 4). Verifica-se que exis- 

E , k o | tem, também, quatro con- 
BRAÇO À ESQUERDA e PARA BAIXO a+p —1 -1 +1 figurações diferentes, cor- 

E o “| respondendo a cada uma 
BRAÇO À DIREITA e PARA CIMA a+p +1 +1 E À um valor diferente para a 

R o E junta 3 (Tab. 2) onde (p ) 
BRAÇO A DIREITA e PARA BAIXO a — +1 —1 -1 é a componente segundo 

Tabela 1 — Configurações possíveis para a junta 2 

ROBÓTICA E AUTOMATIZAÇÃO 

y do vector posição que 

aponta da origem do sis- 

OUTUBRO 1996 Nº 2f/zs



tema de eixos (x,, Y,, Z,) para O ponto de intersecção dos três 

últimos eixos. Da Fig. 4 obtêm-se as seguintes equações: 

R=/Pi+p;+p;-d; (Eq. 36) 

2 2 2 a +d,-R 
cosp = E :senp = BRAÇO: COTOVELO 1-cos” p (Eq. 37) 

ad, 

senQ, = -cosp; cosb, = senp (Eg. 38) 

PI ano xy: É 

Riso Ma gx 
ses Ba 

A a: B 6 pe 2+ +» to 3 
3 E] z 

x 
B=4-90º 

Braço à esquerda € para baixo 

4 
7 — a B pX> 

essa xs MM Ba 
R dy 

c 

Braço à esquerda e para cima 

Fig. 4 — Solução para a junta 3 

possíveis para 8,. Se o produto vectorial for nulo (z, parale- 

lo a a) surge um caso degenerado que corresponde a ter os 

eixos das juntas 4 e 6 se encontrarem paralelos. 

Solução para a junta é 
Ambas as configurações para o punho (em CIMA e em BAIXO) 

são definidas atendendo à orientação do referencial (n, s, a) em 
relação ao referencial (x,, y., Z,). O sinal do produto vectorial da 
equação (Eq. 39) não pode ser determinado sem atender à ori- 

entação dos vectores n ou s em relação, respectivamente, aos 

vectores x, ou Y,, Os quais têm uma relação fixa com z,. 
Considere-se que o produto vectorial da equação (Eq. 

39) tem sinal positivo. Isto é indicado pelo indicador 92, 
definido da seguinte forma: 

(0) no caso degenerado 

D=45"Ys (Eq. 40) 

ny, ses:y,=0 

sesy, =0 

Da Figura 1, y, = Z, usando a equação (Eg. 39), o indi- 
cador £ pode ser escrito da seguinte forma: 

0 no caso degenerado 

Z xa 
Q= pc duda! ses:(z; xa)=0 (Eq. 41) 

Ir; xal 

po 2a A) ses-(z; xa)=() 
Z, XA, 

BRAÇO À ESQUERDA e PARA CIMA >0 | — 90º | +1 1 

BRAÇO À ESQUERDA e PARA BAIXO <0 p — 90º + = +1 

BRAÇO À DIREITA e PARA CIMA s0 p — 90º +1 +1 +1 

BRAÇO À DIREITA e PARA BAIXO >0 4 — 90º +1 E | nl 

Tabela 2 - Configurações possíveis para a junta 3 

3.3. Solução para as Juntas do Punho 
Depois de conhecida a solução para as três primeiras jun- 

tas, pode calcular-se a matriz “T,. Assim, será necessário: 

* Estabelecer a junta 4 de forma a que uma rotação da 

junta 5 alinhe o eixo da junta 6 com o vector a de T. 

* Estabelecer a junta 5 de forma a alinhar o eixo da junta 
6 com o vector a. 

* Estabelecer a junta 6 de forma a alinhar o vector s (ou 

Yo) com o vector n. 

Matematicamente significa que: 

 x(z;xa) 

“Tp; xal (Eq. 39) 

Além disso, a=7, dadoa by (a,a,4),es =y, dadoss = 

Co SS en= (Ronny. 
Na equação (Eg. 39) o produto vectorial pode ser positi- 

vo ou negativo. Em resultado disso haverá duas soluções 
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Se a suposição sobre o facto de o produto vectorial da 

equação (Eq. 39) ser positivo não for correcta, então será 
corrigida posteriormente usando a combinação dos indica- 

dores PUNHO e 9. O indicador 9 é usado para indicar a orien- 

tação inicial do vector unitário z, (sentido positivo). O indica- 

dor PUNHO indica 
a escolha de uma 
solução para O pu- 

nho (três últimas 

juntas) de acordo 
com as equações 

(Eq. 17) a (Eq. 19). 

Se ambos os in- 

dicadores tiverem o 
mesmo sinal, então 

a suposição sobre o 

sinal do produto 
vectorial da equação 
(Eq. 39) está correc- 

ta. As várias combi- 

nações possíveis 

-(z 4) 

Fig. 5 — Solução paia a junta 4 
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diferentes para uma dada situação do 

orgão terminal. Existe, assim, o proble- 

ma da selecção de uma das soluções. 

PUNHO EM BAIXO Ab +1 RA * Como a solução para cada junta 

resulta, em última análise, do cálculo 

PUNHO EM BAIXO o + = de uma função atan2(x, )), surge O pro- 

blema dos ângulos virem restringidos 

PUNHO EM CIMA +0 = = ao intervalo [-180 º, +180 º]. i 
Este facto pode levantar proble- 

PUNHO EM CIMA o = + mas, caso o intervalo de variação dos 

Tabela 3 — Combinações possíveis para os indicadores £2 e PUNHO 
CRnCrnNSGa sans ana sans ancas na nua na sacana sessao aa sas 

para os dois indicadores estão representadas na Tabela 3. 

Fazendo a projecção do referencial (x,, y,, Z,) no plano 

X,Y, € tendo em conta a Tabela 3 e a Figura 5, encontram-se 

as seguintes relações: 

send, =-M(2z,:x,); cos, =M(2z,:Y5) (Eq. 42) 

onde x, e y, são, respectivamente, os vectores coluna x e y 
da matriz “T,. 

Solução para a junta 5 

Para a junta 5 usa-se o critério que faz alinhar o eixo da 
junta 6 com o vector a (ou a = z,). Fazendo a projecção do 
referencial (x,, Y., Z,) no plano x,y,, mostra-se que (Figura 6): 

sen, =a:x,; COsS0, =-a“Y, (Eq. 43) 

onde x, e y, são, respectivamente, os vectores coluna x e y 
da matriz ºT,. 

e sine -X 
us 4 

A o ) 

A n 
Y 

Fig. 6 — Solução para a junta & 
sun Cena nan era nr nn e nene nen nn en en none nana nana asno nen 

Solução para a junta 6 
Fazendo s = y, e projectando o referencial (n, s, a) no 

plano x,y,, mostra-se que (Figura 7): 

sen0, =n:y,. cos0, =S'y, (Eq. 44) 

onde y, é o vector coluna y da matriz "T.. 

4. DIFICULDADES DO 
MÉTODO GEOMÉTRICO 

O Método Geométrico apresenta alguns problemas cuja 
resolução requer um estudo cuidadoso. Assim, podem refe- 
rir-se os seguintes aspectos: 

* Se o problema da singularidade do punho é de 
simples resolução, o mesmo não se pode dizer da sin- 

gularidade do braço [5]. 
* Como se viu o método pode fornecer até oito soluções 
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ângulos das juntas não esteja conti- 

do nesse intervalo. 

nm ny, 

cs sys 

Fig. 7 = Solução para a junta 6 

4.1. Problema das Singularidades 
Dado que podem existir pontos singulares dentro do es- 

paço de trabalho do manipulador, se a solução para esses 
pontos não puder ser encontrada, o espaço de trabalho po- 
derá ter que ser restringido, Para o robot manipulador TI ER 

6000 existem duas singularidades: 

º Singularidade do braço: verifica-se quando os eixos das 

juntas 2 e 3 ficam alinhados (8, = 90 9. 
* Singularidade do punho: verifica-se quando os eixos 

das juntas 4 e 6 ficam alinhados (9, = 0 9). 

A singularidade do punho é fácil de ultrapassar. Como essa 
situação só acontece quando os eixos das juntas é e 6 ficam ali- 
nhados, só interessa a soma dos ângulos 0, e 8,. Portanto basta 

fixar um 0, (por exemplo, fazer 6, igual ao seu valor anterior ) e 
requerer que 0, + 0, seja igual ao ângulo necessário para ali- 
nhar os vectores s e n. No tocante à singularidade do braço, esta 

poderá ter que ser evitada restringindo o espaço de trabalho. 

4.2 Problema da Escolha da Solução 
Depois de calculadas as oito soluções, como o intervalo de 

variação de cada junta é conhecido, o primeiro passo para a esco- 
lha da solução será eliminar qualquer uma que não esteja dentro 

desses intervalos. Podem então ocorrer três situações distintas: 

* Todas as soluções estão dentro dos limites de variação 
impostos às juntas. 

* Apenas algumas das oito soluções não violam os limi- 

tes de variação impostos às juntas. 

* Todas as oito soluções violam os limites de variação 
impostos às juntas. Não existe solução. 

OUTUBRO 1996 Nº 24/25 



Se se verificar um dos dois primeiros casos há que encontrar 

um critério que uma vez aplicado permita escolher a solução. 

4.2.1. Função custo 
Um procedimento possível para seleccionar a solução é esco- 

lher aquela que minimiza uma determinada função custo. Por exem- 

plo, escolher a solução que minimiza o erro quadrático médio en- 

tre o vector de coordenadas no espaço das juntas actual e o vector 

de coordenadas no espaço das juntas candidato a próxima solu- 

ção. É importante notar que neste caso se tenta fazer com que as 

trajectórias, no espaço das juntas, sejam contínuas no tempo. Uma 

outra possibilidade consiste em escolher a solução que minimiza o 

erro quadrático médio entre o vector de coordenadas no espaço 

das juntas candidato a próxima solução e o vector de coordenadas 

no espaço das juntas cujas componentes são os pontos médios 

dos intervalos de variação impostos às juntas. Neste caso, tenta-se 

manter as juntas o mais afastado possível dos seus limites. 

Minimização do erro quadrático médio entre o últi- 
mo vector calculado e o vector candidato a solução. 

Considere-se o vector q, de coordenadas no espaço das 

juntas correspondente à situação actual x, do orgão termi- 

nal, Dado o vector q, de coordenadas no espaço das juntas 

candidato a solução para o vector x, de coordenadas ope- 
racionais seguinte, a função a minimizar é: 

b CÃO acr — Ti,sem y | (Eg. 45) 

em que, c, > 0 (1 = 1,...,6). Estes parâmetros formam um con- 

junto de “pesos” que pode ser ajustado por simulação de modo 

a obter a solução mais adequada. Assim, é necessário calcular 

o valor da equação (Eq. 45) para cada um dos vectores candi- 

datos a solução e escolher aquele que a minimiza. 

Minimização do erro quadrático médio entre vector 
candidato a solução e o vector formado pelos pontos 
médios dos intervalos de variação das juntas. 

Dado o vector q, que corresponde aos pontos médios dos 

intervalos de variação das juntas, e o Vector Qu, de coordenadas no 

espaço das juntas candidato a solução para o vector Kg de coor- 

denadas operacionais seguinte, a função a minimizar é: 

6 

em que c, > 0 (1 = 1,...,6). A solução é escolhida tal 

como no caso anterior. 

(Eq. 46) 

4.2.2. Simulações usadas para a escolha da 

função custo 

Considere-se que a posição e orientação do mani- 

pulador x, é a seguinte (posição em milímetros e ori- 

entação em graus): x, = (50, 40, 600, 10,5, 35)”, à 
qual corresponde a seguinte configuração q, (em 

graus):q, = (6.3, 54.8, 24.2, 40.8, 54.2, 46.1)" no 
instante de tempo t = O seg. Pretende-se que o orgão 

terminal do robot descreva um quadrado no plano YZ 
(plano vertical) demorando 2 seg. para percorrer cada 

lado. Para tal define-se uma trajectória especificando 

os restantes três vértices x,, x, € x,: 

x,=(50, 240, 600, 10, 5, 35),x,=(50, 240, 400, 10, 5, 35J'€ 
x, = (50, 40, 400, 10, 5, 35) (Figura 8). 
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Fig. 9 — Evolução temporal das trajectórias. 
das juntas | e 2 geradas pelo Método Geométrico 

Na Fig. 9 podem observar-se as trajectórias geradas pelo Méto- 

do Geométrico para duas funções custo: a função custo adoptada 

(1) “minimização do erro quadrático médio entre o vector candi- 

dato a próxima solução e o vector solução anterior”, e outra 

função custo (2) “minimização do erro quadrático médio entre 

o vector candidato a próxima solução e o vector cujas compo- 
nentes são os pontos médios dos intervalos de variação das 
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juntas”. Em ambas as funções custo o vector de pesos é c = (10, 

10,10, 1,1, 1)”. Notar que a função custo (2) conduz à geração 

de trajectórias no espaço das juntas descontínuas no tempo. As 

correspondentes trajectórias no espaço operacional são coin- 

cidentes (i.e., o manipulador consegue executar a mesma tra- 

jectória no espaço operacional de várias formas diferentes). 

4.3 Problema dos ângulos ficarem restringidos ao in- 
tervalo [-180º, +180º] 

O facto das soluções para as juntas resultarem da aplicação 
de uma função atan2(x, 3) faz com que esses valores venham 

restringidos ao intervalo [=r, x]. Se os intervalos de variação 
impostos às juntas não estiverem contidos dentro deste inter- 
valo, impõe-se a correcção da solução obtida. Um procedimen- 

to que poderá ser adoptado consiste na comparação da solu- 
ção proposta com a solução anterior. Caso haja uma inversão 

de sinal há que fazer a devida correcção à solução. 

5. MÉTODO DIFERENCIAL 
Considere-se que se dispõe de um método capaz de ge- 

rar uma trajectória no espaço operacional, isto é, de gerar 
pontos x suficientemente próximos pelos quais o orgão ter- 

minal do manipulador deve passar. Seja q um vector defini- 

do no espaço das juntas. D cinemática directa sabe-se que: 

dx=Jdq; Ax=JAq; dg=]" dx; Aq=J"! Ax (Eq. 47) 

Segundo Coiffet 5, desde que se verifique que os três últi- 
mos eixos do robot manipulador se intersectam no mesmo 

ponto é possível separar o problema global em dois 

subproblemas independentes: um de posicionamento e outro 

de orientação. Assim, dado que o robot TI ER 6000 apresenta 

esta característica será este o procedimento a adoptar. Consi- 

dere-se que o vector x (de dimensão 6x1) e o vector q (de 
dimensão 6x 1) podem ser representados da seguinte forma: 

x, 
x=|-£ 

x, 

em que x, (dimensão 3x1) representa a posição do orgão termi- 

nal em coordenadas cartesianas ex, (dimensão 3X1) representa a 

orientação em termos de ângulos de Euler. Por outro lado, q, e q, 
são vectores (de dimensão 3x1) que representam as posições 

angulares, respectivamente, das três primeiras e das três últi- 

mas juntas. Considere-se ainda o jacobiano, relacionando as 

velocidades linear e as derivadas dos ângulos de Euler do pon- 
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q, 
= Eq. 48 q N (Eq. 48) 
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to de intersecção dos três últimos eixos com as velocidades das 

juntas. Verifica-se que este pode ser escrito na forma: 

into q RUA 

) fis | 
onde J,,, ),, € ),, são matrizes de dimensão 3x3 e O representa a 

matriz nula de dimensão 3x3. O vector que representa a posição 
do ponto de intersecção dos três últimos eixos em relação ao 
referencial da base pode ser calculado pela equação (Eq. 50): 

(Eq. 49) 

in 
p x, =x, -dça (Eq. 50) p 

em que x representa a posição do orgão terminal em rela- 

ção ao referencial da base. 

Algoritmo 
PO. Fazer i = 0. 
P1. Ler a situação inicial (vector q). Ler os sensores de 

posição das juntas. . 

P2, Executar os passos P3 a PI3, até Ax = 0. 

P3. Calcular a matriz T(g). 

Pá. Calcular a matriz (q). Fazer o vector posição p = p-da. 
PS. Calcularx, ,. O cálculo dex, | é efectuado por um mé- 

todo de geração de trajectórias. 

P6. Calcular Ttx,, ). A partir do vector x, calcular a matriz T. 
P7. Calcular a matriz Tr(x,, ). Fazer o vector posição p = p-d a. 

P8. Calcular AT”. Fazer AT” = Tr(x )-Tr(g). 

P9, Calcular a matriz A. Fazer a matriz À = AT” Tt [3]. 
PiO, Calcular Ax'"!. Fazer Ax”! = (A A, A, A As A)”, 

Ani=j=a1,..,4, são os elementos da matriz À. 

PII. Calcular Aq, Fazer Aq, = J;/Axít Aq, = Jii[Axi! = 3, J514x!º] 
P12 Calcular q,,, Fazer q,, = q, + Ag. 
P153. Fazer i = i+t. 

6. LIMITAÇÕES DO 
METODO DIFERENCIAL 

Fazendo uma análise cuidada podem ser notadas algu- 

mas dificuldades inerentes a este método a saber: 

* É um método que conduz a uma solução aproximada 

(embora, teoricamente, possa ser muito boa se forem adop- 
tados incrementos Ax suficientemente pequenos). 

* Pequenos incrementos Ax no vector de coordenadas 
no espaço operacional não garantem incrementos Ag pe- 

quenos no vector de coordenadas no espaço das juntas, 
principalmente próximo de pontos singulares (este pro- 

blema pode ser minimizado se forem utilizados algorit- 
mos robustos na inversão das matrizes) [7]. 

7. COMPARA ÇA Õ 
DOS DOIS METODOS 

De seguida apresentam-se alguns resultados que permi- 
tem comparar os métodos de cálculo da cinemática inversa 
estudados neste capítulo (de acordo com alguns critérios 

considerados importantes) de modo a poder tirar conclu- 
sões sobre a sua adequação ao robot TI ER 6000. 

7.1. Evolução temporal das trajectórias geradas 
Como se viu na secção 4.2.2 o Método Geométrico pode con- 

duzir a trajectórias descontínuas no tempo e como tal as suas 

duas primeiras derivadas temporais são infinitas. Fisicamente, 

isso significa que para poderem ser executadas essas trajectóri- 

as são requeridas às juntas velocidades e acelerações infinitas. 
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Por outro lado, a frequência de amostragem afecta, ao 

contrário do que acontece no método geométrico, a evolu- 

ção temporal das trajectórias geradas pelo Método Diferen- 

cial (Figura 11, para a trajectória definida na secção 4.2.2). 

7.2. Peso computacional 
No controlo de manipuladores é muitas vezes neces- 

sário calcular em tempo real a solução do problema da 

cinemática inversa. Assim, o peso computacional pode ser 

um importante critério de comparação dos algoritmos 
apresentados neste capítulo. . 

Para uma implementação num computador com processa- 

dor 80486 SX a 25 MHz em Turbo Pascal para DOS, os tempos 
de cálculo para a trajectória referida na secção 4.2.2 (para uma 
frequência de amostragem de 100Hz) foram os seguintes: 

* Método Geométrico: 49.4 seg (61.7 mseg por iteração) 

* Método Diferencial: 10.9 seg (13.6 mseg por iteração) 

A conjugação de todos os factores analisados neste ca- 

pítulo faz do método diferencial o mais adequado para o 
cálculo da cinemática inversa do manipulador TI ER 6000. 
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8. CONCLUSÕES 
Neste artigo foram estudados dois métodos possíveis 

de serem usados na modelização cinemática inversa de 

um manipulador série clássico do tipo 6R. O Método Geo- 

métrico permite a determinação de todas as soluções 

possíveis (8 no caso do robot TI ER 6000) que o modelo 
apresenta, no entanto, o seu peso computacional elevado 

é difícil de conjugar com uma implementação em tempo 
real. O Método Diferencial apenas conduz a uma solução 

para a cinemática inversa (a solução mais próxima da an- 
terior). Além disso, o seu peso computacional é bastante 

reduzido. As vantagens anteriormente mensionadas, alia- 

das ao facto de ser possível evitar os problemas causados 
pelas singularidades, torna este método de modelização 
cinemática muito atraente. 
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