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RESUMO

A avaliagdo das organizagoes e a determinagdo da performance obtida pelo exer-
cicio da gestdo, tem sido uma preocupagdo constante de gestores e accionistas, embora
com objectivos diversos. Nos dias de hoje, a questdo coloca-se com maior acuidade
quer pela competitividade acrescida quer pela dimensdo e complexidade actual das
empresas. Pretendemos com este trabalho fazer uma descri¢do da metodologia DEA
— Data Envelopment Analysis — nas suas formulagdes iniciais mais simples. A metodo-
logia do DEA, pretende obter uma medida inica e simples de avaliagdo da eficiéncia,
combinando um conjunto de outputs e de inputs relativos as diferentes unidades homo-
géneas que se pretendem avaliar.

O método DEA ¢ um método ndo paraméirico que pelas suas caracteristicas é
particularmente adequado & avaliagdo de unidades homogéneas néo necessariamente
lucrativas.

Concluimos, em geral, que sdo lteis e constituem um avango importante, as in-
Jormagoes obtidas através do DEA mas que outros métodos, designadamente rdcios e
andlises de regressdo, podem dar um contributo importante para complementar aquela
andlise.
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1. 0 METODO DEA - ASPECTOS GENERICOS
1.1. Introdugao — Eficicia e Eficiéncia

Charnes, Cooper e Rhodes desenvolveram um trabalho que é a base
dos avangos subsequentes sobre a avaliacio da eficiéncia técnica em
formas funcionais ndao paramétricas, como € o caso da andlise da fron-
teira de eficiéncia, em especial do DATA ENVELOPMENT ANALY-
SIS — DEA.

O modelo “Data Envelopment Analysis”, pode aplicar-se para
avaliar o desempenho relativo de um conjunto de terminais de venda
de uma empresa, uma linha de balcoes de um banco ou de um conjunto
de escolas.

Cada unidade ¢ avaliada em rela¢do as outras unidades do seu
grupo com base numa multiplicidade de factores. As unidades mais efi-
cientes definem uma fronteira em relagdo a qual se medem as eficién-
cias de todas as outras unidades. A fronteira das unidades mais efi-
cientes € definida através de técnicas de programacgao linear, uma vez
que estamos perante problemas de optimizag@o de resultados. Assim a
medida pretendida por este método nao traduz em termos absolutos a
eficiéncia de uma empresa, em lucratividade, por exemplo, ou na sua
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robustez financeira como € o caso dos racios mais comummente usados
para o efeito, mas pretende confrontar varias unidades através de uma
medida de eficiéncia suficientemente geral de modo a entrar em linha
de conta com o maximo de factores que, de acordo com o seu papel na
prossecugdo dos objectivos, serdo encarados como inputs ou como out-
puts. Trata-se de uma medida multifactorial que envolve alguma com-
plexidade tanto conceptual como matematica.

As principais utilizagdes do DEA sdo a avaliacdo da eficiéncia de
programas e da administracdo em unidades, principalmente de fins nio
lucrativos, como as do sector ptiblico. Nestas unidades a aplicacio dos
métodos tradicionais de eficiéncia defrontam maiores dificuldades.

Antes de prosseguir, ¢ necessario clarificar alguns termos,
comegando pelo termo eficiéncia, utilizado pelo DEA, e distinguindo-o
de eficacia e de economia. Dir-se-a que uma unidade i é “econémica”
quando ndo ultrapassar os recursos para ela orgamentados. Dir-se-a que
€ “eficaz” quando cumpre os objectivos propostos. Dir-se-a que ¢ “efi-
ciente”, no sentido que vai ser usado no método DEA, se a relagéio entre
o cumprimento dos objectivos propostos e a utiliza¢do dos recursos, num
dado contexto, atinge o valor considerado como meta de eficiéncia.

Observe-se a figura | exemplificativa de situac¢Ges de eficiéncia e
de eficacia verificadas em diferentes unidades. A unidade A, embora
tenha atingido em grau mais satisfatorio o output esperado (maior efica-
cia), ndo utilizou da melhor forma os inputs que dispunha para o fazer,
enquanto que a unidade B utilizou eficientemente os inputs, mas o grau
atingido pelo seu output ndo € satisfatorio.

Kig. 1
Perante uma unidade, como A, no seria razodavel aumentar os seus
recursos para atingir metas mais elevadas no seu output, pois outras
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unidades com os mesmos inputs, conseguiriam fazé-lo.

Nas unidades eficientes, como a B, ndo é de esperar que atinjam
valores mais altos nos seus outputs, a ndo ser que sejam detectadas falhas
existentes nos seus recursos que impedem esses valores mais altos.

O conceito de eficiéncia é fundamental no ambito do DEA. Por
essa razdo convém clarificar o significado que ¢ atribuido a esse termo
e a outros, proximos dele, como € o caso de eficicia e de economia.
Adoptaremos as defini¢des avangadas por Norman e Stoker [ 1991, pp.
9 e seg.], que alids seguiremos de perto no presente capitulo.

1.2. A Eficiéncia Relativa — Estudos Preliminares

Segundo Farrel, autor de um trabalho realizado em 1957 que € con-
siderado trabalho seminal na abordagem do DATA ENVELOPMENT
ANALYSIS, a eficiéncia geral pode ser decomposta em eficiéncia na
afectacdo ou custo e na efici€ncia técnica.

Assim, se a fungdo produgdo estimada ou conhecida tiver a forma
“convencional” de uma isoquanta, tal como a fun¢do Cobb Douglas,
a relacio entre os inputs e os outputs ¢ rigorosamente determinada e
a eficiéncia de uma dada unidade ¢ obtida conforme mostra o figura 2
(op. Cit. pp. 254 ¢ segs.).

[

Pt

Curvay - curva isoproduto
Vector b - recta de relagdo de pregos entre os inputs

O ponto C representa as quantidades dos dois inputs necessdrias
a producido de uma unidade de output pela unidade de producio C.
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O ponto Y representa a quantidade dos dois inputs necessarios a
producdo de uma unidade de output pela unidade Y. Y utiliza a mesma
propor¢io de inputs que C, mas basta-lhe uma fracgdo, OY/OC, dos
inputs utilizados pela unidade C para obter a mesma produ¢do que esta
unidade. Sendo a rela¢do dos precos entre o input 1 ¢ o input 2 dado
pelo declive da recta b, entdo o ponto de tangéncia A serd o ponto de
maximo inferior. Admitindo entdo o ponto X de produgio igual a da
curva y, temos as seguintes definicdes para os conceitos de eficiéncia
geral, eficiéncia técnica e eficiéncia dos custos:

Eficiéncia geral (EG): EG= OX/OC
Eficiéncia técnica (ET): ET=0Y/OC
Eficiéncia na afectacdo ou custo (EC): BEC = OX/0OY

EG=ET*EC=0X/0C=0Y/OC*OX/OY

Na figura 2 s6 a unidade A € eficiente quer do ponto de vista técnico
quer do ponto de vista dos custos. Se atribuirmos o valor 1 a eficiéncia
da unidade A, a eficiéncia de qualquer outra, como X, vird menor que 1.

Na pritica a forma da fung¢fo producdo € muitas vezes desconhe-
cida, sobretudo se se trata de casos como por exemplo o ensino, a satide
ou em geral qualquer actividade do sector puiblico. Nestas situagdes
deve ser suficiente estabelecer uma medida de eficiéncia relativa ba-
seada em observac¢des dos dados verificados nas diferentes unidades a
funcionar em condi¢Ges idénticas, sem recorrer a fundamentos teori-
cos mais fortes. Assim, a forma utilizada para essas situa¢des € ndo
paramétrica, no sentido de que a sua forma funcional € desconhecida e
portanto a fungéo € construida empiricamente a partir de dados sobre
os inputs e outputs de um conjunto de unidades. Neste caso a represen-
tacfio grafica de eficiéncia seria conforme a figura 3.

Os eixos representam os inputs gastos por unidade de output. A
fronteira de eficiéncia técnica é definida pela linha H, B, A, D, E em
relagdo a qual se mede a eficiéncia relativa de qualquer unidade. Neste
exemplo, a inica unidade eficiente € a unidade A.

Eficiéncia da unidade A = OA/OA=1
Eficiéncia da unidade C = EG = ET*EC
=0Y/OC*OX/0Y = OX/0OC
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Consideremos na figura 4 um outro exemplo em que se utiliza
apenas dois inputs numa propor¢ao sempre fixa, embora em quanti-
dade variaveis, e em que ndo entram em consideracio outros factores
(mais inputs e/ou mais outputs). Das quatro unidades representadas na
figura, a tnica que seria eficiente e que serviria de modelo para avaliar
a eficiéncia de todas as outras do mesmo grupo, seria a unidade A.
A fronteira neste caso reduzir-se-ia a um ponto, e a eficiéncia de todas
as outr as unidades seria medida em relagio a esse ponto.

A
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Fig. 4

A eficiéncia relativa de C seria OA/OC
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Generalizando para varios inputs e varios outputs utilizaveis ou
atingiveis, respectivamente em propor¢des diferentes, o processo tor-
na-se bastante complexo e tém surgido varias linhas de orientagdo na
determinagdo desse quadro de eficiéncia.

1.3. A Medida de Eficiéncia - RACIO CCR

Da definigdo de eficiéncia, adoptada no ponto 1.1, resulta, para a
situagdo mais simples de um tinico output obtido a partir de um tnico
input:

Eficiéncia = output / input

Na figura 5, apresenta-se essa situa¢ao. Considerando rendimentos
constantes a escala, verifica-se que A € a unidade mais eficiente por ter
0 racio output/input mais alto. Unindo o ponto A com a origem obtém-se
uma linha cujos pontos apresentam igual eficiéncia. OA ¢é a fronteira
de eficiéncia, visto que as restantes unidades representadas na figura ap-
resentam uma eficiéncia menor. A unidade A € pois a unidade de refer-
éncia. Se atribuirmos o valor 1 4 medida de eficiéncia da unidade A,
medindo a eficiéncia de todas as outras relativamente a A, obteremos
grandezas inferiores a 1.

CuTPuT

INPUT

Fig. 5
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A medida de eficiéncia da unidade C obtém-se por qualquer dos
racios, X 'C/X"y; Y 'x/Y C; que sendo iguais entre si sdo ainda iguais ao
racio Ox/Oy. Cada um destes racios encerra, porém uma interpretago
diferente:

— X'C/Xy mostra o output obtido, relativamente ao que poderia
ser atingido com os mesmos custos se tivesse eficiéncia igual a de A;

— Y x/Y C mostra os inputs que deviam ser gastos, relativamente
aos que foram gastos para atingir o mesmo rendimento sendo efi-
ciente.

Se em vez de um tnico output, considerassemos dois outputs e
um unico input, e assumindo ainda rendimentos constantes a escala, a
analise grafica do problema mostraria que as unidades mais eficientes
sdo as que se encontram mais afastadas da origem conforme a figura 6
seguinte.
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A linha ABD, prolongada desde D até ao eixo dos X e desde A até
ao eixo dos Y, redne as unidades mais eficientes, € a fronteira de eficién-
cia. Qualquer unidade nesta fronteira € eficiente. As unidades envolvi-
das por esta fronteira sdo as unidades ineficientes cuja eficiéncia serd
menor que 1. A medida de eficiéncia relativa das unidades que formam
a fronteira € igual a 1. A medida de eficiéncia de C é OC/OZ < 1. O
ponto Z representa os outputs O1 e O2 que deviam ser atingidos com
um dado nivel de input para que o racio de eficiéncia da unidade C fosse
o mesmo que o de uma suposta unidade Z na fronteira de eficiéncia ou,
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visto sob outro prisma, representa o input que devia ser gasto para obter
o nivel real de outputs O, e O de tal forma que o ricio da unidade C
fosse o mesmo de Z. A, B e D sido unidades que estdo na fronteira de
eficiéncia e por isso sdo unidades de referéncia para medir a eficiéncia
de qualquer unidade envolvida por essa fronteira.

No caso anterior podia haver uma unidade de referéncia para todas
as unidades, pois a medida de eficiéncia tinha como base a obtengio de
um unico output, mas neste caso em que se produzem dois outputs, a
partir de um tinico input isso ja ndo acontece, podendo existir muitas
unidades que produzam com eficiéncia ambos os outputs, embora em
propor¢des diferentes.

A medida relativa de eficiéncia proposta por Charnes, Cooper e
Rhodes (CCR) em relagiio a qual se medem as ineficiéncias das outras
unidades é a propor¢do maxima dos inputs que poderiam razoavel-
mente ser utilizados para o output que realmente se obteve, ou seja,
ndo seria admissivel aumentar um dos oufputs sem aumentar um ou
mais dos inputs e/ou diminuir um ou mais dos outros outputs.

Alternativamente, a medida de eficiéncia reciproca daquela é o
minimo de oufputs que poderia ser obtido pelos inputs utilizados, ou
seja, ndo seria admissivel diminuir um ou mais dos outputs.

O célculo de valor absoluto desta eficiéncia optima para um valor
padrdo € na maior parte das situagdes um caso complexo se nao impos-
sivel.

O conceito € adaptado de modo a referir-se a eficiéncias relativas e
jd atingidas por uma ou mais unidades do mesmo conjunto.

“Cem por cento de eficiéncia relativa é atingivel por qualquer (uni-
dade) apenas quando, comparadas com outras (unidades) relevantes,
ndo dio prova de ineficiéncia no uso de qualquer input ou outpurt”.

A eficiéncia € portanto calculada tendo por base as economias de
gastos ou metas de resultados realmente atingidas por unidades ho-
mogéneas. Deste modo, o DEA ndo apenas identifica as unidades mais
eficientes e as menos eficientes, mas mede as melhorias possiveis de
eficiéncia.

O récio definido por Charnes, Cooper e Rhodes (CCR) general-
iza o rdcio de eficiéncia definido com base num tnico output e num
unico input ao caso de unidades organizacionais com mdaltiplos inputs
e outputs: “a medida de eficiéncia de uma unidade de tomada de de-
cisdo (UTD) € definida pela sua posigio relativa a fronteira do melhor
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desempenho estabelecida matematicamente pelo racio da soma pon-
derada dos outputs com a soma ponderada dos inputs.”

I soma ponderada dos outputs
Eficiéncia = )
soma ponderada dos inputs

O ponto de partida deste modelo é estabelecer quais os inputs e
outputs que devem ser seleccionados sem especificar a priori com que
pesos devem entrar na medida de eficiéncia geral. Ao medir a eficién-
cia, tomando um récio entre um particular output para um particular
input, encontrar-se-do algumas unidades mais eficientes segundo um
racio de eficiéncia alternativa, calculado com base noutro output ¢
noutro input.

Admitindo-se flexibilidade na escolha dos pesos a usar na deter-
minagdo da eficiéncia das varias unidades consideradas uma a uma,
decorreria que cada unidade procuraria ponderar mais, se ndo exclu-
sivamente, os inputs € os outputs que lhe fossem mais favoraveis na
medida de eficiéncia, ou podendo mesmo favorecer inputs e/ou outputs
cujo papel na identificagdo da eficiéncia do processo de funcionamento
fosse secundario.

A medida proposta por Charnes, Cooper e Rhodes (1985), € a que
resulta da solugdo de cada unidade indice 0 , no modelo seguinte:

14

Zui‘yr 0

r=1
max hy = ————
m

Z"i Xio

i=1

Sujeito a:
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1

2.y,

r=l
— <lj=1,.,n
m

Z Vit

il

u.. v;i=0,%,,,
onde:

v; — peso a atribuir ao input i; i=1,...,m
u, — peso a atribuir ao output r; r=1,....t
Y, — output r da unidade |

Xjj — input i da unidade j

n — nimero das unidades.

Os pesos a dar aos inputs e outputs sio tratados como incognitas
a determinar pela solugiio do modelo. A solugio 6ptima para cada uni-
dade, dd a combinagio de pesos capaz de optimizar a sua propria me-
dida de eficiéncia, sem prejuizo de essa combinagéo de pesos poder nio
implicar para qualquer das outras unidades a eficiéncia 1. O conjunto
de unidades cujo valor de eficiéncia for a unidade, sera considerado o
conjunto de referéncia para as unidades de eficiéncia inferior a |.

A solugio deste modelo, na forma fracciondria, pode ser obtida
por um Programa Linear equivalente em formulagdo Primal ou Dual de
Norman e Stoker (1991).

1.3.1. Formulacdes Originais
a) Formulacao Primal

Na formulagéo Primal, o problema ¢é apresentado da seguinte for-
ma, onde se mantém a simbologia anterior:
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Sujeito a:

m

Z ViX;og =1

i=1

{ m

z U Yy - Z vix; =0 j=1,..,n
r=l i=1

u.,v. >0V

ro i = roi

S6 se optimiza o numerador porque se introduziu a condi¢io de
o denominador ser igual a | e na maximizagdo de um rdcio qualquer
muiltiplo de um valor éptimo serd ainda um valor ptimo.

A unidade que estd a ser observada é a unidade com indice . O
valor 6ptimo h*, = max h, serd um valor compreendido entre O e 1,
com a solugio dos valores u” - v*, >0, que satisfaz aquele 6ptimo.

a) Formulacao Dual

Alternativamente, o problema podia ser resolvido pela formulacgio
Dual do modelo anterior.

Neste caso, em que se mantém a simbologia anterior e a; € o coefi-
ciente associado a unidade de referéncia j, o modelo tomaria a seguinte
forma:

min 7,
Sujeito a:
n
Zoxio - z ajxijsz 0,i=1,..,m
J=1

n

D 3y = ot =t
j=1
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> ,
520,

0<Z, <1 -valor 6ptimo de Z,

aj* - solugé@o que optimiza aquele valor de 7,

A formulacdo Dual da Programacio Linear permite uma maior cla-
reza na interpretagio dos resultados do DEA. Os pesos o; definem uma
unidade compésita que serve de referéncia a unidade de indice ,, que
estamos a observar. O valor 7, é a medida de eficiéncia da unidade .
Esta sera eficiente quando Z, = 1. Z; mostra a propor¢ido minima do in-
put que seria necessario para atingir o output de uma unidade eficiente,
formada pela combinagéo linear das duas unidades eficientes que séo
unidades de referéncia para a unidade ,.

1.3.2. Formulagdes Reciprocas

Na formulagéo anterior, considerada formulaco original, a medida
de eficiéncia das unidades mostrava quanto era possivel reduzir o input
para um dado valor do output, isto €, analisava o problema sob o prisma
da minimizacio dos inputs, embora a funcdo objectivo estivesse a ser
maximizada na formulagio Primal. Na opinido de Norman e Stocker, a
escolha de Charnes, Cooper e Rhodes da formulagiio que devia ser Pri-
mal ndo foi feliz pois, além de ser de interpretagio menos clara, como
ja foi referido, provoca alguma confusdo na medida em que a minimiza-
¢io dos inputs, ¢ calculada através de uma formulagdo que maximiza a
fung¢io objectivo. Se pretendermos agora ver o problema na perspectiva
de quanto pode aumentar o output dado um certo valor do input, isto
€, se quisermos analisar o problema sob o prisma da maximizagdo dos
outputs, estamos perante a formulagio reciproca. A maximizagio dos
outputs ¢ calculada na formulagfio Primal, através da minimizagio da
fungdo objectivo.

Analisando graficamente o problema a duas dimensoes ¢ inde-
pendentemente da dimensdo da unidade, isto €, considerando rendi-
mentos constantes a escala, as unidades eficientes sdo as que se aproxi-
mam do canto inferior esquerdo, de acordo com a figura 7 seguinte.



42 Data envelopment analysis: Eficiéncia relativa das unidades de tomada de decisdo

N
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Fig. 7

As unidades A, B, D e os prolongamentos paralelos ao eixo dos y e
ao eixo dos x a partir de A e de D, respectivamente, definem a fronteira
de eficiéncia. A medida de eficiéncia da unidade C é agora OC/OX que
€ maior que 1. O valor | continua a ser a medida de eficiéncia das uni-
dades de referéncia, isto ¢, das unidades que fazem parte da fronteira
de eficiéncia, e as unidades ineficientes tém medidas superiores a 1.
Matematicamente os cdlculos também séo feitos de maneira diferente.

m
Z ViXio
i i=1
max hy= ———
!
::: U.yro
r=1
sujeito a:
m
Z Viij
i=1
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u.vi=0,%,,,

onde:

v; — peso a atribuir ao input i
u, — peso a atribuir ao output r
¥ — output r da unidade j

X;j — input i da unidade j

n — ndmero de unidades

A solugio deste modelo fraccional pode ser dado pela Programagio
Linear equivalente na formulagio Primal ou Dual.

a) Formulacdo Primal Reciproca
O modelo toma a seguinte forma, onde se mantém a simbologia

anterior:
m

min hy = Z ViXio

i=1
Sujeito a:

14

Dty =1

r=1

m !
Z v Xi; - Z uy; 20 j=1,..,n
r=1

i=1
Up, Vi - OV)., i

A medida de eficiéncia da unidade vem dada pelo valor min h’,

minh’y 1

Se h'y = 1 a unidade € eficiente

Se h'y > 1 a unidade ¢ ineficiente

Por outro lado, min h*;, = (1 / max h,) em que max h, ¢ a medida
de eficiéncia dada no modelo original.
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b) Formula¢do Dual Reciproca
O modelo toma a forma:

max 7,

Sujeito a:

n

E a“sz:/ Sxi()” i=1,...,m

J=
n

Z 0y ZZ(,y,:/, r=1,..,t

J=l

5

> 3
a‘/ - O’V./

Em que:

, oy
O ———
: Z0
, 1
“o- 20

Onde se mantém a simbologia anterior, sendo o; o coeficiente da
unidade j e Z; a medida de eficiéncia no modelo original.

1.3.3. “Slacks”

O valor de hy, tal como foi definido na formulagdo Primal, pode ser
igual a 1, isto €, a unidade , pode fazer parte da fronteira de eficiéncia,
mesmo assim, pode apresentar uma melhoria potencial no seu desem-
penho, quer pelo aumento de um ou mais dos seus oufputs sem aumen-
tar nenhum dos seus inputs, quer pela diminui¢do de um ou mais dos
seus inputs, sem diminuir os seus outpuis.

Considerando a figura 8 que se segue, apenas com dois outputs e
um input, o calculo de eficiéncia pelos modelos atras apresentados daria
h'y=1e 2" =1 para as unidades de U, a Uy, e h", < 1, para Uy e U,
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Fig. 8

Nio existe nenhuma unidade com O,/ mais baixo que o de Uj,
que tenha um valor maior do que O,/I dessa unidade. Assim a unidade
U, estd na fronteira da eficiéncia. No entanto, ela pode atingir um valor
mais alto de O,/I sem diminuir o O,/I, baseando-se nos valores atingi-
dos pela U;. O desvio U; — Uy € a melhoria potencial da unidade U,,
ou seja, um aumento de um oufput sem diminuir o outro output nem
aumentar o input.

Considerando agora o caso da unidade Ug, ela pode reduzir o seu
input mantendo os outputs O e O, até atingir o ug. Nédo é de esperar,
com base nos desempenhos atingidos pelas outras unidades, qualquer
outra redugdo dos inputs sem alterar os outputs, pois isso significaria
ultrapassar os limites da fronteira de eficiéncia. E de esperar, com base
no desempenho da unidade U,, que a unidade U, consiga um aumento
do output O, sem diminuir o output O nem aumentar o input 1.

Pela formulacdo reciproca poderiamos chegar a conclusdo idén-
tica.

Considere-se para o efeito a figura 9, com dois inputs e um inico
output. A unidade U,, embora na fronteira de eficiéncia tem uma
melhoria potencial relativamente a U,.
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INPUT 2
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n} INPUT 1
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Fig. 9

O desvio U, - Uy representa neste caso, uma melhoria potencial
em termos de economia de um input sem aumentar o outro input ou
diminuir o output.

Generalizando estas situagdes para multiplos inputs e miltiplos
outputs, o problema é contornado pela solugdo apresentada por Charnes,
Cooper e Rhodes apresentando a formulagdo Dual da Programagio
Linear a seguinte forma, na versdo original e na versio reciproca, onde
se mantém a simbologia anterior.

a) Formulacdo Dual com “slacks”

! m
min | Z, - € Z s+ Z 8
r=l1

i=l

Sujeito a:
n

ZyXig- 8- z 0, X = 0, 1=1,..,m
Jj=1
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n

S —
ZQ/YU’"“ p=Yy o r=lt
j=l

>0,V

u &
%o 8 8= N

s, e s, sdo as varidveis “slacks” e a sua introdugdo transforma
as desigualdades das restri¢oes em igualdades. & ¢ um valor positivo
muito pequeno, normalmente da ordem de 10°.

A medida de eficiéncia calculada por este modelo ndo difere da
medida de eficiéncia definida por CCR.

b) Formulacio Dual reciproca com “Slacks”
O modelo toma a forma:

! m
- 7 + v
max | Z, - & ZS,,+Z 87
r=l

j=

Sujeito a:
n

j-

- ’ A - o
Z o;x,; + oY+ s, =0 r=1,..1
J=1

.t -
o, 8,8 20,%,,
& preenche as condic¢des referidas para &.

Esta nova versdo imp&e mais uma exigéncia a medida de eficiéncia
de uma unidade. A unidade serd eficiente se Z, = 1 e os desvios forem
iguais a 0, serd ineficiente se z, < I e/ou um ou algum dos desvios forem
positivos.
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1.4. A Seleccéo dos inputs e dos outputs

Os diferentes resultados da actividade das unidades compardveis
sdo tomados como outputs. Em alguns casos justifica-se considerd-los
agregadamente. Por exemplo, considerar-se-a a soma dos diferentes
produtos produzidos ou comercializados pelas unidades, como um out-
put distinto. O mesmo se poderia dizer relativamente aos inputs.

Os recursos utilizados na actividade das unidades, devem entrar
como inputs dessa actividade, bem como os factores envolventes que
favoregam essa actividade. O nimero de factores, inputs e outputs, que
forem considerados na avaliagio do desempenho pela aplicacio do mé-
todo DEA influencia o resultado desta avaliagdo. Por um lado quantos
mais factores entrarem mais significado ddo a avalia¢do pretendida, mas
esse niimero, sendo grande, pode também comprometer o resultado do
método. Esta constata¢do torna-se clara se considerarmos a medida de
eficiéncia produzida pelo método.

Sdo eficientes todas as unidades que apresentarem vantagem rela-
tiva em pelo menos um racio formado por um output particular e um
input igualmente particular. Deste modo, se estivermos perante uma
situac@o em que se utilize 4 outputs e 4 inputs, os racios particulares
referidos s@o 16 e portanto a aplicagio do método garante a existéncia
de 16 unidades eficientes. Este niimero poderd ser menor se uma ou
mais unidades apresentar vantagem relativa em mais do que um desses

Y1 Z&
X1
L
C
B
=
[
] Y1
X2

Fig. 10
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racios particulares. Um outro facto pode elevar consideravelmente esse
nimero de unidades eficientes o que acontece com frequéncia. Con-
sidere-se a situacdo representada na figura 10 em que as unidades sio
comparadas entre si, relativamente aos resultados obtidos por elas em
dois réacios particulares, Y /X e Y /X,.

A unidade A € eficiente porque € a que obtém uma maior quanti-
dade de Y| por uma unidade de X, e a unidade B ¢ eficiente porque é
a que obtém maior quantidade de Y, por unidade de X,. A unidade C
nao estando em primeiro lugar em nenhum destes dois racios também
¢ eficiente, obrigando a fronteira a inflectir na sua direc¢do, porque o
seu desempenho ¢ ainda melhor do que o de qualquer unidade com-
posita, obtida pelo “trade-off” entre os desempenhos das unidades A e
B naqueles ricios, representado pela recta que une A ¢ B.

Verifica-se pois que o niimero de unidades eficientes que podem re-
sultar da aplicagdo deste método pode ser muito superior ao nimero de
racios particulares formados e que quantos mais factores introduzirmos
na aplicacdo, maior serd o nimero de unidades eficientes resultante. As
unidades eficientes funcionam como unidades de referéncia relativa-
mente a grupos maiores ou menores das restantes unidades. O ndmero
de factores pode comprometer os resultados do método pelo exagerado
numero de unidades de referéncia, resultantes do grande nimero de fac-
tores. Esse nimero tem que ter em atengdo o nimero de unidades que
se pretendem avaliar, sendo recomendavel que o nimero de unidades
seja largamente superior ao produto do nimero de outputs pelo nimero
de inputs.

1.5. Interface entre os Resultados da Analise DEA e os
Objectivos da Gestao

Os resultados da andlise, importantes pela determinacao de medi-
das de eficiéncia e metas atingiveis para as unidades, ndo dispensam um
confronto com os objectivos da administragio.

Uma determinada unidade apresentard um valor de eficiéncia
perante um dado conjunto de factores escolhidos e outro valor diferente
para outro conjunto de factores. Cabe entdo a administra¢éo definir,
nao apenas os outputs e inputs a incluir, mas definir também até que
ponto devem os diferentes outputs ser particularizados, bem como os
diferentes inputs.
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Um outpurt particular pode ser mais dispendioso em inputs, origi-
nando uma menor eficiéncia para a unidade que o produz em maior
propor¢do. Ou inversamente se um particular produto é menos exi-
gente em recursos do que os restantes produtos, as unidades que o
produzirem em maior propor¢do, exibirdo medidas de eficiéncia de
custos mais altas, mas ¢ uma eficiéncia baseada unicamente no uso
de recursos para atingir a globalidade de produtos que essas unidades
produziram. A propor¢io em que os produtos deviam ser produzidos
¢ uma questio de objectivos planeados. Hssa particularizagao dos out-
puts permite nao s6 conhecer as razdes da maior ou menor eficiéncia
apresentada por uma unidade, como orientar as diferentes unidades na
rectificagdo do seu “output-mix”.

E igualmente necessario particularizar os inputs. Encara-los na sua
globalidade pode ndo permitir identificar possiveis fontes de ineficién-
cia na sua utilizacdo. Uma vez detectada a fonte de ineficiéncia, através
dessa particularizagdo, a sua eliminagao para algumas unidades, por ex-
emplo através da introdugdo de tecnologias ja disponiveis pelas outras
unidades, faz parte da programacdo. Esse facto deve ser considerado na
apreciacdo da eficiéncia. Do mesmo modo que ¢ possivel detectar fon-
tes de ineficiéncia através da partilha de custos, € igualmente possivel
detectar fontes especificas de eficiéncia nessa partilha. Daqui se conclui
que o estabelecimento da estrutura do modelo de eficiéncia requer a
analise dos objectivos da administragio geral.

Considerando unidades de fim ndo lucrativo, como por exemplo
escolas, se uma particular area de estudos ¢ menos exigente em pes-
soal especializado, ou este existe em maior abundincia e com grau de
formacdo mais elevado, as escolas que proporcionalmente produzirem
mais certificados nessa drea, exibirdo por esse método medidas de
eficiéncia de economia de recursos mais altas, mas € uma eficiéncia,
melhor dirfamos uma eficdcia, vista unicamente na obtenc¢io de resulta-
dos. A propor¢io desses certificados sera uma questido de objectivos
plancados para o ensino. Daqui se conclui, igualmente, que o estabel-
ecimento da estrutura do modelo de eficiéncia requer a andlise dos ob-
jectivos da administracdo geral das unidades em estudo.

Para além deste modelo de eficiéncia, voltado para os factores
internos, para a sua utilizacdo econdmica dos diferentes recursos na
obtengao dos diferentes resultados, outros modelos necessariamente
terdo de ser criados para a andlise de factores externos.
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Se considerarmos unidades com fins lucrativos, como por exem-
plo unidades de venda, esses factores externos poderdo ser a conquista
de mercado ou o rendimento potencial da unidade. Nesse modelo os
outputs sao os rendimentos reais dos diferentes produtos, os valores
apresentados pelos respectivos crescimentos, bem como as potenciali-
dades desse crescimento. Os inputs sao as condi¢des apresentadas pelos
respectivos crescimentos, bem como as potencialidades desse cresci-
mento. Os inputs sdo as condi¢gdes apresentadas pelos destinatarios dos
produtos da unidade: a sua densidade, as suas caracteristicas, a concor-
réncia existente, etc..

Potencialidades do Método

A aplicag¢do do método DEA permite dispor de uma fonte de infor-
magdo importante para a tomada de decisdes numa unidade organiza-
cional. De entre os principais resultados da utilizagdo do DEA, em parte
referidos por A Boussofiane e outros (1991), no seu artigo “Appllied
Data Envelopment Analysis”, podem-se apontar os seguintes:

a) Estabelece uma medida de eficiéncia relativa das unidades
organizacionais;

b) Define unidades de comparagdo ou de referéncia;

¢) Essas unidades podem ser identificadas como constituindo
padrdes de desempenho;

d) Propde metas a atingir pelas unidades ineficientes;

e) Identifica areas de eficiéncia;

f) Orienta a aplicacdo de recursos;

2) Projecta resultados para orientacio de colocacio de recursos;

h) Determina politicas ou periodos de eficiéncia.

a) Medida de eficiéncia relativa das unidades

Esta medida, € o principal resultado do uso do método:

— Mede a maxima propor¢ao dos inputs necessirios para atingir o
seu nivel real de output de forma eficiente.

— Ou reciprocamente, mede o minimo valor por que deveria ser
multiplicado o seu output, mantendo os seus inputs reais, de forma a
ser eficiente.
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b) Unidades de comparacio ou de referéncia

— Identifica, para cada unidade ineficiente, o conjunto de unidades
que, com a mesma orientagdo em inputs € outputs, ultrapassam o
desempenho dessa unidade, servindo por esse facto de unidades de
referéncia.

As unidades de comparacdo identificadas, podem representar
modelos de boa pratica operacional uma vez que t&ém a mesma orientagao
input/output. Pelo método Dual, as unidades de comparagdo aparecem
associadas a pesos, formando uma unidade composita, formada por
uma combinacgio linear dos pontos representativos das unidades efi-
cientes permite apresentar com mais clareza e portanto demonstrar a
insuficiéncia do desempenho das unidades ineficientes. O peso com
que cada unidade eficiente entra nessa unidade composita € ainda indi-
cador para a unidade eficiente do padrido de que mais se aproxima.

¢) Unidades padrao de desempenho

Entre as unidades eficientes, umas sdo melhores exemplos do que
outras. Algumas unidades aparecem como eficientes no calculo DEA,
porque o seu desempenho se destaca num particular racio output/in-
put, que pode ser o mais significativo, enquanto noutros rdcios com um
papel mais importante no desempenho geral, os seus valores sao baixos.

Um indicador desses factos também nos aparece dentro dos cal-
culos do DEA. O DEA dispoe de processos de calculo que ilustram as
areas de eficiéncia de cada unidade eficiente. O processo de calculo
mostra como uma unidade eficiente, detentora de eficiéncia geral, ¢ uma
unidade de referéncia para um vasto leque de outras unidades, enquanto
que uma unidade eficiente que se distingue apenas por uma eficiéncia
especifica pode, em situag@o extrema, ser unidade de referéncia apenas
para ela prépria. Embora haja indicadores alternativos como a “Cross
Efficiency Matrix” este numero maior ou menor de unidades para as
quais a unidade eficiente € unidade de referéncia, que se denomina
frequéncia da unidade eficiente, € o mais simples de obter.

d) Identificaciio de metas a atingir pelas unidades ineficientes

Os valores atingiveis pelas unidades ineficientes com o fundamen-
to de que outras, num contexto idéntico, os atingiram, € também um
resultado da aplicacdo do DEA.

Esses valores tanto podem ser vistos como diminui¢ao dos seus
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inputs como o aumento dos seus outputs.

Através do célculo pela Programagio Linear Dual, os valores dos
inputs que deviam ser gastos e os valores dos outputs que deviam ser
obtidos pelas unidades ineficientes, serdo dados, numa perspectiva de
minimizagao de inputs, pelas expressdes:

ok =
Z*Xo =Sy i=1,..,m
Yo+ S =1 ..t

isto €, reduzindo os seus inputs na propor¢io Z* o € pelos desvios
si” e corrigindo os seus outputs pelos desvios S.** (Boussofiane et al,
1991).

O valor dos outputs atingiveis pelas unidades ineficientes dados
pelos valores obtidos nas unidades eficientes através da formulagéo
reciproca, numa perspectiva de maximizagio dos outputs é determi-
nado pelas expressoes:

20+ S, r=1 0t

Em que:

, O
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A

1
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A
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S % Si .
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e) Identificacio de areas de eficiéncia

Através do cdlculo pela PL Primal consegue-se detectar as dreas
em que a unidade se apresenta com o seu methor desempenho, no uso
particular de um recurso ou actividade particular quer essa unidade seja
ineficiente, quer seja eficiente.

Se a unidade ¢ ineficiente entdo u, y,, para os valores optimos
de u, , dd o seu valor de eficiéncia. Cada parcela de u, y,, dessa soma, €
referida por Boussofiane e outros, 1991 como output virtual, Através da
analise desse somatério podem detectar-se os outputs virtuais que, por
apresen-tarem o valor u, y,, mais alto, contribuiram para a medida da
eficiéncia da unidade.

Procedendo-se deste modo para os inputs, pode-se detectar aqueles
inputs, virtuais segundo 0s mesmos autores, em que o valor de v; X,
por ser mais alto, mais contribuiu para o total, que € 1, pela restri¢ao
que Impusemos.

De forma idéntica se pode encontrar nas unidades eficientes a sua
particular drea de eficiéncia. Assim, mesmo entre as unidades eficientes,
para além da eficiéncia mais ou menos geral que possam apresentar,
elas podem representar dreas de eficiéncia especifica diferentes que
mutuamente podem servir de padrdes para adicionais melhorias nessas
unidades.

Mesmo em situagdes em que se introduzam restrigdes as estruturas
de pesos, restrigdes sugeridas por, entre outros, Dyson e Thanassoulis
(1998), a medida de eficiéncia é calculada pelo processo habitual ¢ a
flexibilidade dos pesos dos inputs € outputs permite ainda detectar dreas
especificas de eficiéncia entre unidades eficientes.

f) Orientacdo de aplicacdo de recursos

A identificagio das unidades eficientes e ineficientes da uma pri-
meira indicagio da orientagio da aplicagdo dos recursos. Em especial
as ineficiéncias detectadas mostram o potencial aumento de outputs
e/ou diminui¢io de inputs.

Para uma andlise mais completa desta orientagdo serd necessaria
a construcio de mais do que um modelo de DEA. Um desses modelos
mede a eficiéncia do aproveitamento dos recursos usados para obter os
resultados da unidade e outro modelo deve medir a eficiéncia no meio
envolvente.

Um dos processos seria incorporar no mesmo modelo esses dois
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aspectos. Porém, partindo do pressuposto que nao existe “trade-off”
entre esses dois tipos de desempenho, uma unidade podia simultanea-
mente atingir melhor desempenho em cada um dos aspectos e a sua
incorporagdo no mesmo modelo conduziria a uma subestimagéo do
desempenho potencial.

Outra maneira de tratar este problema, seria criar dois modelos de
DEA e aplicd-los sucessivamente. Assim, um modelo DEA determi-
naria o potencial atingivel dadas as caracteristicas do meio envolvente
e outro modelo DEA partiria desse potencial e determinaria os recursos
exigidos para atingir esse valor. Mas este procedimento conduziria a
ndo levar em linha de conta a fronteira de eficiéncia que é a grande forga
deste método. Aqueles modelos aplicados separadamente detectavam
valores de eficiéncia, realmente atingidos pelas unidades, isto é, em
cada caso haveria uma fronteira de eficiéncia, mas a combinagao dessas
duas metas representaria um nivel nao atingido realmente por alguma
unidade e portanto seria um ponto fora da fronteira de eficiéncia.

Outro processo que nao sacrificaria a fronteira de eficiéncia seria a
construgao e aplica¢io em separado dos dois modelos atrds referidos.
A estima¢do do potencial atingivel, dadas as caracteristicas do meio
envolvente, € s6 por si um resultado importante do método DEA, para
fundamentar a orientagio na aplica¢ao dos recursos.

A apreciagio dos resultados dos dois modelos, permite detectar as
unidades eficientes na penetragdo no meio, mas com potencial melho-
ramento da utilizagio dos seus inputs e/ou na obtengio dos seus outputs;
por outro lado podem surgir unidades com eficiente utilizagdo dos in-
puts, mas com potencial melhoramento na penetragio do meio; havera
ainda unidades com melhoramentos potenciais em ambas as situacdes.

Os resultados obtidos nos dois modelos referidos, estdo repre-
sentados na figura 11, em que os eixos representam respectivamente
a eficiéncia na utilizagdo dos recursos e eficiéncia na penetragio do
mercado, mostram que as unidades U, e U, sdo eficientes na penetragio
de mercado (M), mas apresentam melhorias potenciais na utilizagio
de recursos(R). A unidade U, ¢ eficiente na utilizagdo de recursos,
apresentando potenciais melhorias no mercado. A unidade U, apresenta
forte potencialidades nos dois aspectos. A unidade Us apresenta algum
melhoramento potencial no aproveitamento de recursos e grande po-
tencial de melhoramento na penetragdo de mercado, enquanto que a
unidade U, estd na situacio inversa.
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Fig. 11

¢) Projeccao de resultados para orientacio de colocagio

de recursos

Para a andlise da eficiéncia de uma unidade podem-se estabelecer
mais do que um modelo de eficiéncia, conforme se viu no ponto ante-
rior. Um desses modelos permite a andlise da eficiéncia na utilizagdo
de recursos detectando as economias de recursos possiveis; o outro
modelo analisa a eficiéncia na penetracao do mercado, considerando as
caracteristicas do meio envolvente, detectando as melhorias possiveis
na obten¢do do rendimento de unidade.

E possivel ainda delinear um terceiro modelo DEA, apresentado
por Norman e Stoker (1991, pp. 146 e segs.), que analise a eficiéncia da
unidade em termos potenciais com o fim de fundamentar as decisoes,
quer de orientag¢do de recursos, quer de encerramento de unidades ndo
lucrativas.

Neste modelo de eficiéncia potencial ter-se-ia de entrar em
consideragfo, além das caracteristicas envolventes, com o tempo de
funcionamento da unidade, visto que o rendimento obtido apresenta-se
relacionado com esse tempo e esse facto ¢ fundamental numa perspec-
tiva de projecco dos resultados.
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Uma unidade pode apresentar-se eficiente e no entanto apresentar
prejuizos devido a eficiéncia no aproveitamento de recursos ser insu-
ficiente. Esse prejuizo corrente ndo impede que através da andlise da
melhoria potencial em economias de custo se conclua que a unidade é
potencialmente geradora de lucros.

Pode ir-se mais longe, segundo aqueles autores, nesta andlise de-
tectando o montante potencial de lucro que uma unidade pode atingir
num determinado periodo de tempo.

Projectando para um periodo de cinco anos, o rendimento de uma
unidade eficiente pelo modelo de eficiéncia total, obtemos um rendi-
mento atingivel com a sua actual eficiéncia e com as actuais condi¢oes
envolventes. Projectando, do mesmo modo, os custos que a unidade
actualmente suportaria se fosse eficiente, obtemos o seu lucro potencial
para o periodo considerado.

h) Determinacio de politicas ou periodos de eficiéncia

O DEA permite ainda determinar quais as politicas com eficiéncia
relativa de entre um conjunto de politicas implementadas, ou quais os
periodos de eficiéncia relativa num determinado intervalo de tempo in-
dependentemente do nivel de eficiéncia da unidade.

Para a determinagdo de politicas eficientes parte-se de uma
situa¢do em que cada uma das politicas estd a ser usada por n unidades.
Para determinacdo de politicas eficientes aplica-se 0 DEA em duas
fases. Numa primeira fase, eliminam-se as unidades ineficientes entre
as que aplicam a mesma politica. No final desta fase, temos selecciona-
das as unidades eficientes em cada politica. Na segunda fase, aplica-se
0 DEA a esse conjunto, obtendo medidas de eficiéncia que se atribuem
as politicas.

O DEA pode ser também utilizado para determinar periodos de
eficiéncia. Para complementar a determinagio da eficiéncia de uma
unidade em termos de inputs e outputs conseguidos, pode avaliar-se a
evolugio dessa eficiéncia no tempo: més, trimestre ou ano. Para isso
cada unidade ¢ avaliada nos k periodos como se se tratasse de k uni-
dades, as quais se aplica 0 DEA de forma habitual.

Existem no entanto processos mais aperfeigoados para este célculo,
como por exemplo a “window analysis” de Charnes e outros. (1985).
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2 - VARIANTES DO METODO
2.1. Modelo para Rendimentos a Escala Varidveis

O modelo, tal como foi apresentado no capitulo anterior, pressupde
rendimentos constantes a escala.

Quando se estd em presenca de rendimentos varidveis a escala, a
utilizagdo dos modelos anteriores nao clarifica se determinada ineficién-
cia é devida a escala em que a unidade estd a operar ou se € de outra
natureza.

Os melhoramentos introduzidos no método DEA por Banker e
Cooper (1984), cujo texto vamos seguir de perto, permitem a distingdo
entre essas duas formas de eficiéncia.

2.1.1. A Analise do Modelo a Duas Dimensoes

A eficiéncia geral pode decompor-se em eficiéncia de escala e
eficiéncia de técnica. As diferengas entre essas duas eficiéncias podem
ser ilustrada através da figura 12, adaptada de Banker e outros, (1984).

A figura 12 representa o conjunto de possibilidades de produgao.
Nela estdo representadas seis unidades U, até Ug, a laborar com um
inico input X e um unico output y.

Fig. 12
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O calculo de eficiéncia nesse conjunto permitiria encontrar o valor
dessa eficiéncia para cada unidade utilizando a formulagéo Primal da
Programagao Linear, (ver a) do ponto 1.3.1).

max hy = u y,
Sujeito a :

vV Xy =1
uy;—vx; <0,
u,v=0

Banker e outros obtiveram as seguintes solugdes para este
problema:

axhy=max h, =u*, v, =u*
max hy=max hs=u,y,=ugy,

*

=] o Xe =1

ViaXg= VieXe=

* * * *
UWaY1=VyX =0 ugy —viex; =0
* 5 O * * O
WaYamVaXy <0 ugys—vigx,<

Os valores hy e h", sio menores que 1, e unidades U, e Uy sio
igualmente ineficientes. O cdlculo permite identificar as unidades efi-
cientes. A unidade U, ¢ eficiente pois com 0s mesmos pesos obtém-se
para h®| o valor 1.

' = Ug yy — h' = Uo Vi

Va Xy Ve X

* 8
max h, = maxhy = u',y,=u"y,
= * = |
VigXy= VaXp =
* * i *
U3y =vax =0 u,y —v,x, =0

* * * #
Ugy3-v3x3<0 Uyy,—Vv,X, <0
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Os valores de h', e h" sdo menores que 1 e também aqui o calculo
permite encontrar a unidade eficiente U, aplicando a esta unidade os
pesos das unidade U, ¢ Us.

¥ uz yi Uz yy
= =1 h' = - =

V3 Xy Vo Xy

A medida de eficiéncia, calculada por este processo considera
rendimentos constantes 2 escala e através dela, s6 a unidade U, € efi-
ciente. U, até Ug sdo unidades ineficientes. A eficiéncia de todas as
unidades é medida relativamente a U

U, e U, silo igualmente ineficientes relativamente a U, e as uni-
dades U, e U sdo igualmente ineficientes relativamente a U,. Para mui-
tas situacoes esta medida € suficiente. Através dos desenvolvimentos
R.D. Banker, A. Charnes ¢ W. W. Cooper, 1984, introduzidos no mé-
todo DEA, é possivel detectar diferencas entre as ineficiéncias de Uy e
U, e as de Uy e Us.

A medida de eficiéncia de U, ¢ obtida com referéncia a E,, (ver
figura 12), assim como o de Uy € obtida com referéncia a E. A con-
dicao de convexidade néo foi introduzida. Os pontos E, e E; represen-
tam pontos de eficiéncia geral, isto ¢, incluem a eficiéncia técnica ¢ a
eficiéncia a escala. E, e E4 reflectem a produtividade média atingivel na
dimensdo mais produti-va que ¢ a dimensao U,. Porém E, e B sdo pon-
tos que estdo fora das possibilidades de produgdo, considerando estas
obtidas de entre as producdes efectivamente observadas nas unidades
organizacionais.

Segundo aquela figura, decompondo a eficiéncia geral em eficién-
cia técnica e eficiéncia a escala obterfamos para a unidade Ug:

STV TEN Yo E6
Eficiéncia a escala = <1
ve Us

50Us
Yo U()

Eficiéncia técnica = 1
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A unidade Uy, tal como a unidade U, € tecnicamente eficiente.
As unidades U, e U sdo ineficientes tecnicamente e operam numa
escala ineficiente. Os valores de eficiéncia de U, seriam:

e em Yo Uy
Eficiéncia técnica = <1

U,

o v £y
Eficiéncia a escala = - <1

Yoy

2.1.2. Generalizacio do Modelo para Multiplos inputs
e Multiplos outputs

O modelo inicial de Charnes, Cooper ¢ Rhodes, com os desen-
volvimentos introduzidos, permite medir a eficiéncia técnica das uni-
dades, aumentando assim consideravelmente o interesse deste método,
uma vez que muitas vezes a eficiéncia a escala € preterida em fungéo de
outros objectivos da unidade organizacional.

O modelo CCR que identifica qualquer ineficiéncia técnica relativa
nas unidades organizacionais, com rendimentos varidveis a escala, é
apresentado por Norman e Stoker, (1991, pp. 106 e segs.) da forma que
passamos a expor:

!

Z u.y.o +C

max h() =
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Sujeito a:

r =1
T Sl,J:l, 3n
m
E VX
i=1
u.; v >0, ¥, y
onde:

v; — peso a atribuir ao inpuf i
u, — peso a atribuir ao output r
Yy — output r da unidade j

X;; — input i da unidade

n — ndmero das unidades
C, — Constante que impde a restri¢io de convexidade ao modelo.

A solugdo € dada pela Programagio Linear equivalente nas suas
formulacoes Primal e Dual (op. Cit. pps. 250 e 251).

2.1.3. Formulacdes Originais

a) Formulacio Primal
Pela formulagio primal equivalente, o problema ¢ apresentado da
seguinte forma, onde se mantém a simbologia anterior:

14

max h, = Z u,y.o +Co
r=l
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Sujeito a:

m

2 vt =

i=1

I m

Z u.y, + Cy - Z VX <0, j=1,..,n

r=1 i=

us v =0,V

b) Formula¢io Dual
Alternativamente, o problema podia ser resolvido pela formulagio
Dual da Programacéo Linear.

Neste caso o modelo, onde se mantém a simbologia anterior,
tomaria a forma:

min 7,
Sujeito a:

n

2y Xi - Z 0 Xy >0,i=1,...,m
J=1
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Esta formulagio difere da que foi apresentada para rendimentos
constantes a escala pela restricdo adicional 3J oy = 1, para j=1, ... ,n,
chamada restri¢ao de convexidade. Esta restri¢ao assegura que o calculo
na medida reflicta apenas a eficiéncia técnica da unidade observada, isto
¢, da unidade com indice .

Utilizando as formulagdes reciprocas, as formulagdes Primal e
Dual viriam alteradas.

2.1.4. Formulacdes Reciprocas

a) Formulac¢io Primal Reciproca
O modelo onde se mantém a simbologia anterior toma a seguinte
forma:

m

min h § = Z viX;o - Co

i=l
Sujeito a:

!

Z u,y,.o =1

r=1

usv;=0i=1,..,mr=1,..,s

A medida de eficiéncia da unidade vem dada pelo valor min h',.
min h

Se h', = 1 a unidade ¢ eficiente

Se h'y > 1 a unidade ¢ ineficiente
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minh =(1/maxh)emque max h,¢amedida de eficiéncia dada
no modelo original.

b) Formula¢ido Dual Reciproca
O modelo toma a forma:

max 7.,

Sujeito a:

Z a./))/_'/ ?’ Z()yr()’arz l,...,t

, a
o, ——
T

. 1
oo —5—
20

sendo a; o coeficiente da unidade j e Z a medida de eficiéncia do
modelo original.
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2.1.5. Representacgoes Graficas

a) Rendimentos decrescentes a escala — Perspectiva
de minimizacio de inpufs

Na figura 13, a seguir representada, em que se considera apenas um
output ¢ um input, as unidades U, e U, sdo tecnicamente eficientes e
estao a laborar na escala mais eficiente.

A eficiéncia técnica da unidade U,, relativamente a fronteira defi-
nida por U, e Us, é dada pelo quociente:

ys T4/ ys Uy <1, na formulagio original do DEA, isto €, numa
perspectiva de minimizagio do input.

Y/ U3
Y4 T4
Y4 4
u2
e
) /
N - { S
(&} X4 X

Fig. 13

b) Rendimentos decrescentes a escala — Perspectiva
de maximizaciao de outputs

Se estivermos numa perspectiva de maximizagio do output, isto ¢é,
na formulaco reciproca, essa eficiéncia viria dada pelo quociente X,
T,/ X, Uy > 1 de acordo com a figura 14 a seguir representada.

Stoker e Norman (op. cit., pp. 105) demonstram que o valor da or-
denada (C, na figura 14) ¢ somado ao numerador no célculo da eficién-
cia, quando estamos perante rendimentos crescentes a escala e subtraido
quando estamos perante rendimentos decrescentes a escala.

Na formulagdo Primal do modelo original a constante C, repre-
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sentativa desse intercepto ¢ somada, portanto o seu valor, ¢ de sinal
contrario ao sinal do intercepto, ou seja:
—rendimentos crescentes a escala: C>0, intercepto<0;
—rendimentos decrescentes a escala: C<0, intercepto>0);
—rendimentos constantes, C=0, intercepto=0.

Y U3
Y4 14
14 U4
ut /S~
U2
,/"//
o =
X4 X
4
. Fig. 14

¢) Comparacio com a medida de eficiéncia em rendimentos
constantes

Na medida de eficiéncia em rendimentos constantes 2 escala, havia
uma equivaléncia entre a medida numa perspectiva de minimizagio dos
inputs, e o inverso da medida numa perspectiva de maximizag¢io dos
outputs, verificada pela igualdade dos quocientes: (y, T,/ y, Uy e (x,U,
/x4, T,). Com rendimentos crescentes a escala, ou seja, C>0verifica-se,
de acordo com a figura 14:

s Tyl y, Up>(x Uyl x4 T2 ).
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A medida de eficiéncia na perspectiva da minimizagao dos inputs
¢ maior do que a medida de eficiéncia na perspectiva da maximizagao
dos outputs, invertendo neste caso o segundo racio. Com rendimen-
tos decrescentes verifica-se o inverso, conforme mostra a figura 15, a
seguir representada.

(ya Ty !y, Uy >(x4 Uyl x4 T7) para C <0,

v [{17»
Y4 r
o
Y4 U4
U1
J2
=
[u] X4 X
Fig. 15

Aplicando o modelo CCR aquela eficiéncia os célculos apresen-

tariam os seguintes valores:
* ~
max hy =u,y, +Cy
"

VX =1 )

uy,y, +C—v, x4 <0

C tem, como se viu, valor negativo quando estamos perante rendi-
mentos decrescentes a escala e tem valor positivo quando estamos
perante rendimentos crescentes a escala.
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3. MECANICA DO METODO DEA

Neste ponto procura-se ilustrar o funcionamento do DEA tendo
como suporte um dos softwares dedicados: “Warwick DEA Software”,
na versido limitada a 10 DMU’s (fornecido com THANASSOULIS,
EMMANUEL, (2001), obra citada).

Construimos um exemplo com 10 “units of assessment” designa-
das no ambito do DEA por DMU’s, na medida em que se assume im-
plicitamente que as varidveis sdo controldveis.

Admitimos também que o processo de transformacio dos inputs
em outputs, homogéneo para todas as DMU’s (A, B, ..., I), é constitui-
do muito simplesmente por dois inputs (I1 e 12) que ddo origem, num
contexto igualmente comum a todas as unidades, a um output. A figura
16 ilustra o problema, e os resultados que obtivemos encontram-se no
ANEXO: “MECANICA DO DEA”, nas folhas 1,2 e 3. Neste ANEXO
as DMU’s consideradas (A, B, ..., J) encontram-se designadas por
“UNITA, UNITB, ..., UNITJ).

fnput (12)
8.5

0 253 354 [ 8
Input (11}

Fig. 16

De acordo com a figura 16, a fronteira eficiente é constituida pelas
unidades observadas B, C, D ¢ E e pelos segmentos que as conectam. O
conjunto das possibilidades de produgio esta definido pela fronteira efi-
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ciente, pelas unidades A e I (que apresentam apenas ‘radial efficiencie’,
mas que sdo CCR ineficientes) e por todas as outras que se encontram
acima e a direita destas, onde se incluem as unidades observadas F, G,
Hel.

As DMU’s com eficiéncia maxima (100%) e que servirdo de exem-
plo de “boa pratica” para as ineficientes sdo, como ja mencionamos, as
“UNIT” B, C,DeE.

As “UNIT” J, G, H e F conseguem no maximo os seguintes indica-
dores de eficiéncia relativa: J=0,7143; G=0,7273; H=0,75 e F=0,80.

Utilizamos a formulagéo tradicional mais simples do modelo DEA
na orientagdo input, supondo que os rendimentos a escala sdo constantes:
CCR-I.

Previamente vamos descrever de um modo genérico os contetidos
apre-sentados na forma tabular do ANEXO: “MECANICA DO DEA”.

3.1. Descri¢ao das “TABLES”

a) “TABLE OF EFFICIENCIES”

Contém o maximo racio OUTPUT/INPUT observado para cada
DMU. Possibilita identificar as DMU’s eficientes e as ndo eficientes,
atendendo apenas a eficiéncia técnica.

b) “TABLE OF PEERS UNITS”
Identifica os “pares” de referéncia para as unidades ineficientes (e
para as eficientes), e os valores dos “lambdas” respectivos.

¢) “TABLE OF TARGET VALUES”

Descreve os valores “alvo” nos inputs para cada DMU e apresenta
os valores (em percentagem) adquiridos e os ganhos a obter para se
tornarem eficientes, quer tecnicamente quer considerando também a
eliminacio da ineficiéncia mista.

d) “TABLE OF VIRTUAL INPUTS E OUTPUTS”

Mostra, para cada DMU, as ponderac¢oes dptimas dos inputs, assim
como o contributo de cada input para maximizar o racio ou “score”.

Vamos analisar especificamente os casos das unidades “UNITC”,
“UNITH”, “UNITI” e “UNITJ”, tendo em conta a figura 16.1 ¢ as “TA-
BLES” obtidas com o software que utilizamos.
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3.2. Interpretacio das “TABLES”

- “UNITC”

Pertence a fronteira eficiente e portanto ¢ uma unidade eficiente
tecnicamente ¢ CCR eficiente: “radial efficiencie” = 100,00. As uni-
dades de referéncia “Peers” para esta unidade sdo a propria unidade C,
assumindo lambda o valor de 1 (ver “Peers for UNITC”).

Os valores actuais ou observados nos inputs sdo iguais aos valores
“alvo”, pelo que os valores a melhorar nos inputs, “TO GAIN”, sdo
nulos ¢ os valores adquiridos, “ACHIEVED”, nos inputs sio 100%.
Note-se que uma vez que o modelo ¢ CCR-I os valores “adquiridos” e
a “a ganhar” para o output sao para qualquer DMU iguais a 100%. (Ver
“Targets for UNITC”).

O peso 6ptimo de cada input € 0,1666. Cada um destes pesos multi-
plicado pela respectiva quantidade de input (0,1666x3 parall e 0,1666x3
para 12) dd o valor de 50%. Em conclusio, o racio O/l da unidade ¢

¥
_100% 100,00 de eficiéncia
50% +50%

(ver “Virtual 10s for UNITC”).

—~ “UNITH”

Nio é eficiente em termos técnicos, apresenta um racio igual a 0,75,
infe-rior a 1 (ver “Table of efficiencies”). Isto significa que a unidade
deverd reduzir em 25% as quantidades actuais utilizadas de 11 e 12,
para obter o mesmo output e se tornar eficiente. Esta redugdo na mesma
propor¢ao dos inputs designa-se “contracgdo radial” e exprime apenas
a ineficiéncia técnica.

As unidades de referéncia “Peers” para esta unidade sio a unidade
B e a unidade C, assumindo os lambdas os valores de, respectivamente,
0,75 € 0,25 (ver “Peers for UNITH”).

A unidade mais proxima de H € a unidade B (Ver figura 16 ¢ o valor
0,75 para Az que € o maior dos dois lambdas). Se fizermos 0,75x2,5 e
0,75x5 obtemos as quantidades de 11 e 12 que a unidade H deve utilizar
em referéncia 2 unidade B. Fazendo o mesmo para a comparagio de
H com C, obtemos: 0,25x3 e 0,25x3 que representam respectivamente
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as quantidades de 11 e de 12 que a unidade H deve utilizar tendo como
referéncia a unidade C. Somando 0,75x2,5 +0,25x3 = 2,625 ¢ 0,75x5 +
0,25x3 = 4,5. Estes ultimos valores (2,625 e 4,5) representam respecti-
vamente as quantidades de input I1 e I2 que a “UNITH” deve empregar
para produzir | unidade de output eficientemente. Graficamente isso
seria reflectido pela intersec¢ao do raio que passa na origem e une H,
com o segmento BC da figura 16 — ponto H’ da figura 16.1 junta ao
ANEXO.

Estes valores de 2,6 4,5 sdo os “alvos” a conseguir pela “UNITH”
e aparecem na Table “Targets for UNITH”. A unidade H deve diminuir
a quantidade utilizada de 11 em 0,9 unidades (de 3,5 para 2,6) ¢ de
12 em 1,5 unidades (de 6 para 4,5) com o que obteria ganho expresso
numa poupanga de recursos em 25%. Como ja referimos, uma vez que
o modelo é CCR-I os valores “adquiridos” e de “a ganhar” para o out-
put sdo para esta DMU iguais a 100% (ver “Targets for UNITH”).

O peso 6ptimo do input I'1 € 0,2 e o do input 12 € de 0,05. Cada um
destes pesos multiplicado pela respectiva quantidade de input (0,2x3.,5
para I1 e 0,05x6 para 12) dd os valores de 70% ¢ 30%. Em conclusdo, o
racio O/I da unidade ¢

5%
70% +30%

= 0,75 de eficiéncia

(ver “Virtual 10s for UNITH”).

— “UNITI”

E eficiente em termos técnicos (com um ricio igual a 100,00 de
acordo com a “Table of efficiencies”), mas apresenta ineficiéncia mista
e portanto ¢ CCR ineficiente. Ndo pertence a fronteira eficiente (Ver
figura 16). Isto significa que a unidade devera reduzir em proporgoes
diferentes as quantidades actuais utilizadas de I1 e 12, para obter o mes-
mo output e se tornar eficiente.

Esta unidade tem como referéncia “Peers” apenas a unidade E ,
assumindo o lambda [ A; | o valor de I (ver “Peers for UNITI”). Se
fizermos 1x6 ¢ 1x1 obtemos as quantidades de 11 ¢ 12 que a unidade |
deve utilizar em referéncia a unidade E. Estes Gltimos valores (1x6=6
e Ixl=1) sdo os “targets” a conseguir pela “UNITI” e representam
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respectivamente as quantidades de input Il e 12 que a “UNITI” deve
empregar para produzir 1 unidade de output eficientemente. A poupanga
de recursos ndo é agora proporcional (ver Table “Targets for UNITI” na
coluna “TO GAIN”).

A melhoria proposta da eficiéncia para esta unidade traduz-se na
eliminagio da ineficiéncia mista (deslocac¢io para a esquerda de I para
E na figura 16) que obriga a “UNITI” a diminuir apenas a quantidade
utilizada de 11 em 2. Ou seja, a “UNITI” possui um excesso do input
1.

O peso optimo do input [1 ¢ 0, como podemos observar na Table
“Virtual 10s for UNITI”, o que quer dizer que estamos em presencga de
um “slack” e que apesar de esta DMU ser tecnicamente eficiente (100%
radial) ndo ¢ CCR eficiente.

A interpretagio da posi¢do da “UNITA” ¢ muito semelhante a esta
que fizemos para a “UNITI”. Em resumo:

— Apesar de ter um “score” de 100% néo é¢ CCR eficiente;

— Tem como “Peer” a unidade B, devendo sofrer um movimento
vertical para baixo até B (Ver figura 16), pois apresenta um excesso de
input 12;

— Apresenta um “slack” (excesso de input 12 em 1,2 unidades fisi-
cas) e por isso o seu “WEIGHT” em 12 ¢ zero.

— C‘UNIrl‘J9’

Apresenta ineficiéncia em termos técnicos (com um ricio igual
a 0,7143) de acordo com a “Table of efficiencies”), cumulativamente
com ineficiéncia mista, pelo que nio pertence 4 fronteira eficiente. (Ver
figura 16). Isto significa que a unidade J deverd reduzir em propor¢des
diferentes as quantidades actuais utilizadas de I1 e 12, para obter o mes-
mo output e se tornar eficiente.

Esta unidade tem como referéncia, “Peers”, apenas a unidade B,
assumindo o lambda [ A5 | o valore de 1 (ver “Peers for UNITJ”). Se
fizermos 1x2,5 e 1x5 obtemos as quantidades de I1 e 12 que a unidade
J deve utilizar em referéncia a unidade B, i.é. obtemos os valores alvo
para que a “UNITJ” se torne eficiente na produc¢do de uma unidade
de output (lembremo-nos que as condi¢des do problema se referem as
quantidades de 11 e de 12 para produzir | de output). A poupanga de re-
cursos nao é neste caso proporcional. De facto, a “UNITJ” deve reduzir
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a quantidade observada de 11 em 28,6% ¢ a de 12 em 41,2% (ver Table
“Targets for UNITJ” na coluna “TO GAIN”).

Por um lado a “UNITJ” devera sujeitar-se a uma contrac¢ao pro-
porcional nos seus inputs (o que promove a sua deslocagio para “UNI-
TA”). Uma vez atingida esta posi¢io apresenta ainda um excesso de 12
em 0,2 unidades fisicas (“slack”), devendo sujeitar-se a uma redugio
adicional deste input 12 em 0,2 para eliminar a ineficiéncia mista. Este
altimo aspecto aparece reflectido na Table “Virtual IOs for UNITJ” cuja
coluna de “WEIGHTS” apresenta o valor de zero no input 12.
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