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Resumo

Nesta dissertagdo aborda-se a aplicagdo de Leis de Poténcia (LPs), também designadas de Leis
de Pareto ou Leis de Zipf, a dados econdmicos. As LPs sdo distribuicBes estatisticas
amplamente usadas na compreensdo de sistemas naturais e artificiais. O aparecimento das LPs
deve-se a Vilfredo Pareto que, no século XIX, publicou o manual de economia politica,“Cours
d’Economie Politique”. Nesse manual refere que grande parte da economia mundial segue uma
LP, em que 20% da populacéo retine 80% da riqueza do pais. Esta propriedade carateriza uma
variavel que segue uma distribuicdo de Pareto (ou LP). Desde entdo, as LPs foram aplicadas a
outros fendmenos, nomeadamente a ocorréncia de palavras em textos, os sobrenomes das
pessoas, a variacdo dos rendimentos pessoais ou de empresas, 0 numero de vitimas de

inundacgdes ou tremores de terra, 0s acessos a sitios da internet, etc.

Neste trabalho, é estudado um conjunto de dados relativos as fortunas particulares ou coletivas
de pessoas ou organizagdes. Mais concretamente sdo analisados dados recolhidos sobre as
fortunas das mulheres mais ricas do mundo, dos homens mais ricos no ramo da tecnologia, das
familias mais ricas, das 20 mulheres mais ricas da América, dos 400 homens mais ricos da
América, dos homens mais ricos do mundo, dos estabelecimentos mais ricos do mundo, das
empresas mais ricas do mundo e dos paises mais ricos do mundo, bem como o valor de
algumas empresas no mercado de agdes. Os resultados obtidos revelam uma boa aproximacao
de parte desses dados a uma LP simples e uma boa aproximagéo pelos restantes dados a uma
LP dupla. Observa-se, assim, diferenciagdo na forma de crescimento das fortunas nos

diferentes casos estudados.

Como trabalho futuro, procurar-se-4 analisar estes e outros dados, utilizando outras
distribuicOes estatisticas, como a exponencial ou a lognormal, que possuem comportamentos
semelhantes a LP, com o intuito de serem comparados os resultados. Um outro aspeto
interessante serd o de encontrar a explicacdo analitica para as vantagens da aproximacdo de

dados econdmicos por uma LP simples vs por uma LP dupla.

Palavras-Chave
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Abstract

In this study we consider Power Laws (PLs), also known as Pareto Laws or Zipf Laws. PLs
are statistical distributions. Vilfredo Pareto, in the XIX century, was a pioneer in the study
of PLs. He states, in his manual of political economy, "Cours d'Economie Politique", that
a large part of the world economy follows a particular distribution, in which 20% of the
population gathers 80% of the total wealth, and so, a small fraction of the society controls
the largest share of the money. This summarizes the behavior of a variable that follows a
Pareto distribution (or, PL). Until now, several researchers applied PLs to other natural and
human-made phenomena, such as the occurrence of words in texts, person’s surnames, the
variation in personal incomes or businesses, the number of casualties in floods and

earthquakes, on the internet, amongst others.

This work focuses on the application of PLs to economic data from private persons and
organizations. More specifically, it is studied data concerning fortunes of the richest
women in the world, of the richest men in any branch of technology, of the richest
families, of the 20 richest women of America, of the 400 richest men in America, the
world's richest men, the world's richest companies, the companies’ values at stock market.
The results obtained reveal a good approximation of certain data by a single PL and the
remaining data is better approximated by a double PL. There is, thus, differentiation in the

form of growth of fortunes in the different cases studied.

As future work, we will analyze these and other data, using other statistical distributions,
such as exponential or lognormal, that have similar behaviors to the PL, with the intent to
compare the outcomes. Another interesting aspect will be to find the analytic explanation

of the benefits of economic data approximation by a simple LP vs for a double LP.

Keywords

Power Laws (PL), Pareto Laws, Zipf Law, economic data, single PL, double PL.
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1. INTRODUCAO

As distribuicdes de leis de poténcia (LPs), também conhecidas como leis de Pareto ou de
Zipf, sdo distribuicbes de cauda longa e tém sido largamente referidas na modelacdo de
fendmenos reais distintos. No entanto, esta ainda € uma questdo controversa visto que ha
autores que afirmam que as LPs séo simplesmente fendmenos estatisticos, dos quais nada
se pode inferir. [40] Outros sugerem que o debate em torno das leis de Pareto ou Zipf deve
ser sobre qudo bem ou mal essas distribuicfes podem adaptar-se aos dados e nao sobre se
elas podem ser rejeitadas ou ndo. Em conclusdo, as LPs constituem uma ferramenta
extraordinariamente interessante para analisar os dados, que deve ser apoiada por uma

forte validacdo e controlo analitico [40].

Em 1986, o italiano Vilfredo Federico Damaso Pareto (1848-1923)[37] estudou as
distribuicdes LP e verificou que, para muitos eventos, 80% dos efeitos provém de 20% das
causas. Este principio ficou conhecido como o Principio de Pareto ou regra 80-20. Uma
das mais polémicas “descobertas” de Pareto, devido as questdes politicas da época, foi que
80% das terras em Italia eram detidas por 20% da populacdo, verificando-se a mesma
situacdo para os rendimentos, onde 20% das pessoas detinham 80% da riqueza do pais.

Os seus estudos foram seguidos por outros investigadores, que aplicaram as LPs a outros
fenomenos [54]. Auerbach [3], em 1913, descobriu que o tamanho de uma cidade era
inversamente proporcional a sua frequéncia. Este estudo trouxe uma forte motivacao para o
estudo da distribuicdo do tamanho de cidades [55][28][38][48]. Outros exemplos de
aplicacdo de LPs séo a producéo cientifica de quimicos e fisicos [30], o nimero de citagdes
de artigos [41][42], o nimero de vezes que uma pagina da internet € acedida [1], a

frequéncia de nomes proprios na maioria das culturas, a distribuicdo de espécies bioldgicas



[23][52], a frequéncia de terramotos [22][7], a frequéncia de precipitacdo [39], a
frequéncia de crateras na lua [35], a frequéncia das erupcOes solares [31], a frequéncia de
guerras e ataques terroristas [45][47][15], a venda de livros [36][24], a descodificacdo de

sequéncias de ADN [26], entre muitas outras.

Nesta tese pretende-se aplicar as LPs ao tratamento de dados economicos. Sera
considerado o ajuste dos dados por uma LP simples e por uma LP dupla. Uma LP dupla
resulta da aplicacdo de duas LPs a um mesmo conjunto de dados, sendo uma das LPs

aproximada a cauda e outra LP aproximada ao inicio da distribuig&o.

1.1. CONTEXTUALIZACAO

Em 1896, Pareto [37][37] introduziu a distribui¢do de Pareto para descrever a distribuicéo
dos rendimentos. Foi a primeira LP a aparecer na literatura. Hoje em dia, numa sociedade
altamente globalizada, existem bases de dados muito completas sobre precos de mercados,
empresas e a riqueza das pessoas. Muitas vao sendo dadas a conhecer através de pequenas
amostragens ou analises ao longo do tempo. Estas informacBes sdo cruciais para a
compreensdo da atividade econémica mundial.

O estudo da verificacdo da lei de Pareto na descri¢do dos rendimentos ou na distribuicdo da
rigueza é muito importante. Esse estudo recai sobre uma pequena percentagem da
populacdo porém, essa pequena percentagem detém a maioria da riqueza mundial e
qualquer decisdo pode, assim, afectar largamente a economia global. Tém sido propostas
muitas teorias para explicar o comportamento de cauda longa na Lei de Pareto, como, por
exemplo, séries de Markov, para modelar os rendimentos dos individuos [9], ou as
distribuicGes de Lévy [32]. O valor do expoente de Pareto situa-se entre 1 e 2 variando de
economia para economia [29].

A riqueza ou o0s ganhos da maioria da populacdo e das empresas, ou seja, dos pobres e do
grupo de baixos rendimentos da populagdo, ndo segue uma LP e alguns autores sugerem

que obedece a uma distribuicdo de Gibbs [16].



No decorrer desta tese serd estudada a aplicacdo das LPs a fendmenos relacionados com a

economia.

1.2. OBJETIVOS

O objectivo principal deste trabalho ¢ o estudo das LPs e a sua aplicacdo a dados

econdmicos.

Os pontos fundamentais tratados nesta tese séo:
e estado da arte das LPs e suas aplicagfes mais comuns;
e estudo da funcdo de distribuicdo estatistica da LP e dos seus parametros;

e aplicacdo das LPs a fendmenos relacionados com a economia.

1.3. CALENDARIZACAO

A calendarizacdo das vérias fases de desenvolvimento do trabalho é apresentada na Tabela
1. As tarefas desenvolvidas consistiram no estudo de bibliografia, que teve como base
artigos cientificos na area; na obtencdo e analise de informacdo existente em bases de
dados publicas e de confianca, sobre dados econdmicos; e, por fim, na elaboracdo do
relatdrio final. O estudo de bibliografia foi a tarefa que se prolongou mais no tempo, dada a

falta de conhecimento do mestrando sobre este assunto.



Tabela 1l Calendarizacéo do Projeto

Mar. | Abr. Mai. Jun. Jul. Ago. Set. Out.
ETAPAS SEMAMNAS (1|2{3|4|1(2(3|4|1)|2|3(4(1|2|3|4|1(2(3|4|1|2|3(4|1]|2|3|4|1(2|3|4
Recolha de Bibliografia 155
Estudo da Bibliografia 115
Implementagio 105
Analise de dados 95
Elaboragdo do Relatario Final 125

1.4. ORGANIZACAO DO RELATORIO

No Capitulo 1, é feita uma introducdo as leis de poténcia. No capitulo seguinte, é
apresentada uma descricdo mais detalhada da distribuicdo estatistica LP e as suas
principais aplicacdes, relacionadas com dados econdmicos e outros tipos de dados. No
terceiro capitulo, mostram-se os resultados das aplicacdes das LPs, em forma de graficos
das distribui¢cbes cumulativas dos fenémenos estudados. Por ultimo, no quarto capitulo

conclui-se o trabalho e projeta-se trabalho futuro.



2. LEIS DE POTENCIA E SUA

APLICACAO A ECONOMIA

Neste capitulo descreve-se o estado da arte da aplicacdo das LPs a dados econémicos. Faz-

se ainda um resumo da distribuicdo estatistica da LP.

2.1. LEI DE POTENCIA

A funcdo densidade de probabilidade (fdp) de uma variavel aleatoria continua, X, que

segue uma distribuicdo LP é dada por [27]:

flx)=Cx~¢ (1)



Esta funcéo densidade diverge quando x tende para zero, pelo que existe um valor x,,;, a
partir do qual a funcdo estd definida. Assumindo que a > 1 e calculando C por

normalizagéo da fdp vem:

(0]

o) _ C _ Je)
1= fxminf(x)dx =C x"%dx = E[x a+1]xmin (2

xmin
obtendo-se:

C = (a—Dxgin 3)

Assim, a fdp de uma variavel aleatdria continua X que segue uma distribuicdo LP ¢é dada

por:

fo) = S () @

Xmin \Xmin

A funcdo de distribuicdo acumulada complementar é a fungdo que retorna a probabilidade
de uma variavel aleatéria X tomar valores maiores ou iguais a x. A funcéo de distribuicdo
devolve o valor da probabilidade de uma variavel X tomar valores menores ou iguais a x.

A funcdo de distribuicdo complementar de X € dada por:

F = () ©)

Xmin

O célculo do limite inferior x,,;, a partir do qual uma dada distribuicdo deixa de ter
comportamento de uma LP pode constituir um desafio. E frequente existirem dados cujo
comportamento ndo se adequa a uma LP na “cauda” da distribui¢do. A forma mais simples
e usual de determinar x,,,;,, € através da visualizacdo num grafico, em dupla escala
logaritmica, do ponto onde os dados deixam de estar alinhados numa recta e comegam a ter

um comportamento exponencial. A esse conjunto de dados ndo se aplica uma LP.

2.2. MEDIA E VARIANCIA DE UMA LP

Nesta secdo abordamos a estimacgéo dos parametros média e variancia de uma distribuicéo
LP. As respetivas estimativas podem ser obtidas com base no método dos momentos,

usando o procedimento seguinte [49]:



1. lIgualam-se os momentos da populacdo aos momentos amostrais;

2. Resolvem-se as equacdes em fungédo dos parametros desconhecidos.

Os primeiros momentos da populacdo e da amostra sdo dados pelas formulas abaixo,

respetivamente.
Primeiro momento (média) da populacdo: E(x) = u (6)

Primeiro momento (média) da amostra: M; = X @)

Aplicando o 1° passo do procedimento obtém-se 4 = X, ou seja, observa-se que a média
amostral € o estimador da média da populacdo. O primeiro momento da amostra de uma
distribuicdo LP retira-se de [36]:

[0e]

£= [ xf0)dx= ;x5 ®)

Para valores de a inferiores ou iguais a 2, a funcdo acima diverge, isto é, ndo tem média
finita. Esta conclusdo é puramente tedrica, pois seria preciso, na pratica, um ndmero
infinito de amostras para mostrar que a média ¢ infinita. Para o superior a 2, 0 primeiro

momento, que corresponde a média amostral, € dado pela igualdade:

() = % = tuin 9)

O segundo momento, representando a média quadratica da distribuigcdo LP, vem:

(x?) = 2= x5 (10)



A funcdo diverge para valores de a inferiores ou iguais a 3, isto €, ndo tem média
quadratica, e, por consequéncia, nao tem variancia nem desvio-padrao finitos. Para o

superior a 3, 0 segundo momento é o seguinte:

(xz) = a_;xzmin (11)

A formula geral para o célculo dos momentos de ordem m é:

(M) = S, (12)

A expressdo (12) so é vélida para valores de m inferiores a « — 1, uma vez que se forem

iguais ou superiores a média ira divergir.

2.3. ESTIMACAO DOS PARAMETROS CE a DALP

A estimacdo dos pardmetros ¢ e a de uma LP reveste-se de uma extraordinaria
importancia. Uma boa aproximacao da distribuicdo dos dados por uma LP permite inferir
comportamentos futuros, independentemente da natureza dos dados. Nesta secc¢do, usa-se 0
método dos minimos quadrados para estimar esses parametros.

O método dos minimos quadrados permite estimar os valores dos parametros a e b de uma
reta do tipo Y = a + bX, que aproxima os dados de uma populacdo. A reta é calculada

minimizando a soma do quadrado dos residuos [18], isto é, minimizando S, dado por:

S = T, (Y —a— bX,)? (13)

Os residuos consistem nas diferengas entre os valores estimados pela reta de regresséo e 0s

valores reais.

Derivando a expressdo (13) e igualando a zero é possivel encontrar os estimadores @ e b

dos parametros a e b da reta, obtendo-se [53]:



B nZ?zlxiyi_ Z?=1xi2?=137i

2
nyt xi2- Ch, x)

(14)

n

Para calcular os parametros de uma distribuicdo LP pelo método dos minimos quadrados,
segue-se 0 seguinte procedimento. A funcdo de distribuicdo complementar (5) pode ser

linearizada, aplicando a funcéo logaritmo a ambos os lados da igualdade. Obtém-se:

InF(x) =(a—Dnxp, + (1 —a)lnx (16)
com:

Y=InF(x);a=(a—1D)Inxy,; b=1—a; X=Inx a7

Basta considerar agora as formulas (16) e (17) e a partir dai aplicar as formulas abaixo para

retirar os estimadores @ e C.

=1-b; C=(a-1)e (18)

=N

2.4. APLICACAO A ECONOMIA

O estudo da verificacdo da lei de Pareto na descricdo dos rendimentos ou na distribuicdo da
riqueza comegou com Pareto, no séc. XIX. A partir desse momento, muitos investigadores

debrugaram-se sobre a aplicacdo das LPs a economia, em particular.

Mantegna e Stanley [33] estudaram aproximadamente 1.5 milhdes de registos, entre 1984 e
1989, da Standard&Poor’s 500 cash index. Estes autores mediram as diferengas de pregos
e os retornos. Os resultados mostraram que a parte central da distribuicdo era modelada por
um processo estavel de Lévy, enquanto as caudas eram bem aproximadas por uma

distribuicdo exponencial. O valor do expoente de Levy estava perto de 1.4. O grafico em



dupla escala logaritmica da probabilidade de retorno do indice das varia¢des em funcéo do

tempo era uma linha reta, com declive -1.4.

Lévy e Soloman [29] analisaram a riqueza das 400 pessoas mais ricas dos EUA em 1996
(Forbes), em funcdo da sua classificagdo. Com isto obtiveram um ajuste da LP com
expoente 1.36. Os autores concluiram que este valor estava de acordo com a relagéo entre a

distribuicdo da riqueza e as flutuacdes do mercado de acdes.

Em 2003, Reed [43] desenvolveu um modelo estocastico para a distribui¢do de riqueza,
que previu um comportamento de LP em ambas as caudas. O autor derivou uma
distribuicéo de quatro parametros, a dupla distribuicdo Pareto-Lognormal. Esta distribuicéo
forneceu um ajuste muito bom dos dados retirados sobre ganhos e rendimentos, de
diferentes paises, rendimentos e épocas (EUA , 1997; Canada,1996; Sri Lanka , 1981;
Bohemia , 1933). A dupla distribuigdo de Pareto - Lognormal foi obtida sob a suposi¢éo de
uma forca de trabalho ou populagéo crescente a uma taxa constante.

Chatterjee et al [10] introduziu um modelo de gés ideal para trocas nos mercados. Cada
molécula de gas foi considerada um agente econémico, sendo as colisdes entre 2 moléculas
identificadas como uma troca. Foi introduzida no modelo a propensdo para poupanca e
alguma aleatoriedade. Os resultados mostraram que a distribuicdo de Gibbs se ajustava

bem a troca de bens sem poupanca e a LP se ajustava a troca com poupanca.

Em 2004, Fujiwara et al [20] estudaram conjuntos de dados de empresas europeias, a fim
de explicar a distribuicdo do tamanho de empresa e o respetivo crescimento. Estes
consideraram as empresas maiores, onde o comportamento de Pareto foi observado na
cauda superior e verificaram a validade da lei de Gibrat nesse regime. Na maior parte da
distribuicdo, sobre as empresas de tamanho inferior, 0 comportamento Lognormal foi
predominante. Os resultados mostraram que a lei de Pareto era um bom ajuste para
empresas de tamanhos superiores a determinado limite. A lei de Gibrat era valida,
apoiando o facto da taxa de crescimento de cada empresa ser independente do tamanho
inicial. Os autores também analisaram dados de 16.526 empresas japonesas falidas no ano
de 1997. O seu objetivo era langar alguma luz no fendmeno da morte de um grande

namero das empresas. Eles argumentaram que o0s resultados poderiam ajudar a
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compreender o crescimento das empresas. Os resultados obtidos mostraram que a

distribuicdo de LP, em particular, a distribuicdo de Zipf, era um bom ajuste.

Aoyama et al [4] desenvolveram um modelo, usando a lei de equilibrio detalhada, para
encontrar as relacfes entre a lei de Pareto e a lei de Gibrat . A lei de Gibrat pode ser
observada na distribuicdo dos rendimentos pessoais ou de empresas, no tamanho das

empresas, no nimero de trabalhadores das mesmas, entre outros factores.

Andersson et al [2] propuseram um novo modelo para a distribui¢do geografica dos valores
das terras, que combinava os custos de transporte e o crescimento multiplicativo. Os
autores compararam os resultados do modelo com dados de mapas geograficos, com
valores das terras da Suécia, no ano 2000. Observaram que os valores dos transportes ndo
afetavam as distribuicdes LPs associadas aos valores das terras por unidade de area. No

entanto, podiam forcar novas LPs em niveis mais elevados de agregacao.

Das e Yarlagadda [14] estudaram os processos que conduzem a distribuicdo da riqueza na
sociedade. Eles consideraram pequenos e grandes comércios. O primeiro caso consistia na
negociacdo entre duas pessoas (pobres), enquanto o segundo envolvia uma negociagao
entre uma pessoa e o sistema bruto (entidades ricas). Foi observado um comportamento de
LP para a distribuicdo da interacdo de entidades ricas, enquanto a distribuicdo de

Boltzmann - Gibbs foi associada ao comércio pequeno.

Em 2005, Ishikawa [25] aplicou a lei de Pareto a dados de lucros de empresas japonesas,
durante dois anos, 2002 e 2003. O autor dividiu as empresas em duas categorias, umas de
pequena escala e outras de grande escala. O expoente de Pareto foi maior na categoria de
pequena escala, revelando que estas podiam crescer mais do que as empresas de maior

escala. O coeficiente de Pareto variou perto de 1.

Em 2006, Chebotarev [11] propds um modelo hierarquico para a distribuicdo de
rendimentos dos agentes. A interagdo entre 0s agentes era assimétrica e 0 preco era
invariante. O comércio assimétrico foi definido como a negocia¢do onde as comodidades
passaram dos mais velhos para os mais jovens, no caso do dinheiro acontecia o inverso. A

propriedade da invariancia do preco significava que a propor¢do de rendimentos
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influenciava a interacdo entre pares, que era independente do preco ou da renda absoluta.
Este tipo de distribuicdo de rendimentos seguiu uma dupla lei de Pareto, com caudas
superiores e inferiores de Pareto. Chebotarev calculou os expoentes de Pareto para o ganho
superior, tendo obtido 1 para comércio bruto e 2 para comércio online, para procura linear.
Para uma variacédo lenta e ilimitada da procura, o coeficiente de Pareto era 1, para ambos
os tipos de comércio. A distribuicdo do baixo rendimento tinha um expoente de Pareto

igual a 3.

Em 2008, Mizuno et al [34] estudaram os gastos das pessoas em lojas de conveniéncia.
Analisaram 100 milhdes de recibos, entre janeiro e marco de 2007, de clientes de uma
cadeia de lojas de conveniéncia japonesa. Os resultados mostraram que a fungdo de
densidade das despesas tinha uma cauda longa, propria de uma distribuicdo LP, com um

coeficiente de Pareto igual a 2.

Figueira et al [19] desenvolveram um modelo de distribuicdo de rendimentos que
combinava a curva de Gompertz e a lei de Pareto. A LP modelou os rendimentos da parte
mais rica da populagéo, sendo a curva de Gompertz mais adequada para a parte mais pobre

da populacdo. Usaram dados do Brasil de 1981 a 2007.

2.5. OUTRAS APLICACOES

As cidades séo sistemas complexos, que diferem em muitos aspetos, tais como o tamanho,
a forma e a dimensdo. Estas questfes tém sido tema de grande pesquisa numa variedade de

areas cientificas, desde a geografia até a economia [5].

Em 1980, Rosen e Resnick [28] desenvolveram uma investigacdo sobre o tamanho das
cidades em 44 paises e descobriram que 0 expoente de Pareto estava no intervalo
[0.81,1.96], com média amostral 1.14. Esses valores indicavam que a populagdo era mais
uniformemente distribuida do que era esperado pela lei de Zipf (expoente igual a 1), uma
vez que quanto maior o valor do expoente mais parecidos sdo os tamanhos das diferentes
cidades. No limite, se 0 expoente tendesse para infinito todas as cidades teriam tamanhos

idénticos. Os autores também tentaram explicar as variagcfes no expoente de Pareto e

12



mostraram que este é sensivel & definicdo da cidade e do tamanho da amostra. O
coeficiente de Pareto foi menor quando se considerou a populagéo das areas metropolitanas
em vez do aglomerado da cidade, sugerindo que os resultados dependem da definicdo de
cidade. Quanto ao tamanho da amostra, 0s autores compararam os valores do coeficiente
de Pareto para 6 paises usando dois métodos. O primeiro foi considerar apenas as 50
maiores cidades e o outro foi considerar as cidades com mais de 100,000 habitantes. Aqui,
mais uma vez, foram observadas mudancas no expoente de Pareto. Estes resultados foram
explicados pelos termos nédo lineares incluidos na versdo logaritmica da distribuicdo de
Pareto. Davis e Weinstein [15] tentaram resolver o problema da desigualdade na atividade
econOdmica entre as regides. Para isso, estudaram dados de 39 regies japonesas, desde a
Idade da Pedra até a era moderna (até 1998), cerca de 8000 anos. Exploraram também 303
cidades japonesas (com mais de 30.000 habitantes em 1925), com o objetivo de estudar as
implicacdes do bombardeamento de cidades japonesas durante a Segunda Guerra Mundial,
nos tamanhos relativos da cidade. Descobriram que a variagdo da populagdo regional
japonesa, bem como a distribuicdo dos tamanhos das cidades, obedeciam a uma
distribuicdo de Pareto, em todas as épocas. Todavia, estes autores sugeriram uma teoria
hibrida na qual padrdes espaciais de densidades regionais fossem explicados por
fundamentos locais, enquanto o grau de diferenciacdo espacial fosse devido ao aumento do
retorno. A distribuicdo especifica desses recursos era suportada pela distribui¢do de Pareto
[21].

As distribuicGes dos fogos nas cidades e nas florestas também mereceu a atencdo dos
investigadores que trabalhavam com LPs. Mediu-se o tamanho de um incéndio, quer em
cidade quer em floresta, através da area ardida. A distribuicdo da frequéncia-tamanho do
mesmo obedecia a uma LP. Na literatura foram apresentados variados modelos para
explicar este comportamento. Ricotta et al [46] estudaram 9.164 registos de incéndios de
uma regido do norte da Italia (Liguria), de 1986 a 1993. Estes descobriram que a relacdo
entre a frequéncia de ocorréncia e o tamanho da area queimada desses incéndios seguia
uma LP, com coeficiente 0.723. Song et al [50], melhoraram o modelo de Drossel e
Schwhbal [17], incluindo os efeitos da chuva e os esforcos humanos nos combates aos
fogos. Os autores simularam o novo modelo e compararam 0s seus resultados com os
registos de incéndios florestais chineses, entre 1950 e 1989. Chegaram a conclusdo que

havia uma boa concordancia entre as informacdes reais e 0s resultados das simulagdes. Em
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2006, Weiguo et al [51] exploraram trés comportamentos de LP distintos observados em
distribuicdes de fogos florestais, nomeadamente estudaram a relacdo frequéncia-tamanho,
frequéncia-intervalo, e frequéncia-densidade de populacdo. Usaram dados de 518 fogos, de
1950 a 1989, na China, 4284 incéndios, de 1986 a 1995, nos EUA, e 30.498 incéndios, de
1989 a 2000 e 5493 incéndios, nos anos de 1999 e 2000, no Japdo. Todas as relacOes
estudadas seguiam um comportamento de LP.

As vendas online constituem atualmente uma alternativa valida aos métodos tradicionais
de venda. O namero total de vendas de produtos como livros, discos de musica, filmes, que
sd&o menos populares, é comparavel ao nimero de vendas dos produtos mais vendidos. Isto
deve-se ao comportamento de cauda longa (carateristico de uma LP) [36]. Chevalier e
Goolsbee [12], utilizaram dados publicos disponiveis sobre as vendas de 18000 livros,
distribuidos por duas empresas de vendas, Amazon e Barnes & Noble. O nimero de
vendas obedecia a uma distribuicdo de Pareto, com um valor de coeficiente de Pareto
aproximado de 1.2, para as empresas de vendas. Newman [36], em 2005, usou informagdes
dos 663 livros mais vendidos nos Estados Unidos, de 1895 até 1965, para mostrar que o
gréfico indice-frequéncia do nimero de copias vendidas seguia um comportamento de LP.
Ele estimou a proporcdo de vendas de cauda através de técnicas de regressdo. Newman
também mostrou distribuicdes cumulativas de 12 quantidades diferentes, de sistemas
fisicos, bioldgicos, tecnoldgicos e sociais, como a frequéncia do uso das palavras,
chamadas telefénicas, magnitude dos terramotos, citacdo de artigos cientificos, entre

outros.

Os comportamentos observados em guerras e em ataques terroristas tém sido estudados por
diversos investigadores [22][45][44][7]- Na literatura ha muitas tentativas de explicar esses
padrdes. No entanto, as influéncias politicas, ideoldgicas, histéricas e geograficas tornam a
compreensdo destes padrdes um objetivo complexo a alcancar. A natureza da guerra tem
mudado nas ultimas décadas, conflitos de grande escala, como a primeira e a segunda
guerras mundiais, estdo a regredir e um novo tipo de guerra esta a tornar-se predominante.
Neste ultimo destacam-se a guerra tipo guerrilha e atividades de grupos terroristas. Estes
eventos parecem ser ataques aleatorios e oportunos a alvos vulneraveis, e tentar prever
futuros eventos é improvavel. No entanto, considerando o numero de vitimas e a

frequéncia destes desastres naturais e humanos, parece existir um comportamento em
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comum. Pode-se constatar que grandes baixas estdo associadas a fendmenos de baixa
frequéncia, ou seja, a grandes guerras que produzem numeros elevados de vitimas, e que
sdo menos frequentes do que outras guerras nao tao prejudiciais em termos de vida humana
[45][44]. Clauset et al [13] centraram-se na frequéncia e gravidade dos ataques terroristas, desde
1968. Descobriram que o grafico em dupla escala logaritmica da frequéncia em funcdo da
gravidade dos ataques seguia uma distribuicdo de LP. A severidade foi medida como o nimero
de mortes e feridos. Fatores como o desenvolvimento econdmico, o tipo de arma usada no
ataque, entre outros, ndo afectaram os resultados. Bohorquez et al [6] estudaram a relagédo
quantitativa entre a insurgéncia humana, o terrorismo global e a ecologia. Consideraram
um modelo unificado de insurgéncia humana para explicar os padrdes universais que
ocorriam durante as guerras. Os autores calcularam o coeficiente de Pareto para um valor
perto de 2.5, concordando com o trabalho anterior nas guerras do Iraque e Coldémbia.
Como consequéncia destas descobertas, os investigadores afirmaram que as guerras
insurgentes foram qualitativamente distintas das guerras tradicionais. Os investigadores
também sugeriram que o seu modelo indicava uma ligacdo marcante entre as acgdes
humanas violentas e ndo violentas, devido a sua semelhanca com os modelos do mercado

financeiro.

Comportamentos de LP sdo também observados em terramotos. Quando se pensa na
frequéncia de ocorréncia de terramotos, existe um grande nimero de terramotos com
poucas vitimas, e um pequeno numero de terramotos que causaram um numero de

causalidades extremamente elevado [22][8].
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3. APLICACAO DAS LEIS DE
POTENCIA A DADOS

ECONOMICOS

Neste capitulo aplicam-se as LPs a dados reais de fendmenos relacionados com economia.
Estuda-se a distribuicdo cumulativa das variaveis associadas a cada fenémeno.

A aplicacdo de uma LP a um determinado conjunto de dados € feita usando o
procedimento seguinte. Recolhem-se o0s dados, de seguida ordenam-se por ordem
decrescente de frequéncia e classificam-se de 1 até n, sendo 1 aquele que tem maior
frequéncia. Para fazer o grafico em dupla escala logaritmica da frequéncia (eixo dos xx) vs
a classificacdo (eixo dos yy), normalizam-se os dados. A normalizagdo consiste na diviséo
de todos os valores no eixo dos xx pelo maximo que tomam, analogamente para o eixo dos
yy. Por Gltimo, aproxima-se uma reta ao conjunto de dados do grafico, no sentido dos

minimos quadrados (a reta é calculada minimizando a soma dos quadrados dos residuos).
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3.1. OS 400 HOMENS MAIS RICOS DA AMERICA

Na Figura 1 pode-se observar o grafico correspondente aos 400 homens mais ricos da

América. A Figura 2 mostra o ajuste dos dados usando uma LP simples, enquanto a Figura

3 mostra 0 ajuste desses dados usando uma LP dupla. Ambos os graficos em dupla escala

logaritmica revelam um bom ajuste dos dados com coeficiente de correlacdo de R =
v0.9772 no caso da LP simples e (R =+/0.9941 e R =+/0.9122) no caso da LP dupla,

proximos de 1. Neste caso, observa-se que o melhor ajuste, tanto na LP simples como na

LP dupla, é na cauda da distribuicdo. Os dados foram retirados da “Forbes”

(http://www.forbes.com/forbes-400/).
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Figural Gréfico classificagdo/frequéncia antes da normalizacéo, referente aos 400 homens

mais ricos da América.
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Figura 2 Gréfico classificacao/frequéncia apds a normalizagéo, referente aos 400 homens mais

ricos da América. Aproximacao por uma LP simples.
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Figura 3 Gréfico classificagdo/frequéncia ap6s a normalizacdo, referente aos 400 homens mais

ricos da América. Aproximagado por uma LP dupla.

3.2. OS MAIORES BILIONARIOS DO MUNDO

Os dados estudados na Figura 4 dizem respeito aos maiores bilionarios do mundo. E usada
apenas uma LP no ajuste dos dados. Como se pode observar, os dados ttm uma boa
adequacdo a distribuicdo de LP, sendo o coeficiente de correlagdo (R = v0.9768) proximo

de 1. Os dados estudados foram retirados da “Forbes”

(http://www.forbes.com/billionaires/).
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Figura4 Gréfico classificacio/frequéncia apds a normalizagdo, referente aos maiores

bilionarios do mundo. Ajustada uma LP simples.

3.3. VALOR DAS EMPRESAS NO MERCADO DE ACOES

Os dados estudados nas Figuras 5 e 6 dizem respeito ao valor de varias empresas no mercado de
acBes. Na Figura 5 é ajustada uma LP aos dados, obtendo-se um coeficiente de correlacédo igual a
R = +/0.7984. Este valor do coeficiente indica-nos um ajuste deficiente. Na Figura 6 os dados
sdo ajustados por duas LP distintas. Como se pode observar, os dados tém uma boa adequagéo a
distribuicdo de LP dupla, sendo os coeficientes de correlacdo (R = v/0.9561 e R = 1/0.9378))
proximos de 1. Os dados estudados foram retirados do “The Economic Times”

(http://economictimes.indiatimes.com/indices/nifty 50 companies.cms?sortby=currentprice&so

rtorder=desc).
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Figura5 Gréfico classificacao/frequéncia apds a normalizagdo, referente ao valor das empresas

no mercado de agdes. Foi ajustada uma LP.
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Figura 6 Gréfico classificacao/frequéncia apos a normalizacao, referente ao valor das empresas

no mercado de a¢des. Foi aproximada uma LP dupla.

3.4. AS 20 MULHERES MAIS RICAS NA AMERICA

Os dados considerados na Figura 7 dizem respeito as mulheres mais ricas na América. E
usada apenas uma LP no seu ajuste. Como se pode observar, os dados tém uma boa
adequacdo a distribuicfo de LP, sendo o coeficiente de correlagio (R = +/0.9503) proximo
de 1. Os dados foram retirados da “Forbes”
(http://www.forbes.com/pictures/Imj45kijjl/no-1-christy-walton/).
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Figura 7 Gréfico classificagdo/frequéncia apds a normalizacéo, referente as 20 mulheres mais

ricas da América. Foi ajustada uma LP simples.

3.5. AS MULHERES MAIS RICAS DO MUNDO

Os dados usados na Figura 8 dizem respeito as mulheres mais ricas do mundo. E usada
uma LP no ajuste dos dados. Como se pode observar, os dados tém uma boa adequacédo a
distribuicdo de LP, sendo o coeficiente de correlacdo (R = +/0.9453) proximo de 1. Os
dados foram retirados da “Forbes” (http://www.forbes.com/pictures/fkem45edij/gina-

rinehart/).
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Figura 8 Gréfico classificacdo/frequéncia apds a normalizacdo, referente as mulheres mais

ricas do mundo. Foi ajustada uma LP simples.
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3.6. AS EMPRESAS MAIS RICAS DO MUNDO

Os dados estudados nas Figuras 9 e 10 dizem respeito as empresas mais ricas do mundo.
Na Figura 9, os dados foram aproximados usando uma LP, com um coeficiente de
correlacdo R =+/0.9628. Na Figura 10, é usada uma LP dupla no ajuste dos dados e
obtém-se uma melhor aproximagcao, sendo os coeficientes de correlacdo (R = v/0.9921 e
R =+/0.9797) ainda mais proximos de 1, do que no ajuste de apenas uma LP. Os dados
estudados foram retirados da “Forbes” (http://www.forbes.com/global2000/list/).
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Figura9 Gréfico classificacao/frequéncia apds a normalizacgéo, referente as empresas mais

ricas do mundo. Foi ajustada uma LP simples.
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Figura 10 Gréfico classificacao/frequéncia apds a normalizagdo, referente as empresas mais

ricas do mundo. Os dados foram ajustados por uma LP dupla.

3.7. AS FAMILIAS MAIS RICAS DO MUNDO

Os dados considerados na Figura 11 dizem respeito as familias mais ricas do mundo. E
usada uma LP no ajuste dos dados. O ajuste € bom, sendo o coeficiente de correlacdo

(R =+0.9356) proximo de 1. Os dados foram retirados da “Forbes”
(http://www.forbes.com/sites/kerryadolan/2011/09/21/richest-families-on-the-forbes-400/).

As familias mais ricas do mundo
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Figura 11 Gréfico classificagdo/frequéncia ap6s a normalizacéo, referente as familias mais ricas

do mundo. Foi aproximada uma LP simples.
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3.8. OS PAISES MAIS RICOS DO MUNDO

Os dados estudados na Figura 12 dizem respeito aos paises mais ricos do mundo. E usada
uma LP no ajuste dos dados. Como se pode observar, os dados tém uma boa adequacédo a

distribuicdo de LP, sendo o coeficiente de correlacdo (R = v0.9454) préximo de 1. Os
dados foram retirados da “Forbes” (http://www.forbes.com/pictures/egim45egde/15-kuwait/).

Os paises mais ricos do mundo
0,4
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*
o ¢ ¢ 'S
% — 01
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L_) LAY Uy IO 0,01
- 10,001
Frequéncia

Figura 12 Gréfico classificacao/frequéncia apds a normalizagdo, referente aos paises mais ricos

do mundo. Foi ajustada uma LP simples.

3.9. OS HOTEIS/RESTAURANTES MAIS RICOS DO MUNDO

Os dados usados nas Figuras 13 e 14 dizem respeito aos estabelecimentos de hotelaria e de
restauragdo mais ricos do mundo. Na Figura 13 os dados séo aproximados por uma LP
simples, com coeficiente de correlagdo R = v0.9542. Na Figura 14, é usada uma LP dupla
no ajuste dos dados. Como se pode observar, os dados tém uma boa aproximacdo a
distribuicdo de LP dupla, sendo os coeficientes de correlacdo (R =+/0.9798 e R =
v0.962) mais proximos de 1, do que no caso do ajuste de uma LP simples. Os dados
estudados foram retirados do “Rediff Business” (http://www.rediff.com/business/slide-
show/slide-show-1-special-20-most-expensive-hotels-in-the-world/20130919.htm#20).
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Figura 13 Gréfico classificacio/frequéncia apds a normalizacgéo, referente aos estabelecimentos

mais ricos do mundo. Foi ajustada uma LP simples.
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Figura 14 Gréfico classificacao/frequéncia apds a normalizagdo, referente aos estabelecimentos

mais ricos do mundo. Foi ajustada uma LP dupla.

3.10. OS HOMENS MAIS RICOS NO RAMO DA TECNOLOGIA

Os dados estudados na Figura 15 dizem respeito aos homens mais ricos no ramo da
tecnologia. E usada apenas uma LP no ajuste dos dados. Como se pode observar, os dados
tém uma boa adequacdo a distribuicdo de LP, sendo o coeficiente de correlagédo (R =
Vv0.9822) proximo de 1. Os dados foram retirados da  “Forbes”
(http://www.forbes.com/pictures/emdh45ggih/no-9-mark-zuckerberg/).
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Figura 15 Gréfico classificagdo/frequéncia ap6s a normalizacgdo, referentes aos homens mais

ricos do mundo, no ramo da tecnologia. Foi ajustada uma LP simples.

3.11. PERSPETIVA GLOBAL

Na Figura 16 apresenta-se o0 estudo da variagio dos parametros € e @ dos exemplos estudados nas

secOes anteriores, onde foi bem aproximada uma LP simples.

° ~ n E -
Variag¢ao dos parametros € e «
3,5 L
N # bilionarios do mundo
> V)
2,5 M as 20 mulheres mais ricas
2 da américa
{= 1,5 L
/“ \ A as mulheres mais ricas do
1 \ < B } mundo
0,5 . > 4 \d x familias mais ricas do
0 T T T ) mundo
0 0,05 01 0,15 02 paises mais ricos do
“C mundo

Figura 16 Variacao dos parametros C e @& das LP dos exemplos estudados onde se aplicou uma

LP simples.

Os valores calculados de € estdo situados no intervalo 0.0712 < ¢ < 0.1903, onde

0S

valores minimos e maximos correspondem aos paises mais ricos do mundo, no ramo da

tecnologia, e aos bilionarios do mundo, respetivamente. No que respeita ao parametro &,

0S

26



valores estimados encontram-se no intervalo 0.465 < & < 2.957, sendo os valores minimo e

maximo associados aos biliondrios do mundo e aos paises mais ricos do mundo,

respetivamente.

Na Figura 16 foram delimitadas 3 zonas distintas, uma a vermelho, outra a verde e outra a

cor de laranja. Na regido delimitada pela cor vermelha, considera-se 0 caso dos paises mais

ricos do mundo, com valor do pardmetro & elevado e valor reduzido do pardmetro C. Na

regido delimitada a cor de laranja, considera-se 0 caso dos biliondrios do mundo,

caraterizados por um valor elevado do pardmetro € e um valor baixo do pardmetro @. Por

. < < C
fim, na zona a verde, estdo os exemplos em que a relagdo = € menor.

Algumas aferigdes:

a)

b)

d)

o facto do valor de @& ser pequeno no caso dos bilionarios do mundo, revela que néo
ha grande diferenciagdo entre a forma de crescimento das fortunas desses

individuos;

no caso dos homens mais ricos do mundo, o pardmetro ¢ é muito elevado,
enquanto que, no que diz respeito as mulheres mais ricas do mundo, 0 mesmo
parametro é menor e mais aproximado do valor do parametro @. Isto revela uma

diferenciacdo na forma de crescimento das fortunas das mulheres e dos homens;

no caso dos paises mais ricos do mundo, o facto do valor de & ser muito elevado, é
sinbnimo da desigualdade entre paises, onde 0s ricos sdo cada vez mais ricos,

mesmo entre 0S mais ricos;

0s casos que Se encontram na zona verde apresentam valores dos parametros € e @
mais préximos. Neste caso, pode-se afirmar que a forma de crescimento das
fortunas das mulheres mais ricas do mundo, dos homens mais ricos no ramo da
tecnologia, das familias mais ricas e das 20 mulheres mais ricas da Ameérica, é

semelhante.

Seria interessante conseguir explicar analiticamente as variagdes no crescimento da fortuna

entre as varias regides do grafico.
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Na Figura 17 estdo representados os valores dos parametros das LPs no caso em que foi

ajustada uma LP dupla aos dados.

Variacdo dos parametros C e @

5
'5
4 \
@ 0s 400 homens mais ricos da
2 e américa
(= 5 4 \ M valor das empresas no mercado
2 de acgGes
1,5 \\ \’ empresas mais ricas do mundo
1= =
0,5 X estabelecimentos mais ricos do
0
f f f ! mundo
0 0,05 0,1 0,15 0,2
C

Figura 17 Variagao dos parametros C e @& das LPs dos exemplos estudados onde se aplicou uma
LP dupla.

Observa-se um padrdo na variacdo de € e @&, no sentido em que as linhas que ligam os
pares de pontos, que caracterizam as duas diferentes distribuicdes, para cada caso, possuem
declives negativos com valores semelhantes. Este padrdo geométrico reflete uma relagédo
entre as distribuicGes LP duplas (dupla LP1 — parte junto ao inicio da curva; dupla LP2 —
parte da cauda da distribuicdo no grafico). Em todos os casos estudados nesta
representacdo o @, ou seja, 0 @ estimado para a segunda LP aplicada a este caso, é sempre
superior ao primeiro. Ha um declive maior, em modulo, associado aos dados da cauda da
distribuicdo. Em relacdo ao pardmetro €, podemos observar um comportamento oposto
no sentido em que o C,, que corresponde ao C estimado para a segunda LP é sempre mais

pequeno do que o parametro correspondente na primeira LP.

Nas Figuras 18 e 19 pode-se analisar o comportamento dos pardmetros C; e &@; referentes

aos casos estudados, onde se aplicou uma LP dupla.
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Figura 18 Variac&o dos parametros C; das LP dos exemplos estudados onde se aplicou uma LP

dupla.
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Figura 19 Variagdo dos parametros @; das LP dos exemplos estudados onde se aplicou uma LP

dupla.

Observa-se que ha uma variacdo semelhante nos valores dos parametros C;,i = 1,2.

Todavia, a variagio é mais acentuada no ;. Relativamente aos valores dos parametros &;,

a sua variacao é distinta, aumentando um quando o outro diminui. Acrescenta-se que a
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variacdo € mais acentuada no valor de @, analogamente ao que acontece com o0 parametro
C,. Conclui-se que os acontecimentos pequenos (menos riqueza), no inicio da curva
(modelada pela LP1), s&o menos similares entre si do que 0s acontecimentos grandes,

modelados pela LP2. Este comportamento sera de analisar mais profundamente num
trabalho futuro.
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4. CONCLUSOES

Neste trabalho estudam-se distribuicbes estatisticas de LP e a sua aplicacdo a dados
econdmicos. Os dados estudados revelam uma boa adequacdo dos mesmos as distribuicdes
LPs. Isto é, o grafico da frequéncia vs classificacdo, em dupla escala logaritmica, € bem
aproximado por uma reta com declive negativo. Alguns dados sdo bem aproximados por
uma LP simples e outros por uma LP dupla. Isto depende da natureza dos mesmos. S&o
estudados varios dados econdmicos, referentes a empresas, estabelecimentos de hotelaria e
restauracdo mais ricos do mundo, aos homens e mulheres mais ricas da América e do
mundo, entre outros. Faz-se ainda um estudo comparativo da variacdo dos valores dos
parametros das LPs simples e das LPs duplas. Observa-se diferenciacdo na forma de

crescimento das fortunas nos diferentes casos estudados.

Como trabalho futuro, procurar-se-4 analisar estes e outros dados, utilizando outras
distribuicGes estatisticas, como a Exponencial ou a Lognormal, que possuem
comportamentos semelhantes a LP, com o intuito de serem comparados os resultados das
diferentes distribui¢fes para as vantagens da aproximacao de dados econémicos por uma

LP simples vs por uma LP dupla.
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