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Controlo de Trajectorias de
Robots Redundantes Atraves
de Matrizes Pseudoinversas

Este artigo apresenta os aspectos
matematicos fundamentais da teoria

das matrizes inversas generalizadas,
analisa as suas principais propriedades
e explora a sua aplicagao no controlo

de trajectorias de robots redundantes.
Os robots redundantes apresentam
vantagens em relagao aos robots
classicos nomeadamente na optimizagao
de trajectorias, no espaco livre ou na
presenca de obstaculos e na resolugao
de singularidades. No entanto, para este
tipo de robots o controlo cinematico
requer o uso de matrizes pseudoinversas.
Assim, conceitos associados com o con-
trolo através de pseudoinversas serao
apresentados bem como alguns exemplos
que mostram as dificuldades que, por
vezes, a sua utilizagao acarreta. Nesta
perspectiva, e estudado o controlo de
robots planares com trés, quatro e cinco
graus de liberdade e é analisado o seu
comportamento em pontos de
singularidade, mostrando-se que, em
alguns casos, se obtém configuracoes
nao desejaveis.

1. Introducao .

Umrobol redundante & um sistema que pode apresentar
varias (ou, até, uma infinidade de) configuragdes para uma
determinada posigao do érgao terminal no espago cartesia-
no. No entanto, & necessario decidir qual a solugao particular
que deve ser seleccionada de forma a optimizar um determi-
nado conjunto de critérios. Assim, sob o ponto de vista cine-
matico, estes mecanismos introduzem uma grande versati-
lidade pois permitem a resolugao de tarefas minimizando
esforgos, evitando eventuais obstéculos e elirminando singu-
laridades indesejaveis. Embora estes robots apresentem as
vantagens referidas, a utilizagao destes mecanismos ainda é
pouco frequente. De facto, o controlo destes sistemas envol-
ve modelos matematicos sofisticados, aumentando a sua
complexidade com o nimero de graus de liberdade. Uma
analise dos estudos levados a cabo nesta area revela que a
solugao analitica da cinematica inversa derobots redundan-
tes foi apenas conseguida para algumas estruturas especi-
ais. Na maior parte dos casos a resolugéao cinematica inversa
& somente possivel por processos numeéricos iterativos que
podem apresentar um peso computacional elevado [1],

Nesta ordem de ideias este artigo encontra-se organiza-
do em cinco secgoes. A sec¢ao 2 comega por introduzir os
aspectos matematicos fundamentais associados a teoria das
matrizes inversas generalizadas. De seguida, nas seccoes 3
e 4, aplicam-se esses conceitos a resolugao da cinematica
derobots redundantes e hiper-redundantes analisando-se o
seu desempenho para os casos particulares de robots pla-
nares com trés, quatro e cinco graus de liberdade. Por (ilti-
mo, na secgao 5 tracam-se as principais conclusdes gue
decorrem do estudo efectuado.

2. Matrizes inversas generalizadas

2.1 Definigoes

Para as matrizes A e R™ e X e R a fim de definira
matriz inversa generalizada (A ) , a matriz inversa gene-
ralizada reflexiva (A ") e a matriz pseudoinvers (A’) de A
sao usadas as relagoes:

AXA=A (1)
XAX=X (@)
(AX) =AX 3)
(XAY =xA (4

As condicoes (1) a (4) sAo chamadas as condi¢coes de
Penrose. Uma matriz inversa generalizada da matriz A ¢ R™"
é uma matriz X = A- e W™ que satisfaz a condicéo (1). Por
outro lado, uma matriz inversa generalizada reflexiva da
matriz A e R & uma matrizX = A ~e R que satisfaz as
condicoes (1) e (2). Por Ultimo, uma matriz pseudoinversa da
matriz A e W™ & uma matriz X = A" e R que satisfaz as
condigdes (1) a (4). A matriz pseudoinversa € normalmente
designada por matriz de Moore-Penrose [2], [3].

2.2 Calculo das matrizes
pseudoinversas

Nesta sub-secgao serao referidos trés metodos de cal-
culo para as matrizes pseudoinversas.

2.2.1 Calculo por decomposicao
em valores singulares

SeAe R™ entao A’A é uma matriz nao negativa cujos
valores proprios [i.e., as solugdes de ( AI-A'A )=0 ] sao
numeros reais nao negativos. Sejam os valores proprios
Ap Ay d (A 2 A, 2020 20) e faga-se:

G, = \/)—H‘f =12...., min(m,n) (5)
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Obviamente resultas, > 0,2..20,  >0.Agoraa matriz
A pode exprimir-se como o produto de trés matrizes

A=UzV’ (6)
U :(u,.u3,---‘u",)e‘.ﬁ""""' g VY= (\'l1\'35".\'")6‘)?’““ (7)

onde U e V sao matrizes ortogonais e £ e W™ é definida por:

¥ = ' sem = non = VO sem<n (8)

Esta decomposicao de A oferece um esquema para o
calculo da pseudoinversa. Quando A é decomposta em va-
lores singulares como em (6) a sua pseudoinversa A" pode
ser representada por [4]:

A'=vz'U’ ©)

onde £ é a matriz (nXm) definida por

' 0 B0

il 8 T 0D

= ‘] (10)
0 0 o,
""" 0 0

onde p € o numero de valores singulares nao nulos.

2.2.2. Pseudoinversas de matrizes
com caracteristica maxima

Quando a matriz A e ™" admite caracteristica maxima,
arespectiva pseudoinversa é calculada usando a matriz in-
versa de uma matriz nao singular [5]. Assim, o calculo da
matriz pseudoinversa sera:

Sem<ner(A)=m, entao

A*=AT(AA")' (11)

inSem>ner(A)=n,entao

A'=(AAT) AT (12)
Sera A"=A"' sem=ner(A)=m Deve-se notar que

(12) indica que a pseudoinversa de um vector a € R pode
ser calculada por

P (13)

3. Cinematica de umrobot
redundante

Como é sabido o modelo cinematico para um robot é
descrito pelas seguinies relagoes:

x=1(q) (14)
i=Jak (15)

onde q e q sdo vectores (n x 1) das posigdes e velocida-
des nas juntas, x e x séo os vectores (m x 1) das posigdes e
velocidades do orgao terminal no espago cartesiano, fé a
fungao vectorial que descreve a estrutura cinematica do
robot e J é a matriz (m x n) correspondente ao Jacobiano
de f(q).

Para uma determinada posigao do drgae terminal no
espaco operacional, a cinematica inversa dorobot tem como
objectivo a determina¢ao de um conjunto de valores de vari-
aveis nas juntas q(/) tal que arelagao f(q (1) = x (1) seja
verificada. No caso de umrobot redundante, isto € param < n,
o problema da determinacao da cinematica inversa admite
solugdes multiplas. Isto sugere que é possivel explorar de
forma conveniente o aspecto redundante, introduzindo de-
terminadas condigoes que possibilitem obter um maior grau
de "manipulabilidade” dorobot na execugéo das tarefas. Outro
aspecto importante consiste na possibilidade de se evitarem
as singularidades cinematicas, que ocorrem quando a matriz
J, para certas solugdes q(t), tem caracteristica inferior a m.
Nestas situacdes o robot perde a capacidade de se mover
numa determinada direcgao, significando isto que a sua "ma-
nipulabilidade” foi reduzida. A medida da "manipulabilidade”
de umrobot foi definida por Yoshikawa [6] como, = Vdet(JJ").
Esta definigao significa que o valor do determinante da matriz
JJ”, pode ser entendido como um indice da capacidade de
posicionamento do 6rgao terminal dorobot .

3.1 Resolucao da cinematica inversa

A resolucao da cinemaética inversa de posigao pode ser
obtida a custa da forma diferencial:

q-=K(gk (16)

onde K & uma matriz (nxm) determinada a partir do Jaco-
biano. Whitney 7] prop6s o uso da matriz pseudoinversa de
Moore-Penrose para a matriz K, vindo a relagéo (3) da forma:

q=J"(gk (17)

onde J* & uma matriz definida como J*=J"(JJ")". A pri-
meira vista esta solugao é interessante, tanto mais que a matriz
pseudoinversa gera um vector solugao (de posigao de jun-
tas) que admite norma minima, no sentido dos minimos qua-
drados. Contudo, Bailieul [8] provou que, na pratica, as sin-
gularidades cinematicas nao sdo evitadas, ja que as veloci-
dades das juntas sao apenas minimizadas instantanearmen-
te, podendo ser arbitrariamente elevadas na vizinhanga das
configuragbes de singularidade. Comn vista a resolugao des-
te problema, Nakamura [9] propuseram o uso de uma matriz
inversa do Jacobiano calculada pelo método dos minimos
quadrados do Jacobiano, da forma:

J“:.l"'(l.l’ —|-(1:l)| (18)

onde o representa um factor de amortecimento, corres-
pondendo a uma modificacao do Jacobiano que seja nao
singular em todo o espaco de trabalho. Usando este meto-
do, apenas se obtem uma aproximagao da solucao da cine-
matica inversa. Agora o problema consiste em encontrar os
valores adequados para «. que conduzam a uma solugéo de
norma minima e que minimize o erro da posigac calculada,
isto &, que torne minimo o valor del|x-Jq]|. Valores altos para
o ddo uma boa aproximagao excepto nas proximidades dos
pontos singulares. Note-se que uma escolha apropriada de
o depende do menor valor singular da matriz J que € uma
medida da proximidade de pontos de singuiaridade [10].
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Para a solucao de (17) prova-se que uma solugao geral
da equagao (15) pode ser dada por:

a= 3" @k 1-3 @@, (19

onde I é a matriz identidade (n x n) e q, é um vector
arbitrario (m x 1) de velocidade das juntas. Assim, verifica-se
que (19) deriva de (17) por adicao de um termo homogéneo
criado pelo operador projeccao I-J*J que selecciona as com-
ponentes de q, no nicleo de J, ja que q, produz apenas um
movimento “interno” das juntas mantendo, sem alteracao, a
posicao do drgao terminal [11].

Outro problema apresentado pela solugao de (17) con-
siste no facto da repetibilidade dos valores de juntas para
trajectérias repetitivas (de formas geométricas fechadas) néao
ser preservada, o que nao é desejavel em muitas situagoes.

4. Controlo de Trajectorias de Robots
Redundantes e Hiper-Redundantes

Nesta seccao aplica-se a formulagao matematica desen-
volvida anteriormente no controlo de trajectorias de robots
planares com trés, quatro e cinco graus de liberdade. Estes
robots sao considerados redundantes (Figura 1) pois tém
trés ou mais juntas(n = 3)e pretende-se que executem lrajec-
térias no espaco cartesiano (m = 2).

iy
hi

G

Figura 1: Estrutura de um robot planar redundante kR

Para este tipo derobot kR (ke N) a cinematica directae o
Jacobiano sao dadas por:

{x} F(1l+‘(:(‘ﬁz +!3(‘|2.\+'”+"k('|2---k:| (20.a)
= g,

v LS A48 #4855 o +4L8 50
J= ﬁll‘Sl _/:"Y]z _"'_lk‘?'lu-k ﬁ/k‘f‘lmk (20.h)
1C+LC,++1C.. - LC..

onde /, é o comprimento do brago i, §..., = Sin(q + -+ qk)
e Co.y=Cos (q, + +q,).

As posicoes das juntas podem ser calculadas através da
integragao, em relagao ao tempo, das velocidades de acor-
do com o descrito no diagrama de blocos da Figura 2

Xrel Ax Aq
Fa

q

Planeamento

de Trajectoria Integragi

\

Cinenitica
Directa

Figura 2: Diagrama de blocos para calculo da cinematica
inversa usando a pseudoinversa.

Baseado neste algoritmo, foi analisado o desempenho
do controlo de trajectorias para diferentes tipos de robofs.
Estudaram-se as trajectérias para orobot 2R (ndo redundan-
te), 3R (redundante) e para o 4R e 5R (hiper-redundantes)
impondo-se ao 6rgao terminal uma trajectéria circular repe-
titiva no espago operacional definida por:

0.5[1 - cos(mn) |
x(1)= ! _ ( )],(_]5.'530 , @1)
0.5[2+.vm(m)
Em todas as experiéncias, para todos os robots, consi-
derou-sel, + [, + 1+ +l =3 el =l=1="=I.

4.1. Robot Nao Redundante

Numa primeira experiéncia considerou-se um robot 2R
com uma posicao inicial q(0) = [0.89t—0.78x]". Os resultados
da Figura 3 mostram as posicoes das juntas para o algorit-
mo de determinagao da cinematica inversa baseado em (17)
usando a matriz jacobiana “standard" 2 x 2.
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Figura 3: Posicoes das juntas para o robot 2R

Como era esperado, nesta experiéncia a trajectoria das
juntas e o indice de manipulabilidade sao repetitivos ao longo
do movimento circular emxy.

4.2. Robot Redundante

Numa segunda experiéncia usou-se orobot 3R com uma
posicao inicial q(0) = [t — n/2 — m/2]". A Figura 4 mostra as
posicdes das juntas quando se usa a maltriz jacobiana
inversa generalizada.

Figura 4: Posicoes das juntas para o robot 3R

Note-se que a manipulabilidade nao é dptima durante toda
a experiéncia e que as trajectorias das juntas exibem mudan-
cas bruscas, o que provoca altas velocidades. Além disso,
vé-se que as trajectorias nao sao repetitivas, apresentando
um comportamento quase cadtico [12] e [13].
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4.3. Robots Hiper-Redundantes

Por tltimo consideram-se os robots hiper-redundantes
4R e 5R. Tal como anteriormente, adoptou-se a matriz jaco-
biana inversa generalizada no algoritmo da cinematica in-
versa. As posigoes iniciais sao respectivamente:

g =109Tr-0.28% - 0.41m-0.3971)" e
q(0) =[0.86m - 0.34w - 0.26m - w/3 - 0.237]"
As Figuras 5 e 6 mostram os resultados das experiéncias
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Figura 5: Posi¢coes das juntas para o robot 4R.
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Figura 6: Posicoes das juntas para o robot 5R.

Em ambos os casos observa-se um desempenho sub-
optimo semelhante ao verificado para o rebot 3R. Por outro
lado, o indice de manipulabilidade méaxima (u,__ ) melhora
amedida que o numero de graus de liberdade aumenta
(Figura 7) [14].
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Figura 7: indice de manipulabilidade maxima (i

max)

versus a distancia radial » =V’ + y’ para os robots
2R, 3R, 4R e 5R.

5. Conclusoes

Este artigo apresenta os aspectos fundamentais da teo-
ria das matrizes inversas generalizadas e a sua aplicagao ao
controlo de robots redundantes. Assim, foram analisados
varios métodos de calculo das matrizes inversas generaliza-
das por forma a permitir a resolugéao da cinematica inversa
para este lipo derobots. Tendo em conta a formulagao mate-
mética, estas técnicas foram aplicadas ao controlo de robots
redundantes e hiper-redundantes revelando que tais algorit-
mos conduzem a desempenhos sub-6ptimos tanto no que
respeita ao indice de manipulabilidade como as velocidades
das juntas. Nesta perspectiva, algoritmos que conduzam a
desempenhos superiores sao uma area de investigagao
importante.
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